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Изучена возможность поляризации газа водородоподобных атомов, находящихся при нулевой темпе-
ратуре в бозе-эйнштейновском конденсате, в равновесных и нестационарных условиях. Уравнение Грос-
са–Питаевского обобщено для газа атомов с учетом их электронной структуры. Показано, что волновая 
функция системы взаимодействующих бозе-частиц, находящихся в одночастичном конденсате при нуле-
вой температуре, имеет вид глауберовского когерентного состояния. С помощью обобщенного уравне-
ния Гросса–Питаевского исследованы поляризационные свойства атомарного газа в состоянии бозе-
эйнштейновской конденсации. Показано, что стационарные состояния электронов в атомах газа, нахо-
дящегося в когерентном состоянии, могут отличаться от стационарных состояний электронов в свобод-
ных атомах, вследствие чего сверхтекучая система способна спонтанно поляризоваться, даже если сво-
бодные атомы в стационарных состояниях не обладают собственным дипольным моментом. Более 
детально изучены поляризационные свойства системы двухуровневых водородоподобных атомов в бозе-
эйнштейновском конденсате. Распространение как звуковых, так и высокочастотных малых возмущений 
в когерентной системе поляризованных атомов сопровождается колебаниями поляризации. Обсуждается 
применимость развиваемых представлений к анализу электрических явлений в сверхтекучем гелии.  

Вивчено можливість поляризації газу водньоподібних атомів, що знаходяться при нульовій темпера-
турі в бозе-ейнштейнівському конденсаті, у рівноважних і нестаціонарних умовах. Рівняння Гросса–
Пітаєвського узагальнено для газу атомів з урахуванням їхньої електронної структури. Показано, що 
хвильова функція системи взаємодіючих бозе-частинок, що знаходяться в одночастинковому конденсаті 
при нульовій температурі, має вигляд глауберівського когерентного стану. За допомогою узагальненого 
рівняння Гросса–Пітаєвського досліджено поляризаційні властивості атомарного газу в стані бозе-
ейнштейнівської конденсації. Показано, що стаціонарні стани електронів в атомах газу, що знаходиться в 
когерентному стані, можуть відрізнятися від стаціонарних станів електронів у вільних атомах, унаслідок 
чого надплинна система здатна спонтанно поляризуватися, навіть якщо вільні атоми в стаціонарних ста-
нах не мають власного дипольного моменту. Більш детально вивчено поляризаційні властивості системи 
дворівневих водньоподібних атомів у бозе-ейнштейнівському конденсаті. Поширення як звукових, так і 
високочастотних малих збурень у когерентній системі поляризованих атомів супроводжується коливан-
нями поляризації. Обговорюється застосовність уявлень, що розвиваються, до аналізу електричних явищ 
у надплинному гелії.  

PACS: 67.85.Jk Другие явления бозе-эйнштейновской конденсации; 
67.10.–j Квантовые жидкости: основные свойства; 
67.85.–d Ультрахолодные газы, газы в ловушках; 
67.25.D– Сверхтекучая фаза 4He. 

Ключевые слова: когерентное состояние, уравнение Гросса–Питаевского, дипольный момент, поляриза-
ция, двухуровневая система. 
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1. Введение 

В большинстве работ, посвященных микроскопиче-
ской теории сверхтекучести бозе-газа или бозе-
жидкости, выполненных до настоящего времени, ато-
мы рассматриваются как бесструктурные частицы, 
характеризуемые массой и, иногда, проекцией спина. 
Взаимодействие атомов описывается либо одной по-
стоянной, либо модельным потенциалом. Необходимо-
сти в учете структуры атомов как сложных объектов, 
состоящих из ядра и электронной подсистемы, не воз-
никало по той причине, что отсутствовали экспери-
менты, которые требовали бы такого более детального 
рассмотрения. 

Однако в последние годы был выполнен целый ряд 
интересных экспериментов, указывающих на особый 
характер взаимодействия при низких температурах 
электромагнитного поля с многочастичными система-
ми электрически нейтральных атомов, подчиняющихся 
статистике Бозе–Эйнштейна. Так, при изучении рас-
пространения света в атомарных газах, находящихся в 
конденсатном состоянии [1–3], в эксперименте [4] уда-
лось добиться уменьшения групповой скорости света 
на шесть-семь порядков. В серии экспериментов [5–7] 
неожиданно обнаружена повышенная электрическая 
активность сверхтекучего 4Не, которая оказалась су-
щественно выше, чем электрическая активность жид-
кого 4Не в нормальной фазе. Эти эксперименты дают 
основание предполагать, что при переходе многоатом-
ной системы в состояние с бозе-эйнштейновским кон-
денсатом, при наличии которого система приобретает 
сверхтекучие свойства, качественно изменяются и 
электронные состояния в атомах.  

Динамика бозе-эйнштейновского конденсата взаи-
модействующих частиц хорошо описывается уравне-
нием Гросса–Питаевского (ГП) [8–10]. Однако для по-
следовательного описания взаимодействия системы 
нейтральных бозе-атомов, находящихся в состоянии 
конденсации, с электромагнитным полем стандартного 
уравнения ГП недостаточно. Чтобы такое описание 
стало возможным, следует в рамках аналогичного под-
хода учесть электронные степени свободы атомов. В 
данной работе теория ГП обобщена для водородопо-
добных атомов посредством учета их электронной 
структуры. Найдена многочастичная волновая функ-
ция состояния системы бозе-частиц, описывающихся 
уравнением ГП, имеющая вид глауберовского коге-
рентного состояния. Показано, что для сверхтекучих 
систем с нарушенной фазовой симметрией поляризуе-
мость в состоянии термодинамического равновесия 
определяется не только диагональными матричными 
элементами оператора дипольного момента, но и его 
недиагональными элементами. Вследствие этого в ко-
герентном состоянии многоатомная сверхтекучая сис-
тема способна спонтанно поляризоваться, даже если 

свободные атомы в стационарных состояниях не обла-
дают собственным дипольным моментом.  

Более детально изучена система атомов, в которых 
учитываются только два электронных уровня с раз-
личной пространственной четностью. В этом случае 
при достаточно интенсивном межатомном взаимодей-
ствии и большой плотности, когда расстояние между 
уровнями не превышает некоторого критического зна-
чения, электроны атомов конденсата находятся в ста-
ционарном состоянии, являющемся суперпозицией 
состояний на нижнем и верхнем уровнях. При уровнях 
с различной четностью каждый атом конденсата в та-
ком состоянии может приобретать одинаковый ди-
польный момент, а система в целом поляризоваться. 
Изучены малые колебания в когерентной системе 
двухуровневых атомов. Показано, что в спонтанно по-
ляризованной системе имеется характерная собствен-
ная частота пространственно-однородных колебаний 
числа частиц на верхнем и нижнем уровнях и разности 
фаз этих состояний. Эти колебания, как и длинновол-
новые звуковые колебания в такой системе, сопровож-
даются колебаниями поляризации. Если условия суще-
ствования спонтанной поляризации не выполнены, то 
атомы находятся в состояниях с электроном на одном 
уровне. В этом случае возможно динамическое возник-
новение поляризации вследствие когерентного перехода 
электронов с одного уровня на другой в процессе рас-
пространения волны в конденсате. Обсуждается приме-
нимость развиваемого подхода к явлениям в атомар-
ных газах и сверхтекучем гелии. 

2. Когерентное состояние бозе-эйнштейновского 
конденсата взаимодействующих частиц 

Начнем с рассмотрения системы бесструктурных 
бозе-частиц массой m, которая описывается в пред-
ставлении вторичного квантования гамильтонианом 
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где μ  — химический потенциал, ( ),U ′r r  — потенци-
ал взаимодействия частиц, а полевые операторы рож-
дения ( )Ψ+ r  и уничтожения ( )Ψ r  частиц подчинены 
известным условиям коммутации бозе-частиц 
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Вектор вакуумного состояния | 0〉  определен так, что 
( ) | 0 0Ψ 〉 =r , откуда следует | 0 0H 〉 = . В гейзенбер-

говском представлении полевые операторы удовлетво-
ряют уравнению ( , ) [ ( , ), ]i t t t HΨ Ψr r∂ ∂ = , которое с 
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учетом вида гамильтониана (1) и коммутационных 
соотношений (2) принимает вид 
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Система невзаимодействующих бозе-частиц при нуле-
вой температуре, как известно, находится в состоянии, 
где все частицы в пространственно-однородном случае 
в отсутствие потока имеют нулевой импульс (бозе-
эйнштейновская конденсация). Согласно идее Боголю-
бова [11], в конденсатном состоянии взаимодействую-
щих частиц операторы рождения и уничтожения час-
тиц могут быть заменены с-числами, т.е. можно 
пренебречь их коммутационными свойствами. При 
слабом межчастичном взаимодействии и малой плот-
ности естественно предположить, что полевой опера-
тор может быть представлен в виде суммы классиче-
ской (конденсатной) части ( ), tχ r  и операторной 
добавки ( ), tθ r , так что 

 ( ) ( ) ( ), , ,t t tΨ χ θ= +r r r . (4) 

Пренебрегая в нулевом приближении операторной ча-
стью ( ), tθ r , можно заменить полевой оператор ( , )tΨ r  
на функцию ( ), tχ r , которая, как и оператор, удовле-
творяет уравнению (3). Оператор полного числа частиц 

 ( ) ( ), ,N d t tΨ Ψ+= ∫ r r r  (5) 

при замене полевых операторов на функции становит-
ся с-числом и определяет полное число частиц в одно-
частичном конденсате ( ),N d n t= ∫ r r , где ( ),n t =r  ( ) 2| , |tχ= r  — плотность числа частиц в конденсате. 
Если рассматривать только состояния, в которых мак-
роскопическая волновая функция ( ), tχ r  существенно 
меняется на расстояниях, превосходящих радиус дей-
ствия межчастичного потенциала 0r , то в уравнении 
(3) функции можно вынести из-под знака интеграла и 
перейти к дифференциальному уравнению. Выразив 
химический потенциал 0gnμ =  через равновесную 
плотность числа частиц 0n , приходим к уравнению, 
полученному впервые Гроссом [8] и Питаевским [9]: 
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где ( ),g d U= ′ ′∫ r r r  и предполагается, что потенциал 
зависит только от расстояния между частицами: 
( ) ( ), | |U U= −′ ′r r r r . 
Выше кратко воспроизведены качественные сооб-

ражения, которые обычно используются при получе-
нии уравнения ГП (6). Обсудим переход от оператор-
ного уравнения (3) к уравнению для конденсатной 
волновой функции (6) несколько подробнее с иной 

точки зрения. Чтобы сопоставить оператору функцию, 
нужно вычислить среднее от оператора по некоторому 
состоянию. В зависимости от состояния, по которому 
происходит усреднение, получим различные результа-
ты. Естественно поставить вопрос: «По какому состоя-
нию следует усреднить полевой оператор ( , )tΨ r , что-
бы это среднее было отлично от нуля и подчинялось 
уравнению Гросса–Питаевского?» Очевидно, что та-
ким состоянием не может быть состояние идеального 
газа, все N  частиц которого находятся в конденсате и 
имеют нулевой импульс. Усреднение полевого опера-
тора, который может быть представлен в виде 
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по состоянию идеального газа, описываемому волно-
вой функцией 
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( ,a a+
k k  — операторы рождения и уничтожения части-

цы с волновым вектором k ), дает нуль. Чтобы постро-
ить требуемое состояние, введем в рассмотрение уни-
тарный оператор 

 eV β β+ −= , (8) 
где 
 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,d t t d t tβ χ Ψ β χ Ψ∗ + += =∫ ∫r r r r r r , (9) 

а ( ), tχ r  — некоторая комплексная функция, нормиро-
ванная условием ( ) 2| , |d t Nχ =∫ r r , где, согласно (5), 
N  — среднее число частиц. Операторы (9) подчиня-
ются условию коммутации [ , ] Nβ β+ =  (остальные 
коммутаторы равны нулю). Для оператора (8) справед-
ливы соотношения 
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где 1V V+ −= . Таким образом, оператор (8) осуществ-
ляет сдвиг исходного полевого оператора на функцию 
( ), tχ r . Усреднив соотношения (10) по вакуумному 

состоянию, такому что ( ), | 0 0tΨ 〉 =r , находим 

  ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,t t t tχ χ Ψ χ χ χ Ψ χ∗ += =r r r r , (11) 

где волновая функция, по которой в (11) усредняются 
полевые операторы, имеет вид 

 0 e 0V β βχ
+ −= = . (12) 

Действуя на функцию (12) оператором ( ), tΨ r , убеж-
даемся, что 
 ( ) ( ), ,t tΨ χ χ χ=r r , (13) 

так что χ  является собственной функцией оператора 
уничтожения. Такие состояния, как известно, называ-
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ются когерентными (или глауберовскими) состояния-
ми и широко используются как в квантовой оптике 
[12], так и в других областях физики [13]. На то, что в 
пренебрежении влиянием квазичастиц бозе-эйнштей-
новский конденсат находится в когерентном состоя-
нии, обращено внимание в [14,15]. В отличие от бозе-
эйнштейновского конденсата идеального бозе-газа [16], 
характеризующегося волновой функцией (7), конден-
сат газа взаимодействующих частиц с волновой функ-
цией (12) естественно называть когерентным конден-
сатом.  

Таким образом, функции ( ) ( ), , ,t tχ χ∗r r , входящие 
в определение операторов (8), (9), совпадают со сред-
ними от полевых операторов ( , ), ( , )t tΨ Ψ+r r  по коге-
рентному состоянию (12). Дифференцируя соотноше-
ния (10) по времени, используя уравнение движения 
для полевого оператора и усредняя по вакуумному со-
стоянию, приходим к соотношению 
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До сих пор на функцию ( ), tχ r  не накладывалось ни-
каких ограничений, и соотношения (10), (14) справед-
ливы для произвольной функции ( ), tχ r . Потребуем, 
чтобы эта функция удовлетворяла также уравнению 
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i t V HV
t

χ
Ψ +∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂

r
r . (15) 

Это требование находится в согласии с общим соот-
ношением (14), поскольку если ( ), tχ r  удовлетворяет 
уравнению (15), то второе слагаемое в правой части 
уравнения (14) обращается в нуль. Нетрудно убедиться, 
что с учетом вида гамильтониана (1) и необходимых 
приближений из (15) следует уравнение ГП. Таким 
образом, если многочастичная бозе-система описыва-
ется уравнением ГП, то волновая функция этой систе-
мы имеет вид глауберовского когерентного состояния 
(12). Знание волновой функции многочастичной сис-
темы позволяет найти среднее значение любого опера-
тора, характеризующего данную систему.  

Проанализируем подробнее структуру волновой 
функции когерентного состояния (12), представив ее в 
виде 

 2e e 0
N

N βχ
+−

= , (16) 

где операторы Nβ β+ +=  и Nβ β=  подчиняются 
стандартному соотношению коммутации [ , ] 1β β+ = , и 
их следует рассматривать как операторы рождения и 
уничтожения частицы с волновой функцией 
( ) ( ), ,t t Nχ χ=r r . Таким образом, в бозе-эйнштей-

новском конденсате взаимодействующих частиц все 
частицы находятся в абсолютно одинаковых состояни-

ях с волновой функцией ( ), tχ r . Аномальные средние 
(11) от неэрмитовых операторов ( ) ( ), , ,t tΨ Ψ+r r  с 
точностью до нормировочного множителя совпадают с 
волновой функцией частицы в конденсате. Важно от-
метить, что волновая функция (12), (16) описывает 
состояние, в котором число частиц системы не фикси-
ровано, т.е. эта функция не является собственной 
функцией оператора числа частиц. Это общая черта 
систем, обладающих сверхтекучими или сверхпрово-
дящими свойствами. Например, волновая функция 
БКШ, как известно [17], также описывает состояние с 
неопределенным числом частиц. Именно благодаря 
указанному свойству волновой функции среднее от по-
левого оператора оказывается отличным от нуля.  

Описанный подход к исследованию бозе-эйнштей-
новской конденсации взаимодействующих частиц не-
достаточен для изучения поляризационных свойств 
многоатомного газа, поскольку он не учитывает элек-
тронной структуры атомов. Для исследования поляри-
зационных свойств бозе-газа, находящегося в коге-
рентном состоянии, следует обобщить теорию ГП на 
газ частиц, обладающих внутренней структурой.  

3. Уравнение для когерентного состояния системы 
бозе-частиц с внутренними степенями свободы 

Рассмотрим газ водородоподобных атомов в элек-
трическом поле E . Выбор водородоподобных атомов 
обусловлен, с одной стороны, стремлением к более 
простой формулировке задачи, а также тем, что энерге-
тический спектр атома водорода и водородоподобных 
атомов хорошо известен. С другой стороны, изучение 
газа именно таких атомов представляет реальный ин-
терес, поскольку в экспериментах по исследованию 
конденсата атомарных газов используются преимуще-
ственно именно водородоподобные атомы щелочных 
металлов, таких как 7Li, 23Na, 39K, 85Rb, 133Cs и других. 
Как могут измениться результаты для атомов с двумя 
электронами (4Не), кратко обсудим в заключении. 

Гамильтониан одного водородоподобного атома с 
учетом его взаимодействия в дипольном приближении 
с электрическим полем имеет вид 

 ( )
2 2

2 2
H U r

M m
Δ Δ= − − + − ⋅R r d E , (17) 

где R  — радиус-вектор центра масс атома, r  — ради-
ус-вектор электрона с началом в центре масс атома, 

0 0M M m= +  — полная масса атома, 0 0 0 0/( )m m M M m= +  
— приведенная масса, 0M  — масса атомного «осто-
ва», 0m  — масса электрона. Потенциал в (17) для во-
дорода имеет кулоновский вид ( ) 2U r e r= − , e  — за-
ряд электрона, а для водородоподобных атомов он 
близок к кулоновскому и заметно отличается от него 
только на малых расстояниях. Оператор дипольного 
момента в (17) e= −d r. 
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Будем предполагать, что известны решения одно-
частичного уравнения Шредингера 

 ( ) ( ) ( )
2

2 i iU r
m νΔ φ ε φ

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r r r , (18) 

где i  — набор квантовых чисел, характеризующий 
состояние электрона, а ν  — набор квантовых чисел, 
определяющий его энергию. При движении в цент-
рально-симметричном поле волновая функция элек-
трона имеет вид [18] 

 ( ) ( ) ( ) ( )i nlm nl lmR r Yφ φ Ω≡ =r r , (19) 

где ( ) ( ),lm lmY YΩ θ ϕ≡  — сферические функции. Энер-
гия электрона зависит только от главного квантового 
числа n  и азимутального квантового числа l , так что 

nlνε ε≡  и ( ),n lν ≡ , а ( ),i mν≡ . В случае атома водо-
рода имеется специфическое «случайное» вырождение, 
в силу которого энергия электрона зависит только от 
n  и не зависит от l . В водородоподобных атомах на 
малых расстояниях потенциал отличается от кулонов-
ского, и поэтому «случайное» вырождение снимается. 
В дальнейшем будем считать, что потенциал в (18) 
слегка отличается от кулоновского и «случайное» вы-
рождение отсутствует. Волновые функции (19) орто-
гональны ( ) ( )i i i id φ φ δ∗

′ ′=∫ r r r . Для потенциалов, об-
ращающихся в нуль на бесконечности, кроме дискрет-
ного спектра имеется и непрерывный спектр. Уход 
электрона в область непрерывного спектра означает 
ионизацию атома. Рассматривая систему атомов при 
нулевой температуре, будем пренебрегать возможно-
стью ионизации атома и не учитывать состояния не-
прерывного спектра.  

Поскольку спин замкнутой электронной оболочки в 
основном состоянии равен нулю, то водородоподоб-
ные атомы имеют целый спин и подчиняются стати-
стике Бозе–Эйнштейна, если спин ядра полуцелый. Так, 
атом водорода, спин ядра которого равен 1/2, может 
иметь полный спин 0 или 1, а атом 7Li, спин ядра кото-
рого равен 3/2, может иметь полный спин 1 или 2. Бу-
дем считать, что все атомы газа находятся в одинако-
вом спиновом состоянии, и пренебрегать возможными 
переходами между различными спиновыми состоя-
ниями. 

Для микроскопического описания сверхтекучих 
систем, как было видно выше, эффективен аппарат 
вторичного квантования, впервые примененный для 
этой цели Боголюбовым [11]. Однако этот аппарат раз-
вит для описания многочастичных систем частиц, рас-
сматриваемых как элементарные, без учета их внут-
ренней структуры. В силу этого в своей обычной 
формулировке для описания атомарных газов он может 
быть использован, только если пренебречь их структу-
рой. Этого недостаточно, чтобы изучать поляризацион-
ные свойства газа и особенности его взаимодействия с 

электромагнитным полем. Возникает необходимость 
обобщения аппарата вторичного квантования на части-
цы с учетом их внутренних степеней свободы. В работе 
[19] развит аппарат вторичного квантования, учиты-
вающий наряду со связанными состояниями возмож-
ность распада атомов. Поскольку при низких темпера-
турах вероятность ионизации атома крайне мала и, как 
отмечалось, этими процессами будем полностью пре-
небрегать, учесть внутреннюю структуру атомов мож-
но в более простой формулировке, предложенной в 
[20,21]. 

Введем подчиняющиеся бозе-статистике операторы 
рождения ia+k  и уничтожения iak  атома с волновым 
вектором k, электрон которого находится в состоянии 
i, и построим полевые операторы  

( ) ( )1 2 1 2e , ei i
i i i iV a V aΨ Ψ− + − + −= =∑ ∑kR kR

k k
k k

R R , (20) 

для которых, очевидно, справедливо коммутационное 
соотношение  

( ) ( ) ( )[ , ]i i iiΨ Ψ δ δ+
′ ′= −′ ′R R R R  

(остальные коммутаторы равны нулю). Эти операторы 
описывают атомы, находящиеся в i-состоянии в точке 
R. Определим полевой оператор 

( ) ( ) ( ) ( )1/2

,
, ei

i i i i
i i

V aΨ φ Ψ φ−= =∑ ∑ kR
k

k
R r r R r  (21) 

(аналогично для ( ),Ψ+ R r ), который, как можно убе-
диться, учитывая условие полноты 

( ) ( ) ( )*
i i

i
φ φ δ= −′ ′∑ r r r r , 

подчиняется условию коммутации 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,Ψ Ψ δ δ+⎡ ⎤ = − −′ ′ ′ ′⎣ ⎦R r R r R R r r  

(остальные коммутаторы равны нулю). Оператор мно-
гочастичной системы водородоподобных атомов с уче-
том их внутренней структуры, но без учета их взаимо-
действия, принимая во внимание (17), в представлении 
вторичного квантования может быть записан в виде 
[20,21]  

 

( )

( ) ( )

0

2 2

,

, .
2 2

H d d

U r
M m

Ψ

Δ Δ Ψ

+= ×

⎡ ⎤
× − − + − ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

R r

R r R r

d E R r  (22) 

Здесь учтено взаимодействие атома с электрическим 
полем в дипольном приближении. Подставляя в (22) 
полевой оператор (21) и учитывая уравнение (18), при-
ходим к следующей форме гамильтониана невзаимо-
действующих атомов: 
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( ) ( )

( ) ( )

2

0

,

2

,

i i
i

i ii i
i i

H d
M

d

νΨ Δ ε Ψ

Ψ Ψ

+

+
′ ′

′

⎡ ⎤
= − + −⎢ ⎥
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− ⋅

∑∫

∑∫

RR R R

E R R d R  (23) 

где  
 ( ) ( )ii i ie d φ φ∗

′ ′= − ∫d r r r r  (24) 

— матричный элемент оператора дипольного момента 
атома.  

Оператор взаимодействия атомов в представлении 
вторичного квантования в данном случае имеет вид 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
, ,

2
, ; , , , ,

IH d d d d

U

Ψ Ψ

Ψ Ψ

+ += ×′ ′ ′ ′

× ′ ′ ′ ′

∫ R R r r R r R r

R r R r R r R r  (25) 

где ( ), ; ,U ′ ′R r R r  — потенциал взаимодействия атома, 
центр масс которого находится в точке R, а его элек-
трон имеет координату r, с другим атомом с соответ-
ствующими координатами ,′ ′R r . Отметим, что выпол-
нено условие симметрии ( ) ( ), ; , , ; , .U U=′ ′ ′ ′R r R r R r R r  

Учитывая (21), этот оператор может быть выражен че-
рез полевые операторы (20): 

 
{ }

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2 3 4 3 4

1
2

, ,

I i i
i

i i i i i i

H d d

U

Ψ Ψ

Ψ Ψ

+ += ×′ ′

× ′ ′

∑ ∫ R R R R

R R R R  (26) 

где матричный элемент взаимодействия 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 2 3 4

,

, ; , .

i i i i

i i i i

U

d d Uφ φ φ φ∗ ∗

=′

= ′ ′ ′ ′ ′∫
R R

r r r r R r R r r r  (27) 

Эти матричные элементы удовлетворяют следующим 
очевидным условиям симметрии: 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 4 21 4 3

4 3 21 3 41 2

, ,

, , .

i i i i i i i i

i i i i i i i i

U U

U U∗ ∗

= =′ ′

= =′ ′

R R R R

R R R R  (28) 

Таким образом, полный гамильтониан многочастичной 
системы бозе-частиц в представлении вторичного 
квантования может быть представлен в виде 

 ____________________________________________________  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

1 2 3 4 3 41 2

2

,2

1 , ,
2

n

i i i ii i
i i i

i i i i i ii i
i

H d d
M

d d U

νΨ Δ ε μ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

+ +
′ ′

′

+ +

⎡ ⎤
= − + − − ⋅ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ′ ′ ′ ′

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

RR R R E R R d R

R R R R R R R R

 (29) 
где введено слагаемое с химическим потенциалом μ , который находится из условия равенства среднего числа 
частиц заданному значению. Принимая во внимание вид гамильтониана (29), находим уравнения движения для 
полевого оператора в гейзенберговском представлении  

 

( ) ( ) ( )

{ }
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 31

2,
, ,

2

, , , , .
n

i
i ii i

i

i i i i i ii
i

t
i t t

t M

d U t t t

ν
Ψ

Δ ε μ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ

′ ′
′

+

⎛ ⎞∂
= − − + − ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

+ ′ ′ ′ ′

∑

∑ ∫

R
R

R E d R

R R R R R R  (30) 

 _______________________________________________ 

Эти уравнения являются обобщением операторного 
уравнения (3) на случай частиц с внутренней структу-
рой. Оператор полного числа атомов ii

N NΣ=  равен 
сумме операторов числа атомов, находящихся в со-
стоянии i: 
 ( ) ( )i i iN d Ψ Ψ+= ∫ R R R . (31) 

Оператор вектора диэлектрической поляризации (ди-
польного момента единицы объема) определяется вы-
ражением 

 ( ) ( ) ( )
,

ii i i
i i

Ψ Ψ+
′ ′

′
= ∑P R d R R . (32) 

Следует обратить внимание на важное для дальнейше-
го обстоятельство, что в определение оператора (32) 
входят не только диагональные элементы оператора 
дипольного момента атома ( )i i= ′ , но и недиагональ-
ные элементы ( )i i≠ ′ . 

Так же, как было сделано выше для случая бес-
структурных частиц, введем когерентные состояния, 
определив унитарный оператор 

 , e i ii i
i

V V V β β+−= =∏ , (33) 

где 

 

( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, , ,

i i i

i i i

d t t

d t t

β χ Ψ

β χ Ψ

∗

+ +

=

=

∫
∫

R R R

R R R
 (34) 

а индекс i  соответствует атому, электрон которого 
находится в состоянии с волновой функцией ( )iφ r . В 
данном случае ( ),i tχ R  — комплексная функция, нор-
мированная условием 2| ( , ) |i id t Nχ =∫ R R , где iN  — 
среднее число атомов в i-м состоянии. Операторы (34) 
подчиняются условию коммутации [ , ]i i iNβ β+ =  (ос-
тальные коммутаторы равны нулю). Оператор iV  осу-
ществляет сдвиг полевых операторов на функцию  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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Ψ Ψ χ

+

+ + + ∗

= +

= +

R R R

R R R
 (35) 

Усредняя последние соотношения по вакуумному со-
стоянию, такому что | 0 0iΨ 〉 = , находим 

 
( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, , ,

i i i i

i i i i

t t

t t

χ χ Ψ χ

χ χ Ψ χ∗ +

=

=

R R

R R
 (36) 

где волновая функция, по которой усредняются поле-
вые операторы, имеет вид 

 0 e 0i ii iV β βχ
+ −= = . (37) 

Действуя на функцию (37) оператором уничтожения, 
находим 

 ( ) ( ), ,i i i it tΨ χ χ χ=R R . (38) 

Как видим, волновая функция (37) является собствен-
ной функцией оператора уничтожения, а следователь-
но, когерентным состоянием. Полное когерентное со-
стояние всей системы, очевидно, имеет вид 

 0 0 e 0i ii
i i

V V β βχ
+ −= = =∏ ∏  (39) 

и является собственной функцией оператора ( ),i tΨ R  
при произвольном i. 

Таким образом, функции ( ) ( ), , ,i it tχ χ∗R R , входя-
щие в определение оператора iV , совпадают со сред-
ними от полевых операторов ( , ), ( , )i it tΨ Ψ+R R  по ко-
герентному состоянию (39) и, так же как для случая 
бесструктурных частиц (15), удовлетворяют уравне-
нию 

 
( ) ( ),

0 , , 0i
i

t
i t V HV

t
χ

Ψ +∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂
R

R . (40) 

Из (40) следует система уравнений для атомов бозе-
эйнштейновского конденсата, находящихся в различ-
ных возбужденных состояниях: 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3

2,
, ,

2

, , , , .
n

i
i ii i

i

i i i i i i i
i

t
i t t

t M

d U t t t

ν
χ

Δ ε μ χ χ

χ χ χ

′ ′
′

∗

⎛ ⎞∂
= − − + − ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

+ ′ ′ ′ ′

∑

∑∫

R
R

R E d R

R R R R R R

  (41) 
Если, как и в случае бесструктурных частиц, рассмат-
ривать состояния, в которых макроскопическая вол-
новая функция ( ),i tχ R  существенно меняется только 
на расстояниях, превосходящих радиус действия меж-
частичного потенциала 0r , то (41) может быть записа-
на как система нелинейных дифференциальных урав-
нений 

( ) ( ) ( )
2,

, ,
2

i
i ii i

i

t
i t t

t M ν
χ

Δ ε μ χ χR
R

R E d R′ ′
′

⎛ ⎞∂
= − − + − ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑

 ( ) ( ) ( )
{ }

1 2 3 1 2 3
, , , ,

n
i i i i i i i

i
g t t tχ χ χR R R∗+∑  (42) 

где постоянные взаимодействия 

 ( )1 2 3 4 1 2 3 4i i i i i i i ig d U= −′ ′∫ R R R  (43) 

в силу соотношений (28) удовлетворяют условиям 
симметрии 

 
1 2 3 4 2 1 4 3 4 3 2 1 3 4 1 2i i i i i i i i i i i i i i i ig g g g∗ ∗= = = . (44) 

Мы предполагали, что потенциал взаимодействия в (41) 
зависит от разности координат ( )1 2 3 4

,i i i iU =′R R
 ( )1 2 3 4i i i iU= − ′R R .  

Уравнения (42) описывают бездиссипативные обра-
тимые процессы в многочастичной системе. В силу 
этого они должны быть инвариантны относительно 
операции обращения времени. В квантовой механике 
это означает, что если функции ( ),i tχ R  являются ре-
шениями (42), то и функции ( ) ( )*, ,T

i it tχ χ= −R R  так-
же должны быть решениями этих уравнений [22]. Дан-
ное условие будет выполнено, если постоянные 
взаимодействия в (42) вещественны, так что 

1 2 3 4 1 2 3 4i i i i i i i ig g∗= . 
Система уравнений (42) обобщает уравнение ГП (6) 

на случай бозе-эйнштейновского конденсата водородо-
подобных атомов с учетом их электронных степеней 
свободы. Формально эта система содержит столько же 
уравнений, сколько имеется в атоме электронных со-
стояний. Однако из физических соображений очевидно, 
что в конденсате большинство атомов будут находиться 
в основном состоянии, а вероятность находиться атому 
в более высоком состоянии будет тем меньше, чем боль-
ше энергия уровня. Поэтому в системе уравнений (42) в 
действительности достаточно учесть лишь небольшое 
число низколежащих уровней. 

Отметим также, что если атомы обладают диполь-
ным моментом, то между ними действуют дальнодей-
ствующие диполь-дипольные силы (см. Приложение 1, 
формула (П1.3)). При этом могут проявляться эффек-
ты, обусловленные конечностью радиуса межчастич-
ного взаимодействия, для описания которых следует 
использовать уравнение в нелокальной форме (41) 
[23,24]. В настоящей работе такими эффектами будем 
пренебрегать и пользоваться уравнениями в локальной 
форме (42).  

В стационарном пространственно-однородном рав-
новесном случае уравнения (42) принимают вид 

 ( )
{ }

1 2 3 1 2 30 0 0 0 0 0
n

i ii i ii i i i i i
i i

gνμ ε χ χ χ χ χ′ ′
′

∗− − ⋅ + =∑ ∑E d .  

  
(45)
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Умножая уравнения (45) на 0iχ∗  и суммируя по всем 
уровням, приходим к выражению, определяющему 
химический потенциал: 

 
{ }

1 2 3 4 1 2 3 4

2
0 0 0 0

,

0 0 0 0 ,
n

i ii i i
i i i

i i i i i i i i
i

n

g

νμ ε χ χ χ

χ χ χ χ

′ ′
′

∗= − ⋅ +

∗ ∗+

∑ ∑

∑

E d

 (46) 

где полная равновесная плотность числа атомов 

 0 0i
i

n n= ∑ , (47) 

а 2
0 0i in χ=  — равновесная средняя плотность числа 

атомов, находящихся в состоянии i. Уравнения (45), 
(46) совместно с условием (47) позволяют выразить 
равновесные значения конденсатных волновых функ-
ций 0iχ  и химический потенциал через постоянные 
взаимодействия и полную плотность числа частиц. Из 
гамильтониана (29) с учетом выражения (39) для вол-
новой функции следует формула для равновесного 
термодинамического потенциала 

 

( )

{ }
1 2 3 4 1 2 3 4

2
0 0 0

0 0 0 0
1 .
2

n

i ii i i
i i

i i i i i i i i
i

V

g

ν
Ω ε μ χ χ χ

χ χ χ χ

′ ′
∗= − − ⋅ +

∗ ∗+

∑ ∑

∑

E d

 (48) 

Принимая во внимание соотношение pVΩ = − , из (48) 
можно получить давление p  газа атомов в конденсате 
с учетом влияния их внутренней структуры. Для тер-
модинамической устойчивости системы должно вы-
полняться неравенство 0p > . Полная энергия 
E NΩ μ= +  определяется соотношением 

 
{ }

1 2 3 4 1 2 3 4

2
0 0 0

0 0 0 0
1 .
2

n

i ii i i
i i

i i i i i i i i
i

E
V

g

νε χ χ χ

χ χ χ χ

′ ′
∗= − ⋅ +

∗ ∗+

∑ ∑

∑

E d

 (49) 

Вектор диэлектрической поляризации газа, находящего-
ся в конденсатном состоянии, находится путем усред-
нения оператора (32) по когерентному состоянию (39): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

.ii i i ii i i
i i i i

χ Ψ Ψ χ χ χ+
′ ′ ′ ′

′ ′

∗= =∑ ∑P R d R R d R R

  (50) 

Вторые слагаемые в правой части формул (48), (49) 
описывают вклад взаимодействия поляризации систе-
мы с электрическим полем.  

Из формулы (50) следует, что вектор поляризации 
газа атомов, находящихся в когерентном состоянии, 
определяется не только диагональными элементами 
оператора дипольного момента атома, но и его недиа-
гональными элементами. Это означает, что даже если 

атомы не обладают собственным дипольным момен-
том в основном и возбужденных состояниях, то в коге-
рентном состоянии, даже в условиях равновесия, газ 
может быть спонтанно поляризован и обладать макро-
скопическим дипольным моментом за счет недиаго-
нальных элементов оператора дипольного момента 
атома. Подчеркнем, что такая возможность возникает 
именно потому, что волновая функция когерентного 
состояния не является собственной функцией операто-
ра числа частиц. В этом случае многочастичная сис-
тема находится в состоянии со спонтанно нарушенной 
фазовой симметрией и вследствие этого обладает 
сверхтекучими свойствами. Если бы, как это имеет 
место в нормальном состоянии многочастичной систе-
мы, ее волновая функция была бы собственной функ-
цией оператора числа частиц, то макроскопический 
дипольный момент определялся бы только диагональ-
ными элементами оператора дипольного момента и 
был равен нулю в газе атомов, не имеющих дипольно-
го момента в стационарных состояниях. Заметим, что 
недиагональные элементы оператора дипольного мо-
мента отличны от нуля только в том случае, если со-
стояния i  и i′  имеют различную пространственную 
четность, т.е. их волновые функции по-разному преоб-
разуются при замене → −r r. Поскольку четность вол-
новой функции электрона определяется величиной его 
орбитального момента ( )1 lP = −  [18], при четных l  
состояние электрона четное, при нечетных l  — нечет-
ное.  

Из уравнений (42) следуют уравнения непрерывно-
сти для парциальных плотностей  

 divi
i i i

n
J

t
∂

+ = ⋅ +
∂

j E u , (51) 

где ( ) 2,i in tχ= R  — плотность числа атомов в со-
стоянии i , а 

 ( )2i i i i i
i
M

χ χ χ χ∗ ∗= ∇ − ∇j  (52) 

— плотность потока атомов, находящихся в этом со-
стоянии. Полное число атомов в данном состоянии, 
очевидно, не сохраняется в силу наличия источников в 
правой части (51): 

 ( )i ii i i ii i i
i

i χ χ χ χ∗ ∗ ∗
′ ′ ′ ′

′
= −∑u d d , (53) 

 
{ }

( )1 2 3 1 2 3 2 3 1
n

i ii i i i i i i i i i i
i

iJ g χ χ χ χ χ χ χ χ∗ ∗ ∗∗= − −∑ . (54) 

Отсутствие сохранения числа атомов в i-состоянии 
связано как с влиянием электрического поля, так и 
межатомным взаимодействием. Поскольку 0ii

Σ u =  и 
0ii

JΣ = , естественно, выполняется закон сохранения 
полного числа частиц, так что  
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 div 0n
t

∂
+ =

∂
j , (55) 

где 0ii
Σj j= =  — полная плотность потока числа ато-

мов. Из (50) и уравнений (42) следует уравнение, опре-
деляющее динамику вектора поляризации 

 
P

f
t R

αβα
α

β

π∂∂
+ =

∂ ∂
, (56) 

где  

 ( ) ( )
,2 ii i i i i

i i

i
Mαβ β βα

π χ χ χ χ∗ ∗
′ ′ ′

′
= ∇ − ∇∑ d  (57) 

— плотность потока вектора поляризации. Вектор по-
ляризации не является сохраняющейся величиной, в 
силу чего уравнение (56) содержит в правой части ис-
точник поляризации 

 

( )

( ) ( )

( )
{ }

1 2 3 1 2 3 2 3 1

,

, ,

,

ii i i
i i

ii i i i i i i i i
i i i

ii i i i i i i i i i i i i
i

i

i

i g

ν νε ε χ χ

χ χ χ χ

χ χ χ χ χ χ χ χ

∗
′ ′ ′

′

∗ ∗
′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′

′ ′′

∗ ∗ ∗ ∗
′ ′ ′

= − − −

⎡ ⎤− ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦

− −

∑

∑

∑

f d

d E d E d

d  (58) 

который отличен от нуля из-за вклада недиагональных 
элементов оператора дипольного момента атома и об-
ращается в нуль в равновесном состоянии.  

Как отмечалось, в полученных выше уравнениях 
достаточно учесть небольшое число уровней с наи-
меньшими энергиями. Более детально рассмотрим 
простейший случай, когда учитываются только два 
электронных уровня — основной и первый возбужден-
ный. 

4. Когерентное состояние системы двухуровневых 
атомов 

Рассмотрим газ водородоподобных атомов, единст-
венный электрон которых может занимать только два 
энергетических уровня. Низшему уровню с энергией 

0ε  отвечает состояние с орбитальным моментом 0l =  
и главным квантовым числом 1n = , а верхнему уровню 
с энергией 1 0ε ε>  — состояние с 1l =  и 2n = . Индекс 
главного квантового числа будем в дальнейшем опус-
кать. Верхний уровень трехкратно вырожден по маг-
нитному квантовому числу 0, 1m = ± . Матричные эле-
менты взаимодействия в данном случае имеют вид 

 
( )

1 2 3 4 1 4 2 3

1 2 3 4

1
1 2 1 2

1 3 1 3

1 4 1 4

00,00,00,00 0

1 ,1 ,1 ,1 1

1 ,00,00,00 00,1 ,1 ,1

1 ,1 ,00,00 1 ,

1 ,00,1 ,00 1

1 ,00,00,1 2

,

,

0,

1 ,

,

.

m m m m m m m m

m m m m

m
m m m m

m m m m

m m m m

g g

g g

g g

g f

g f

g f

δ δ

δ

δ

δ

−

≡

≡

= =

= −

=

=

 (59) 

Здесь постоянные 0 1 2, ,g g f  положительны, а 1f  мо-
жет иметь произвольный знак. Остальные матричные 
элементы находятся из (59) и условий симметрии (44). 
Вывод формул (59) приведен в Приложении 1. 

С учетом (59) уравнения движения (42) для пара-
метров порядка ( )0 00 , tχ χ= R  и ( )1 1 ,m m tχ χ= R  в 
двухуровневой системе принимают вид 

  
( ) ( )

2
0

0 0

2
00,1 1 0 0 0

2
1 0 1 1 1 2 0 1

2

1 ,

m m
m
m

m m m
m m

i
t M

g

f f f

χ
Δ ε μ χ

χ χ χ

χ χ χ χ χ

′ ′
′
′∗

−′ ′ ′
′ ′

⎛ ⎞∂
= − − + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

− ⋅ + +

+ − + +

∑

∑ ∑

R

E d

 (60) 

 ( ) ( )

2
1

1 1

2
1 ,00 0 1 1 1

22
1 1 0 1 2 0 1

2

1 .

m
m

m m m
m

m
m m

i
t M

g

f f f

χ
Δ ε μ χ

χ χ χ

χ χ χ χ

R

E d ′
′

∗
−

⎛ ⎞∂
= − − + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

− ⋅ + +

+ − + +

∑

 (61) 

Выражения для матричных элементов оператора ди-
польного момента приведены в Приложении 2. По-
скольку рассматривается случай, когда волновые 
функции электрона с энергиями 0ε  и 1ε  имеют опре-
деленную четность, диагональные матричные элемен-
ты оператора дипольного момента в данном случае 
равны нулю, а отличны от нуля только недиагональные 
элементы.  

Рассмотрим равновесное состояние системы в от-
сутствие внешнего электрического поля. Выразим 
комплексные параметры порядка через их модули и 
фазы: 0

0 0e ,iϕχ ρ=  1
1 1 e .mi
m m

ϕχ ρ=  В отсутствие 
внешнего поля система изотропна и, следовательно, 
вклад в полную плотность частиц с различными m  
должен быть одинаков. Поэтому будем полагать 

11 1 1 10ρ ρ ρ−= = . Из анализа уравнений (60), (61) следу-
ет, что для фаз в равновесном состоянии должно вы-
полняться условие ( )10 11 1 1exp 2 1i ϕ ϕ ϕ −− − = − . С уче-
том этих замечаний получаем следующие уравнения, 
определяющие равновесное состояние: 

( ) 0 102 ( )
0 0 0 0 1 2 1 1 1e 0ig n f f n f n ϕ ϕρ ε μ − −⎡ ⎤− + + + + =⎣ ⎦ , (62) 
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( ) 0 102 ( )
11 1 1 1 1 2 0 1 0e 0ig n f f n f n ϕ ϕρ ε μ −⎡ ⎤− + + + + =⎣ ⎦ , (63) 

где 2
0 0n ρ=  — средняя плотность атомов с электроном 

на нижнем уровне, 2
1 1

0, 1
m

m
n ρ

= ±
= ∑  — средняя плот-

ность атомов с электроном на верхнем уровне. Выра-
жение для полной энергии системы имеет вид 

( ){ }
0 0 1 1

2 2
0 0 1 1 0 1 1 2 1 0 10

1 2 cos2 .
2

E n n
V

g n g n n n f f f

ε ε

ϕ ϕ

= + +

⎡ ⎤+ + + + + −⎣ ⎦ (64) 

Рассмотрим решение, когда отличны от нуля плот-
ности числа частиц как на нижнем, так и на верхнем 
уровнях. В этом случае уравнения (62), (63) могут быть 
записаны в виде 

0 0 0 1 1 0 1 10, 0 ,g n f n f n g nε μ ε μ− + + = − + + =  (65) 

 ( )0 10sin 2 0ϕ ϕ− = , (66) 

где 2
2 1 0 102 cos ( )f f f ϕ ϕ= + − . Как следует из (66), 

для равновесной разности фаз должны выполняться 
условия 0 10sin ( ) 0ϕ ϕ− =  или 0 10cos ( ) 0ϕ ϕ− = . Реа-
лизовываться будет тот случай, которому отвечает 
меньшая энергия. В случае 1 0f <  энергия будет иметь 
минимальное значение при 2

0 10cos ( ) 1ϕ ϕ− = . Следо-
вательно, для равновесного значения разности фаз 
можно принять либо 0 10ϕ ϕ= , либо 0 10ϕ ϕ π= + , при 
этом 2 12f f f= + . В случае 1 0f >  минимальное зна-
чение энергии достигается при 0 10cos ( ) 0ϕ ϕ− = , так 
что 0 10 2ϕ ϕ π= +  либо 0 10 3 2ϕ ϕ π= + . При этом 

2f f= . Из формулы для энергии (64) очевиден смысл 
постоянных взаимодействия: 0g  описывает взаимо-
действие атомов, электрон которых находится на ниж-
нем уровне, 1g  — на верхнем, а f  — взаимодействие 
атомов, электроны которых находятся на разных уров-
нях. Из уравнений (65) и условия 0 1n n n+ = , где n  — 
равновесная полная плотность числа частиц, находится 
химический потенциал 

 ( ) ( )1 2
0 1 0 1

1
2

g g g f n g gμ ε Δε− ⎡ ⎤= + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
, (67) 

где 1 0Δε ε ε= − , ( )0 1 2ε ε ε= + , 0 1 2g g g f= + − . Плот-
ности числа частиц на нижнем и верхнем уровнях оп-
ределяются соотношениями 

1 1
0 0 1 0[( ) ], [( ) ]n g g f n n g g f nΔε Δε− −= − + = − − . (68) 

Полная энергия (64) как функция постоянных взаимо-
действия и полной плотности в данном случае имеет 
вид 

( ) ( ) ( )22 2
0 1 0 1

1
2

E n g g f n g g n
V g

ε Δε Δε⎡ ⎤= + − + − −⎣ ⎦ , (69) 

а давление определяется формулой 

 
( ) ( )2 2 2

0 1

2

g g f nEp n
V g

Δε
μ

+ −
= − = . (70) 

Очевидно, что выполнены термодинамические соотно-
шения E Nμ = ∂ ∂  и p E V= −∂ ∂ . Одним из условий 
устойчивости системы является положительность квад-
рата скорости звука 

 
( )2

0 12 1 g g f npC
M n g M

−∂
= =

∂
. (71) 

Последнее условие выполнено, если справедливо нера-
венство 2

0 1 0g g f− > , поскольку при этом также все-
гда 0g > . Приведенные неравенства обеспечивают и 
положительность давления. Кроме того, как следует из 
формул (68), данное решение с заселенностями нижне-
го и верхнего уровней возможно при выполнении не-
равенства  

 0g f
n

Δε− > . (72) 

Как видим, возможность существования состояния с 
одновременно заселенными нижним и верхним уров-
нями определяется соотношением между величиной 
межчастичного взаимодействия, разностью энергий 
уровней и плотностью числа частиц газа. При слабом 
взаимодействии, малой плотности и достаточно боль-
шом расстоянии между уровнями такие состояния ока-
зываются невозможными.  

Согласно (50) и с учетом вида матричных элементов 
оператора дипольного момента (Приложение 2), при 

1 0f <  и 0 10ϕ ϕ=  газ в равновесном состоянии обла-
дает отличным от нуля вектором поляризации 

0 0P=P n, где n  — единичный вектор,  

1
0 0 1 0 12 2P d n n dng g f g f

n n
Δε Δε− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

   (73) 

— модуль вектора поляризации, а параметр d  выража-
ется через интеграл от радиальных частей волновых 
функций электрона на нижнем и верхнем уровнях: 

( ) ( )3
0 1

03
e

d drr R r R r
∞

= ∫ . 

Если в качестве волновых функций взять функции 
атома водорода /3/2

0 ( ) 2( ) e Br a
BR r a −−=  и 1( )R r =

 /21 3/2(2 6) ( ) e Br a
Ba −− −= , то 0,75 Bd e a= , где Ba  — 

боровский радиус. Из (73) следует, что на один атом 
приходится средняя величина дипольного момента 

 1
0 12d dg g f g f

n n
Δε Δε− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (74) 

Отметим, что d  возрастает с увеличением плотности 
газа.  
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Таким образом, атомарный газ в когерентном состо-
янии может быть спонтанно поляризован в отсутствие 
внешнего электрического поля. В этом случае он явля-
ется пироэлектриком с вектором индукции 0 04π=D P . 
Однако здесь природа пироэлектричества иная, чем в 
кристаллах, где появление вектора 0D  допускается в 
силу существования направления, которое остается 
неизменным при всех преобразованиях симметрии 
кристалла [25]. Так как в газе энергия в отсутствие по-
ля не зависит от ориентации вектора 0P , то возникно-
вение собственной поляризации обусловлено спонтан-
ным нарушением симметрии относительно поворотов 
в координатном пространстве. Пространственное рас-
пределение вектора поляризации будет определяться 
внешними полями и граничными условиями. Так, внут-
ри плоского конденсатора, в силу граничного условия 
для вектора электрической индукции, вектор поляри-
зации, очевидно, должен быть направлен перпендику-
лярно его пластинам. Симметрийная ситуация в спон-
танно поляризованном газе аналогична той, что, 
например, имеет место в сверхтекучих фазах 3Не [26] 
или в жидких кристаллах [27]. Так, в А-фазе сверхте-
кучего 3Не параметр порядка характеризуется орби-
тальным и магнитным векторами, появление которых 
обусловлено спонтанным нарушением симметрии от-
носительно поворотов в орбитальном и спиновом про-
странствах. 

При 1 0f >  и разности фаз 0 10 2ϕ ϕ π− =  рав-
новесная поляризация газа в состоянии с одновремен-
но заселенными нижним и верхним уровнями равна 
нулю. Зависимость дипольного момента системы от 
разности фаз легко продемонстрировать на примере 
одного двухуровневого атома. Пусть состояние элек-
трона  в атоме характеризуется волновой функцией 

1 21 2e 1 e 2i ic cϕ ϕφ = + , где волновые функции уров-
ней 1 , 2  имеют разную четность и, так же как коэф-
фициенты 1 2,c c , вещественны. Тогда матричный эле-
мент, определяющий z-компоненту дипольного момен-
та 1 2 1 22 1 2 cos ( )z c c zφ φ ϕ ϕ= − , при 1 2 2ϕ ϕ π− =  
обращается в нуль, даже при отличном от нуля недиа-
гональном элементе 1 2z .  

Помимо решения (68), описывающего состояние с 
заселенными одновременно нижним и верхним уров-
нями, система уравнений (62), (63) всегда имеет реше-
ния, описывающие состояния, в которых у всех атомов 
занят только один уровень. В состоянии 0 1, 0n n n= = , 
в котором все электроны в атомах находятся на ниж-
нем уровне, 0 0g nμ ε= + , а полная энергия имеет вид 

 
2

0 0
0 2

E g n
n

V
ε= +  . (75) 

В инверсном состоянии 0 10,n n n= = , в котором все 
электроны в атомах находятся на верхнем уровне, 

1 1g nμ ε= + , а полная энергия  

 
2

1 1
1 2

E g n
n

V
ε= +  . (76) 

Сравнивая энергии (69), (75) и (76), нетрудно убедить-
ся, что если параметры системы таковы, что существу-
ет решение (68) с одновременно заселенными уровня-
ми, то его энергия всегда меньше энергии состояний с 
одним заселенным уровнем. Если же условие (72) не 
выполнено и состояние с одновременно заселенными 
уровнями невозможно, то для определения устойчиво-
го решения следует сравнить энергии состояний с од-
ним заселенным уровнем. Сравнивая энергии (75) и 
(76), находим, что если выполнено условие 

 1 0
2g g

n
Δε> − , (77) 

то стабильным оказывается состояние системы атомов 
с электронами на нижнем уровне. В противоположном 
(77) случае  

 1 0
2g g

n
Δε< −  (78) 

оказывается энергетически выгодным инверсное со-
стояние, в котором электроны занимают верхний уро-
вень. Возможность существования стабильной систе-
мы атомов в конденсате с частично или полностью 
заполненными верхними уровнями, очевидно, связана 
с тем, что атом входит в состав коллектива взаимодей-
ствующих частиц, и стабильность электронной струк-
туры атома определяется не минимумом энергии от-
дельного атома, а минимумом энергии системы в 
целом, с учетом энергии межатомного взаимодействия. 

Рассмотрим на примере системы двухуровневых 
атомов более подробно природу спонтанной поляриза-
ции в когерентном состоянии. Будем для простоты 
считать, что на верхнем уровне электроны имеют еди-
ную проекцию орбитального момента m. Волновую 
функцию конденсата двухуровневых атомов, как и в 
случае бесструктурных частиц (16), можно записать в 
виде 

 
/2

0 1, e e 0N N
m

αχ χ
+−= , (79) 

где N  — среднее число частиц системы, а 

 0 0 1 1mc cα β β+ + += + , (80) 
где  

 ( ) ( )i i idβ χ Ψ+ += ∫ R R R  (81) 

при ( )0 0i l= = =  является оператором рождения ато-
ма в основном состоянии с волновой функцией 

( ) ( )0 0 0Nχ χ=R R , а при ( )1, 1i l m m= = =  — опе-
ратором рождения атома в возбужденном состоянии с 
волновой функцией ( ) ( )1 1 1m m Nχ χ=R R . Поскольку 
в (80) n nc N N=  ( 0, 1n= ), то операторы ,α α+  под-
чиняются коммутационному соотношению [ , ] 1α α+ =  
(остальные коммутаторы равны нулю). Их следует ин-
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терпретировать как операторы рождения и уничтоже-
ния атома, находящегося в состоянии, которое пред-
ставляет собой суперпозицию основного и возбужден-
ного состояний. Такой атом с вероятностью 

2
0 0 0| |w c N N= =  находится в основном состоянии, а 

с вероятностью 2
1 1 1| |w c N N= =  — в возбужденном. 

Хотя средняя энергия одного атома в таком состоянии 
больше энергии атома, находящегося в основном со-
стоянии, но, как было показано выше, полная энергия 
многочастичной системы с учетом энергии межатом-
ного взаимодействия, при выполнении определенных 
условий, может оказаться меньше, чем энергия много-
частичной системы взаимодействующих атомов в ос-
новном состоянии. Если это так, то, естественно, ато-
мы с электроном в состоянии суперпозиции волновых 
функций нижнего и верхнего уровней не могут излу-
чать, поскольку в данном случае всякое изменение 
электронной структуры приведет к увеличению полной 
энергии системы. Если дипольный момент атома в ос-
новном и возбужденном состояниях отсутствует, то в 
состоянии, порождаемом оператором (80), при проти-
воположных четностях основного и возбужденного 
состояний, распределение электронного заряда уже не 
является симметричным и атом может приобрести от-
личный от нуля средний дипольный момент.  

Следует подчеркнуть, что наличие в когерентной 
многочастичной системе некоторого числа атомов с 
электроном на нижнем уровне и некоторого — на 
верхнем уровне вовсе не означает присутствия в бозе-
эйнштейновском конденсате атомов в различных со-
стояниях. Состояния атомов в конденсате совершенно 
одинаковы, но их волновая функция такова, что элек-
трон в каждом из атомов с некоторой вероятностью 
может находиться либо на нижнем, либо на верхнем 
уровне.  

В заключение данного раздела приведем некоторые 
оценки для реальных систем. Постоянные взаимодей-
ствия атомов в возбужденных и различных электрон-
ных состояниях неизвестны, и при оценках будем по-
лагать, что они имеют тот же порядок, что и посто-
янные взаимодействия атомов в основном состоянии. 
Взаимодействие частиц в газах обычно характеризуют 
длиной рассеяния a, которая связана с постоянной 
взаимодействия g  соотношением 24a gM π= . Через 
длину рассеяния условие существования спонтанной 
поляризации (72) может быть записано в виде a L> , 
где ( ) 2

0 4a g f M π= − , а 24L M nΔε π=  — пара-
метр размерности длины. В конденсатах газов щелоч-
ных металлов плотности числа частиц достигают зна-
чений 1510n ≈  см–3, а длины рассеяния имеют порядок 
нескольких десятков или сотен ангстрем [28]. Для 
оценки L  примем 10Δε = эВ и 2310M −= г. Тогда по-
лучим значение параметра 410L ≈  см, что на много 
порядков превосходит длину рассеяния. Таким обра-
зом, в конденсатах атомарных газов при указанных 

параметрах спонтанно поляризованное состояние ока-
зывается невозможным. Для реализации спонтанно 
поляризованного состояния следует многократно уве-
личить плотность числа частиц системы и иметь как 
можно меньшее расщепление уровней.  

Для сверхтекучего гелия, как будет обсуждено ни-
же, предлагаемый подход непосредственно неприме-
ним. Тем не менее если для оценки взять плотность 
числа частиц близкую к плотности в жидком гелии 

222, 2 10n ≈ ⋅  см–3, то 44 10L −≈ ⋅  см. Хотя и в этом 
случае условие существования спонтанной поляриза-
ции (72) все еще не выполняется, но величина пара-
метра L  значительно ближе к длине рассеяния, усред-
ненное значение которой по данным работы [29] 
составляет 6

He 0,7 10a −≈ ⋅  см. Учитывая приближения, 
которые были сделаны при формулировке рассмотрен-
ной модели, в частности, описание межатомного взаи-
модействия с помощью одного параметра, а также су-
щественное отличие структуры когерентной системы 
сверхтекучего гелия от рассмотренной выше, приве-
денная оценка не исключает возможность существова-
ния спонтанной поляризации в сверхтекучем гелии.  

Представляет интерес обсудить возможность суще-
ствования равновесного инверсного состояния. Через 
длины рассеяния условие (78) может быть переписано 
в виде 1 00 2a a L< < − , где 24j ja g M π= , 0, 1j = . 
Это условие довольно жесткое, поскольку может быть 
выполнено, если взаимодействие атомов с электроном 
на нижнем уровне сильное, так что длина рассеяния 
более чем в два раза превосходит параметр 

24L M nΔε π= , а взаимодействие атомов с электро-
ном на верхнем уровне слабое. По-видимому, такие 
условия трудновыполнимы, хотя принципиальный за-
прет на существование когерентного конденсата с ато-
мами в инверсном состоянии отсутствует. 

5. Малые колебания в когерентной системе 
двухуровневых атомов 

В динамических уравнениях, как и в равновесном 
случае, в силу изотропии системы в отсутствие внеш-
него поля, будем полагать, что число частиц на верх-
нем уровне с различными m одинаково 11 1 1 10ρ ρ ρ−= = , 
а фазы связаны соотношением 11 1 1 10 2ϕ ϕ ϕ π−= = + . 
Вводя определение сверхтекучих скоростей для атомов 
с электронами на нижнем 0 0 Mϕv = ∇  и верхнем 1 =v   

11 Mϕ= ∇  уровнях, а также разность фаз 0 10ψ ϕ ϕ= − , 
получим систему уравнений следующего вида: 

 10
0 0 1 0 1div ( ) 2 sin 2

n
n f n n

t
ψ−∂

+ = −
∂

v , (82) 

 11
1 1 1 0 1div ( ) 2 sin 2

n
n f n n

t
ψ−∂

+ =
∂

v , (83) 

 ( )
2 2
1 0

1 0
( )

2
M

t
ψ

μ μ Δε
−∂

= − + +
∂

v v
, (84) 
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 ( )0
0 0 0t

μ
∂

+ ∇ = −∇
∂
v

v v , (85) 

 ( )1
1 1 1t

μ
∂

+ ∇ = −∇
∂
v

v v , (86) 

где эффективные химические потенциалы определены 
выражениями 

( )

( )

2
2 0

0 0 0 2 1 1
0 0

2
2 1

1 1 1 2 1 0
1 1

2 cos ,
4

2 cos .
4

n
M g n f f n

M n n

n
M g n f f n

M n n

μ ψ

μ ψ

⎛ ⎞∇
= + + − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞∇
= + + − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠

(87) 

Эти уравнения определяют три скалярные величины 
(плотности числа атомов с электронами на нижнем 0n  
и верхнем 1n  уровнях, разность фаз ψ ) и две вектор-
ные величины (сверхтекучие скорости 0v  и 1v ). Пред-
полагается, что внешнее электрическое поле отсутст-
вует, поэтому в уравнения (82)–(86) не включено 
взаимодействие электрического поля с поляризацией 
(см. уравнения (60), (61)). Учет взаимодействия поля-
ризации с собственным электрическим полем даст ма-
лые поправки к полученным ниже результатам, квад-
ратичные по величине дипольного момента.  

Рассмотрим малые колебания в системе двухуров-
невых атомов, описываемых системой уравнений 
(82)–(87). В дальнейшем равновесные величины будем 
записывать с индексом нуль в скобках вверху, а флук-
туационные части величин — со штрихом. Вначале 
рассмотрим случай, когда отлична от нуля равновесная 
заселенность как нижнего, так и верхнего уровней. 
Представим плотности числа частиц и разность фаз в 
виде суммы равновесных частей и малых возмущений 

( )0
0 00n n n= + ′ , ( )0

1 11n n n= + ′ , ( )0ψ ψ ψ= + ′  и линеари-
зуем систему уравнений (82)–(87). Сверхтекучие ско-
рости могут быть исключены из уравнений (82), (83) с 
помощью уравнений (85), (86). В результате получаем 
систему линеаризованных уравнений 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 010

0 10 0 12 4 cos 2
n

n f n n
tt

ψΔμ ψ−∂ ′ ∂ ′− = −′
∂∂

, (88) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 011

1 11 0 12 4 cos 2
n

n f n n
tt

ψ
Δμ ψ−∂ ′ ∂ ′

− =′
∂∂

, (89) 

 ( )1 0M
t

ψ μ μ∂ ′ = −′ ′
∂

, (90) 

где флуктуации эффективных химических потенциа-
лов имеют вид 

( )

( )

2

0 0 0 1 00
0

2

1 1 1 0 10
1

,
4

.
4

M g n f n n
Mn

M g n f n n
Mn

μ Δ

μ Δ

= + −′ ′ ′ ′

= + −′ ′ ′ ′

 

Здесь ( )02
2 12 cosf f f ψ= +  и учтено, что в равнове-

сии, согласно (66), ( )0sin 2 0ψ = . Формулы этого раз-
дела справедливы при произвольном знаке постоянной 

1f , причем если 1 0f < , то 2 12f f f= + , а если 1 0f > , 
то 2f f= . 

Уравнения (88)–(90), в частности, имеют решения, 
описывающие пространственно-однородные колеба-
ния, в которых колеблется разность фаз ψ ′  и плотно-
сти числа атомов с электронами на нижнем и верхнем 
уровнях при постоянной полной плотности, так что 

0 1n n= −′ ′ , а 0 0ignψ ω= ±′ ′ . Квадрат частоты таких 
колебаний определяется формулой 

 ( ) ( )0 02 2
0 1 0 14 f gn nω −= , (91) 

где 0 1 2g g g f= + − . Пространственно-однородные ко-
лебания являются когерентными колебаниями вероят-
ностей нахождения электрона в атоме на каждом из 
уровней и сопровождаются колебаниями поляризации. 
Флуктуация поляризации связана с флуктуацией числа 
частиц на нижнем уровне соотношениями: 

 
( ) ( )

(0) (0)
0 1

0 10 0
0 1

(0) (0)
0 1

0 1
0

( )
а) (при 0) ,

2
б)  (при 0).

n n
P d n f

n n

dg n n
P i n f

ω

−
= − <′ ′

= − >′ ′

 (92) 

Такие колебания можно наблюдать в конденсаторе. 
Здесь имеются две крайние ситуации. Пусть вначале 
пластины конденсатора соединены проводником. То-
гда они имеют одинаковый потенциал, и напряжен-
ность поля внутри конденсатора равна нулю. Посколь-
ку вектор индукции D, напряженность поля E и вектор 
поляризации связаны соотношением 4π= +D E P, то в 
данном случае колебания поляризации сопровождают-
ся колебанием вектора индукции 4π=′ ′D P . В силу 
граничных условий [25] колебания индукции связаны с 
колебанием плотности поверхностного заряда на пла-
стинах конденсатора 4D πσ=′ ′, так что в проводнике, 
соединяющем пластины конденсатора, будет течь пе-
ременный ток с частотой колебаний поляризации. В 
другом случае, когда пластины конденсатора разомк-
нуты и плотность поверхностного заряда на пластинах 
фиксирована, оказывается постоянным вектор индук-
ции и, следовательно, колебание поляризации сопро-
вождается колебанием напряженности поля в конден-
саторе 4π= −′ ′E P  и разности потенциалов между 
обкладками конденсатора. В общем случае амплитуда 
колебаний напряженности существенно зависит от 
величины сопротивления в цепи. 

Оценим частоту 0ω  в (91). Квадрат этой частоты 
удобно представить в виде 2 2

0 0ω γ ω= , где отношение 
произведения парциальных плотностей к квадрату 
полной плотности (0) (0) (0) 2

0 1 /( )n n nγ =  может меняться 
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от нуля до 0,25, а квадрат частоты 
2 2 (0) 2
0 14 ( )f g nω −=  определяется только постоян-

ными взаимодействия и полной плотностью. Полагаем 
1g f≈ , так что (0)

0 gnω ≈ . Для конденсата атомов 
щелочных металлов (0) 1510n ≈ см–3, а при длине рас-
сеяния 610a −= см и массе атома 2310M −= г находим 

5
0 /2 10ω π ≈ Гц. Для параметров близких к параметрам 

жидкого гелия ( )0 222, 2 10n ≈ ⋅ см–3, 246,65 10M −= ⋅ г и 
610a −= см частота 12

0 /2 3 10ω π ≈ ⋅ Гц. Если предпо-
ложить, что 1 210 –10γ − −≈ , то частота 0ω  (91) нахо-
дится в области СВЧ диапазона. Обратим внимание, 
что резонансное поглощение электромагнитного излу-
чения на СВЧ было недавно обнаружено в сверхтеку-
чем гелии [30].  

Для волн малой амплитуды из системы уравнений 
(88)–(90) следует дисперсионное уравнение 

 ( )4 2
0 1 0 1 0 1 0A A A A B Bω ω− + + − = , (93) 

где 

2 2 4
(0) (0) (0) (0)2

0 1 0 0 10 1 0 1 24 ( ) ( ) ,
4

k kA f n n g f g n f n
M M

−= − + + +

( )
2

(0) (0) (0)2
0 1 0 10 1 14 ( ) ,kB f n n g f f f n

M
−=− − + −  

k  — волновое число. Выражения для 1 1,A B  получа-
ются из приведенных формул для 0 0,A B  с помощью 
замен 0 1g g→ , (0) (0)

0 1n n↔ . Биквадратное уравнение 
(93) имеет два решение, одно из которых при малых k  
имеет вид  

( ) ( )
2

2 2(0) (0)2 2 (0)
0 0 1 10 1

kg f n g f n g f n
gM

ω ω+
⎡ ⎤= + − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 
  (94) 

и описывает возмущения, в законе дисперсии которых 
имеется щель, определяемая формулой (91). В этом 
случае амплитуды колебаний сверхтекучих скоростей 
связаны с колебаниями плотности числа атомов в ос-
новном состоянии соотношениями 

 0 1
0 0 1 0

0 0

( ) ( )
,

g f g f
n n

M Mω ω
− −

= =′ ′v k v k . (95) 

Второе решение при малых k  описывает звуковые 
колебания 

 
2 (0) 2

2 0 1( )g g f n k
gM

ω−
−

= . (96) 

Скорость этих звуковых колебаний  

2 (0)
0 1( ) /C g g f n gM= −  

была получена выше (формула (71)) другим способом 
как корень из производной давления по плотности. В 
звуковой волне амплитуды колебаний плотностей числа 

частиц на нижнем и верхнем уровнях связаны с ампли-
тудой колебания полной плотности соотношениями 

 0 1
1 0

g gn n n
g f g f

= =′ ′ ′
− −

, (97) 

а амплитуда колебания разности фаз 

 0 1
(0) (0)
1 0

4
g f g fi k n

MCg n n
ψ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= ± −′ ′
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (98) 

стремится к нулю при уменьшении k. В этом пределе 
амплитуды колебаний сверхтекучих скоростей одина-
ковы: 

 0 1 (0)
nC

n
υ υ

′
= = . (99) 

Распространение длинноволновых звуковых волн так-
же сопровождается колебаниями поляризации, кото-
рые связаны с колебаниями полной плотности соотно-
шениями 

( ) ( )(0) (0)
0 10 1

1(0) (0)
0 1

(при 0) ,
g f n g f n

P d n f
g n n

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦= <′ ′  (100) 

(0) (0)
0 10 1

1(0) (0)
0 1

( ) ( )
(при 0).

2

g f n g f nd kP i n f
gMC n n

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦= >′ ′  

(101)

 

Таким образом, распространение малых возмущений в 
конденсате атомов, состояние электронов которых 
представляет собой суперпозицию состояний нижнего 
и верхнего уровней, сопровождается колебанием поля-
ризации как на высоких, так и на низких частотах. Од-
нако если при наличии спонтанной поляризации (слу-
чай 1 0f < ) связь между колебаниями плотности и 
поляризации в звуковой волне не зависит от длины 
волны (формула (100)), то в случае отсутствия спон-
танной поляризации ( 1 0f > , формула (101)) амплитуда 
колебаний поляризации уменьшается с увеличением 
длины волны. При больших k обе ветви, определяемые 
дисперсионным уравнением (93), переходят в закон 
дисперсии свободных атомов.  

Пусть теперь условие (72) не выполнено и существо-
вание атомов с суперпозицией электронных состояний 
нижнего и верхнего уровней невозможно. Рассмотрим 
распространение малых колебаний системы двухуров-
невых атомов, электроны которых находятся в основ-
ном состоянии на нижнем уровне. При этом, согласно 
(72) и (77), выполнены условия (0)

0( )n g f Δε− <  и 
(0)

1 0 2 /g g nΔε> − . Выбирая равновесную макроско-
пическую волновую функцию 00χ  вещественной и ли-
неаризуя уравнения (61) относительно равновесного 
состояния (0) (0)2 (0)

000 1, 0,n n nχ= = =  получаем динами-
ческие уравнения для макроскопической волновой 
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функции 11 1 1χ χ −=′ ′  атомов с электронами на верхнем 
уровне 

( )
2

(0) (0)11
1 11 1 11 1 2 11.

2
i f n f f n

t M
χ

Δ ε μ χ χ χ∗⎛ ⎞∂ ′
= − − + − + +′ ′ ′⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

  (102) 

Для 10χ′  уравнение отличается от (102) знаком перед 
вторым членом в правой части. Оба уравнения при-
водят к одинаковому закону дисперсии. В рассмат-
риваемом случае в равновесии электроны в атомах 
находятся на нижнем уровне, но в динамике, при рас-
пространении малых возмущений, они когерентно со-
вершают переходы между уровнями. Иными словами, 
электроны в неравновесных условиях некоторое время 
«живут» на верхнем уровне и вероятность пребывания 
электрона на верхнем уровне периодически меняется 
во времени. При решении уравнения (102) удобно от 
комплексной функции 11χ  перейти к двум веществен-
ным функциям ( )

11 1111χ χ χ+ ∗= +′ ′  и ( )
11 1111 ( )iχ χ χ− ∗= −′ ′ . 

Полагая ( ) ( )
11 11 exp ( )i tχ χ ω+ −∝ ∝ −kr , из (102) находим 

закон дисперсии распространения малых колебаний  

( ) ( )
22 2 2 2

02 2 2 2
0 0 1 22 ,

2 2
k kg f f n
M M

ω ω Δε
⎛ ⎞⎡ ⎤= + − − − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

  (103) 

где частота пространственно-однородных колебаний 
определена соотношением 

   2 2 (0) (0)
0 0 2 0( ) ( )g f n g f nω Δε Δε⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , (104) 

причем 1 22f f f= + . Правая часть в (104) положитель-
на вследствие приведенных выше условий существо-
вания рассматриваемого равновесного состояния. При 
больших k  закон дисперсии (103) переходит в закон 
дисперсии свободных частиц. Распространение таких 
колебаний сопровождается колебанием поляризации: 

 ( )(0)
( ) ( )
11 102

3
nP d χ χ− += − −′ . (105) 

Если плотность числа частиц мала, как в атомарных 
конденсатах, и 0g f Δε− << , то, согласно (104), коле-
бания происходят с частотой, определяемой расстоя-
нием между уровнями. Характерное расстояние между 
основным и возбужденным уровнями 10Δε ≈  эВ, что 
соответствует оптическим частотам. В этом случае при 
распространении света в такой среде должны наблю-
даться резонансные эффекты, следствием которых, 
возможно, является сильное уменьшение групповой 
скорости света, которое наблюдалось в [4]. Разумеется, 
этот вопрос нуждается в детальном изучении в рамках 
предложенного подхода. С увеличением плотности час-
тота 0ω  смещается в область более низких частот.  

Помимо высокочастотных колебаний с законом 
дисперсии (103) в данном случае могут распростра-
няться и низкочастотные звуковые возмущения с бого-
любовским законом дисперсии 

 
2 2 2 2

2 2 (0)
02

2 2
k k g n
M M

ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (106) 

В этом случае переходы электронов на верхний уро-
вень отсутствуют и также отсутствуют осцилляции 
поляризации. Отметим, что осцилляции поляризации 
должны, как известно [32], сопровождаться дипольным 
излучением, интенсивность которого пропорциональна 

2 4ω≈P . На низких частотах интенсивность такого 
излучения мала. Более подробно в данной работе этот 
вопрос не рассматривается.  

Подводя итоги данного раздела, отметим следую-
щее. Если система двухуровневых атомов находится в 
равновесном состоянии с отличной от нуля заселенно-
стью как верхнего, так и нижнего уровня, то высоко-
частотные (91) и низкочастотные (96) малые осцилля-
ции сопровождаются колебаниями поляризации (92), 
(100), (101). При наличии спонтанной поляризации 
амплитуда колебаний поляризации в звуковой волне не 
зависит от длины волны (100), а в отсутствие спонтан-
ной поляризации уменьшается с увеличением длины 
волны (101). Если же в атомах в равновесии заселен 
только один уровень, то низкочастотные колебания 
(106) не сопровождаются колебаниями поляризации, а 
осцилляции поляризации возникают только при высо-
кочастотных колебаниях (103).  

Обнаружение низкочастотных колебаний напряже-
ния в сверхтекучем гелии при распространении второ-
го звука [5], в предположении, что описанная выше 
картина качественно справедлива и для гелия, говорит 
в пользу того, что сверхтекучий гелий может быть 
спонтанно поляризован в равновесном состоянии. Если 
это окажется так, то сверхтекучий гелий является ани-
зотропной жидкостью (но со слабой анизотропией), в 
которой нарушена не только фазовая симметрия, но и 
симметрия относительно поворотов в координатном 
пространстве, аналогичной сверхтекучему 3Не [26] или 
жидким кристаллам [27]. 

6. Заключение 

В работе изучены возможности возникновения в 
равновесии и в динамике дипольного момента в газе 
водородоподобных атомов, находящихся в состоянии 
когерентного бозе-эйнштейновского конденсата. Су-
щественно, что отдельные такие атомы, за исключени-
ем водорода, в основном и возбужденных состояниях 
не имеют дипольного момента. Атом водорода имеет 
собственный дипольный момент в возбужденных со-
стояниях вследствие так называемого «случайного» 
вырождения. Наличие такого вырождения проявляется 
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в существовании в атомах водорода линейного эффек-
та Штарка [18]. Однако в данной работе «случайное» 
вырождение уровней не учитывается, поэтому ее ре-
зультаты применимы к водородоподобным атомам, но 
не к водороду.  

Для изучения поляризационных свойств газа уравне-
ние Гросса–Питаевского обобщено с учетом электрон-
ных степеней свободы атомов. Показано, что волновая 
функция многочастичной системы, находящейся в кон-
денсатном состоянии, имеет вид глауберовского коге-
рентного состояния (39). Из обобщенных уравнений ГП 
(42) следует, что состояние электрона в атоме, который 
входит в состав когерентного конденсата, вследствие 
взаимодействия с другими атомами может отличаться 
от электронного состояния в свободном атоме. В много-
атомной системе с нарушенной фазовой симметрией, 
когда волновая функция такой системы не является соб-
ственной функцией оператора числа частиц, равновес-
ный вектор поляризации системы (50) определяется не 
только диагональными матричными элементами опера-
тора дипольного момента атома, но и его недиагональ-
ными элементами, которые отличны от нуля для со-
стояний с различной пространственной четностью. 
Вследствие этого при достаточно сильном межатомном 
взаимодействии и высокой плотности система может 
приобретать равновесную спонтанную поляризацию. 
Однако оценки для атомарных конденсатов показывают, 
что по причине низкой плотности их состояние далеко 
от состояния со спонтанной поляризацией. 

На примере двухуровневой системы атомов показа-
но, что при наличии отличного от нуля недиагонально-
го элемента оператора дипольного момента и доста-
точно высокой плотности волновая функция электрона 
в атоме бозе-эйнштейновского конденсата является 
суперпозицией состояний нижнего и верхнего уровней. 
Это означает, что с некоторой вероятностью электрон 
в атоме может находиться как на нижнем, так и на 
верхнем уровне, а в конденсате в среднем имеется ко-
нечное число атомов с электронами на различных 
уровнях. Помимо этого всегда возможны равновесные 
состояния, когда в атомах заполнен один, либо нижний 
(основное состояние), либо верхний (инверсное со-
стояние) уровень. Если параметры системы допускают 
все три возможных состояния, то реализуется состоя-
ние с конечной заселенностью обоих уровней, по-
скольку ему отвечает меньшая энергия. Для существо-
вания равновесного инверсного состояния атомов в 
когерентном конденсате должно быть выполнено же-
сткое условие (78), которое может быть реализовано 
только при интенсивном взаимодействии атомов в ос-
новном состоянии и слабом — в инверсном. 

Распространение малых возмущений на равновес-
ном фоне с конечной заселенностью обоих уровней 
сопровождается осцилляциями поляризации (92), 
(100), (101), которые возникают вследствие когерент-

ных переходов электронов между уровнями. При этом 
возможны два типа возмущений: звуковые с законом дис-
персии (96) и высокочастотные (94) со щелью в спектре 
(91). Имеется также два типа малых возмущений, рас-
пространяющихся на равновесном фоне с заселенно-
стью только одного уровня. В этом случае длинновол-
новые возмущения характеризуются боголюбовским 
законом дисперсии (106), и их распространение не со-
провождается колебаниями поляризации. Однако вы-
сокочастотные колебания (103) со щелью в спектре 
(104) и в этом случае сопровождаются осцилляциями 
поляризации (105). 

Обсудим возможность применения полученных ре-
зультатов к анализу электрических эффектов в сверх-
текучем гелии. Непосредственно формулы данной ра-
боты не могут быть применены к сверхтекучему гелию 
по ряду причин. Во-первых, в отличие от рассмотрен-
ных водородоподобных атомов в атоме гелия следует 
учитывать два электрона и взаимодействие между ни-
ми. Во-вторых, что более существенно, атомы при ну-
ле температур находятся преимущественно в одночас-
тичном конденсате только в системах с малой 
плотностью, таких как конденсаты атомарных газов 
[1–3]. В системах с большой плотностью, сравнимой с 
плотностью числа частиц в жидком гелии, одночас-
тичного конденсата сравнительно мало, по-видимому, 
не более 10% [33]. Остальные частицы при нуле тем-
ператур находятся в состоянии так называемого парно-
го конденсата, который проявляется в существовании 
аномальных средних вида ΨΨ , не сводящихся к 
произведению Ψ Ψ . В силу этого когерентное со-
стояние в плотных бозе-системах, в частности, в жид-
ком гелии, имеет более сложную структуру, чем при 
наличии только одночастичного бозе-эйнштейновского 
конденсата [14]. Тем не менее естественно предпола-
гать, что физическая природа электрической активно-
сти сверхтекучего гелия та же, что рассмотренная в 
данной статье природа электрической активности ато-
марных газов. Вероятно, она связана с существованием 
в равновесном состоянии сверхтекучего гелия отлич-
ной от нуля спонтанной поляризации, а следовательно, 
как показано в работе, распространение в его коге-
рентной подсистеме длинноволновых возмущений 
должно сопровождаться колебаниями поляризации. 
Причины, по которым колебания напряжения наблю-
даются только в волне второго звука и отсутствуют в 
волне первого звука [5], нуждаются в отдельном ис-
следовании. Можно, однако, предположить, что это 
вызвано тем, что возмущение когерентной подсистемы 
сверхтекучего гелия оказывается более сильным в вол-
не второго звука, где колеблется температура, чем в 
волне первого звука, где колеблются давление и плот-
ность. Следует также обратить внимание на то, что, 
как в атомарных газах имеются характерные частоты 
(91) и (104), так и в сверхтекучем гелии есть характер-



Поляризационные свойства атомарного газа в когерентном состоянии 

Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2011, т. 37, № 12 1255 

ная частота, близкая к ротонной, на которой наблюда-
лось поглощение СВЧ излучения [30]. Интересно, что 
оценка частоты по формуле (91) при параметрах, близ-
ких к параметрам жидкого гелия, и правдоподобном 
предположении о степени заселенности уровней дает, 
что она лежит в области СВЧ диапазона.  

Работа выполнена при частичной финансовой под-
держке Украинского научно-технологического центра 
(проект № 12-5211/10).  

Приложение 1. Постоянные взаимодействия 
в уравнении Гросса–Питаевского 

Постоянные взаимодействия, входящие в обобщен-
ное уравнение ГП (42), определяются соотношением 
(43), которое с учетом (27) представимо в виде 

1 2 3 4 1 2 3 4, , , * *( ) ( ) ( , ) ( ) ( )i i i i i i i ig d d φ φ υ φ φ= ′ ′ ′ ′∫ r r r r r r r r , (П1.1) 

где ( ) ( ), ; ,d Uυ =′ ′′ ′′ ′∫r r R R r r , а потенциал ( ; , )U ≡′′ ′R r r  
( ; , )U≡ − ′ ′R R r r , входящий в гамильтониан (25), опи-

сывает взаимодействия атома, центр масс которого 
находится в точке R, а его электрон имеет координату 
r, с другим атомом с соответствующими координатами 

,′ ′R r . Для кулоновского взаимодействия 

1 1 1 1( ; , )U
R

= + − −′
+ − + −′ ′

R r r
R r r R r R r

. (П1.2) 

В общем случае этот потенциал можно записать, вы-
делив дальнодействующую часть диполь-дипольного 
взаимодействия, в виде 

2
2

5
( ) 3( )( )( ; , ) ( ; , ) RU U e

R
⋅ − ⋅ ⋅′ ′= +′ ′

r r r R r RR r r R r r , (П1.3) 

где ( ); ,U ′R r r  — короткодействующая часть потен-
циала взаимодействия, быстро убывающая с расстоя-
нием. Вклад второго слагаемого в (П1.3) следует учи-
тывать на расстояниях BR a> , где Ba  — «размер» 
атома, в качестве которого можно выбрать боровский 
радиус. 

Разлагая ( , )υ ′r r  по полиномам Лежандра 
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где r=n r , ( , )Ω θ ϕ≡ , и принимая во внимание вид вол-
новых функций электронов ( ) ( ) ( ) ( ),i nlm nl lmR r Yφ φ Ω≡ =r r  
приходим к следующему виду постоянных взаимодей-
ствия: 
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где 1 1
2 2
l m
l m lmC  — коэффициенты Клебша–Гордана [31], а 

1 2 3 4

1 4 2 3

( )
, , ,

2 2 ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

l

l

b

drdr r r b r r R r R r R r R r

ν ν ν ν

ν ν ν ν

=

= ′ ′ ′ ′ ′∫∫  (П1.6) 

Здесь индекс ( ),n lν ≡  обозначает главное n  и азиму-
тальное l  квантовые числа. Выполнены очевидные 
условия симметрии 

1 2 3 4 4 2 3 1 1 3 2 4 4 3 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , , , , , , , ,
l l l lb b b bν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν= = = . (П1.7) 

При расчете следует принимать во внимание соот-
ношения для коэффициентов Клебша-Гордана: 

 3 31 1 4 4 2 2
4 4 2 2 1 1 3 3
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l ml m l m l m
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  (П1.10) 

Из (П1.5) следуют выражения для постоянных взаи-
модействия в двухуровневой системе (индекс главного 
квантового числа опускаем): 
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Таким образом, постоянные взаимодействия в (59) 
следующим образом выражаются через коэффициенты 
разложения (П1.4): 
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Приложение 2. Матричные элементы оператора 
дипольного момента 

Согласно определению (24), 

 ( ) ( )
,

, * ,

ii nlm n l m

nl n l lm l m

nlm n l m

e J d Y YΩ Ω Ω

′ ′ ′ ′
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= ≡ =′ ′ ′

= − ∫

d d d

n  (П2.1) 

где  

 ( ) ( )3
,nl n l nl n lJ drr R r R r′ ′ ′ ′≡ ∫ . (П2.2) 

Выполнены условия симметрии 

 *nlm n l m n l m nlm=′ ′ ′ ′ ′ ′d d , (П2.3) 

   ( ) *1 , ,m mnlm n l m n l m nl m+ ′= − − −′ ′ ′ ′ ′ ′d d . (П2.4) 

Для системы с двумя уровнями 0l =  и 1l =  (индекс n  
опускаем) матричные элементы имеют вид 

00 10 0, 00 11 00 1 1
2x x x

dd d d= = − = , (П2.5) 

00 10 0, 00 11 00 1 1
2y y y

dd d d i= = − = , (П2.6) 

00 10 , 00 11 00 1 1 0z y yd d d d= − = − = , (П2.7) 

где 3d e J= , ( ) ( )3
0 1J drr R r R r≡ ∫ .  
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Polarization properties of atomic gas in a coherent 
state 

Yu.M. Poluektov 

A possibility of polarization of the gas of hydro-
gen-like atoms at zero temperature in the Bose–
Einstein condensate is studied in equilibrium and non-
equilibrium conditions. The Gross–Pitaevskii equation 
is generalized for gas of atoms with consideration of 
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their electronic structure. It is shown that the wave 
function of the system of interacting Bose particles in 
a single-particle condensate at zero temperature looks 
like the Glauber coherent state. With the help of the 
generalized Gross–Pitaevskii equation the polarization 
properties of atomic gas in the Bose–Einstein conden-
sation state are investigated. It is shown that the elec-
tron stationary states in atoms of gas in a coherent 
state differ from stationary states of electrons in free 
atoms. Because of this the superfluid system can be 
spontaneously polarized, even if the free atoms in sta-
tionary states have no intrinsic electric dipole moment. 
The polarization properties of a system of double-level 
hydrogen-like atoms in the Bose–Einstein condensate 
are studied more comprehensively. The propagation 

both of sound and high frequency small disturbances 
in the coherent system of polarized atoms is accompa-
nied by oscillations of polarization. The applicability 
of the developed idea to the analysis of electrical phe-
nomena in superfluid helium is discussed.  

PACS: 67.85.Jk Other Bose–Einstein condensation 
phenomena; 
67.10.–j Quantum fluids: general properties; 
67.85.–d Ultracold gases, trapped gases; 
67.25.D– Superfluid phase 4He. 

Keywords: coherent state, Gross–Pitaevskii equation, 
electrical dipole moment, polarization, double-level 
system.

 


