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Методом Монте-Карло исследованы фазовые переходы в двумерной ферромагнитной модели Поттса 
с числом состояний спина q = 3 на треугольной решетке. Рассмотрены системы с линейными размерами 
L = 20–120. Используя метод кумулянтов Биндера четвертого порядка, показано, что в двумерной фер-
ромагнитной модели Поттса наблюдается фазовый переход второго рода. На основе теории конечно-
размерного скейлинга рассчитаны статические критические индексы теплоемкости α, восприимчиво-
сти γ, намагниченности β и индекса радиуса корреляции ν. 

Методом Монте-Карло досліджено фазові переходи в двовимірній феромагнітній моделі Поттса з чи-
слом станів спіна q = 3 на трикутній гратці. Розглянуто системи з лінійними розмірами L = 20–120. Ви-
користовуючи метод кумулянтів Біндера четвертого порядку, показано, що в двовимірній феромагнітній 
моделі Поттса спостерігається фазовий перехід другого роду. На основі теорії кінцево-розмірного скей-
лінга розраховано статичні критичні індекси теплоємності α, сприйнятливості γ, намагніченості β та ін-
дексу радіуса кореляції ν. 

PACS: 75.40.Cx Статические свойства (параметр порядка, статическая восприимчивость, теплоемкость, 
критические индексы и т.д.); 
75.40.Mg Численное моделирование. 

Ключевые слова: модель Поттса, фазовый переход, критические явления. 
 

 
Введение 

Современная теория фазовых переходов (ФП) и кри-
тических явлений (КЯ) в основном базируется на иде-
ях, заложенных в гипотезе скейлинга, универсальности 
и в теории ренормализационной группы [1,2]. Несмот-
ря на серьезные результаты, полученные при исследо-
вании ФП и КЯ в трехмерных спиновых системах, 
низкоразмерные системы все еще остаются слабоизу-
ченными. В частности, много вопросов вызывают кри-
тические свойства двумерных спиновых решеточных 
систем, описываемых моделями Поттса. Отметим, что 
успехи, достигнутые в последние годы при изучении 
ФП и КЯ в спиновых системах, во многом связаны с 
применением методов вычислительной физики [3,4]. 

В настоящей работе методом Монте-Карло (МК) 
исследованы фазовые переходы и термодинамические 

свойства двумерной ферромагнитной модели Поттса с 
числом состояний спина q = 3 на треугольной решетке. 

Интерес к этой модели обусловлен тем, что модель 
Поттса служит основой теоретического описания широ-
кого ряда разнообразных объектов и явлений в физике 
конденсированных сред. К их числу относятся сложные 
анизотропные ферромагнетики кубической структуры, 
многокомпонентные сплавы, жидкие смеси и различ-
ные адсорбированные пленки. В частности, адсорбция 
инертных газов на адсорбентах типа графита может 
описываться моделями решеточного газа Поттса. Такие 
физически адсорбированные пленки дают эксперимен-
тальную реализацию ФП в двумерных системах [5,6]. 

Несмотря на интенсивные теоретические исследо-
вания двумерных спиновых решеточных систем, опи-
сываемых моделями Поттса в течение последних три-
дцати лет, к настоящему времени существует совсем 
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немного надежно установленных фактов. Известно, 
что в чистой модели Поттса с состоянием q > qc(d), 
где d — размерность системы, наблюдается ФП пер-
вого рода, а ФП второго рода в случае q<qc(d) [5,7]. 
Для двумерной модели Поттса величина qc(d = 2) = 4 
[7], в то время как для трехмерной модели qc(d = 3) = 
= 2,45 [8]. Причем для qc(d = 2) = 4 наблюдается ФП 
второго рода, а для qc(d = 3) = 2,45 — слабовыражен-
ный ФП первого рода. 

Приведем формулировку двумерной модели Поттса 
с числом состояний спина q = 3 на треугольной ре-
шетке. 

При построении такой модели необходимо иметь в 
виду следующие особенности. 

1. В узлах двумерной треугольной решетки распо-
ложены спины Si, которые могут находиться в одном 
из q ≥ 2 состояний. 

2. Энергия связи между двумя узлами равна нулю, 
если они находятся в разных состояниях (безразлич-
но, в каких именно), и равна J , если взаимодейст-
вующие узлы находятся в одинаковых состояниях (не 
имеет значения, в каких именно). 

С учетом этих особенностей микроскопический га-
мильтониан такой системы может быть представлен в 
виде [6] 
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Кластерные алгоритмы метода МК [9,10] хорошо 
зарекомендовали себя при изучении критических явле-
ний в различных системах и моделях [11,12]. Критиче-
ские параметры, рассчитанные на основе данных, ко-
торые получены с помощью кластерных алгоритмов, 
обладают высокой точностью и надежностью [11]. Из 
всех вариантов кластерных алгоритмов метода МК 
наиболее эффективным на сегодняшний день, по-види-
мому, является алгоритм Вольфа [9]. Этот алгоритм был 
использован нами для исследования двумерной ферро-
магнитной модели Поттса на треугольной решетке. Бо-
лее подробные сведения о реализации алгоритма Воль-
фа даны нами в следующих работах [4,13–16]. 

Исследованы системы с линейными размерами 
L×L×L = N, L = 20–120. Начальные конфигурации зада-
вали таким образом, чтобы все спины были в одина-
ковом состоянии. Для вывода системы в равновес-
ное состояние вычисляли время релаксации 0τ  для 
всех систем с линейными размерами L. Затем усредне-
ние проводили по участку марковской цепи длиной 

0150 .τ = τ  Кроме того, для повышения точности расче-
тов усредняли по 10-ти различным начальным конфи-
гурациям. 

Для наблюдения за температурным ходом поведе-
ния теплоемкости и восприимчивости использовали 
флуктуационные соотношения [17]: 

 ( )2 2 2( )C NK U U= 〈 〉 − 〈 〉 , (2) 

 ( )2 2( )NK m mχ = 〈 〉 − 〈 〉 , (3) 

где K = ⎜J⎜/kBT, N = L3 — число магнитных узлов, U —
внутренняя энергия, m — намагниченность, угловые 
скобки означают термодинамическое усреднение. В 
качестве намагниченности для ферромагнитной моде-
ли Поттса использовали следующее выражение [18]: 
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где { }1 2 3, ,N N N Nα = , Nα — число спинов в состоя-
нии с q = α. N = L3. 

На рис. 1 представлены характерные зависимости 
теплоемкости C от температуры T для двумерной фер-
ромагнитной модели Поттса с числом состояний спина 
q = 3 для систем с линейными размерами L = 20; 40; 
60; 80. Здесь и далее на всех рисунках погрешность 
данных не превосходит размеров символов, исполь-
зуемых для обозначения зависимости. Отметим, что в 
температурных зависимостях теплоемкости C для всех 
исследуемых нами систем проявляются четко выра-
женные максимумы, и эти максимумы в пределах по-
грешности приходятся на одну температуру. 

Для анализа характера фазового перехода исполь-
зован метод кумулянтов Биндера четвертого порядка 
[19,20]: 

Рис. 1. Температурная зависимость теплоемкости C для дву-
мерной ферромагнитной модели Поттса на треугольной ре-
шетке. 
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где Е — энергия и т — намагниченность системы с 
линейным размером L. Выражения (5) и (6) позволяют 
определить Тс с большой точностью в фазовых пере-
ходах первого и второго рода соответственно. Следует 
отметить, что применение кумулянтов Биндера позво-
ляет также хорошо тестировать тип фазового перехода 
в системе. Известно, что фазовые переходы первого 
рода характеризуются следующими отличительными 
особенностями [21]: усредненная величина VL(T) стре-
мится к некоторому нетривиальному значению *V  
согласно выражению 

 *( ) dV T V bL−= +  (7) 

при L →∞ и ( )cT T L= , где *V  отлична от 2/3, а ми-
нимальная величина ,min min( )LV T T=  расходится: 

,min min( )LV T T= → −∞  при L →∞ . Кроме того, в слу-
чае ФП второго рода кривые температурной зависимо-
сти кумулянтов Биндера UL(T) имеют четко выражен-
ную точку пересечения. Характерные зависимости 
кумулянтов Биндера UL(T) для двумерной феромаг-
нитной модели Поттса от температуры для систем с 
разными линейными размерами L приведены на рис. 2. 
Как видно на рисунке, в критической области наблю-
дается четко выраженная точка пересечения, что и 
свидетельствует о ФП второго рода. Кроме того, этот 
рисунок демонстрирует, насколько точно можно опре-
делить критическую температуру Тс. На рис. 3 пред-
ставлены температурные зависимости ( )LV T  для дву-
мерной ферромагнитной модели Поттса. Как видно на 

вставке этого рисунка, в критической области ( )LV T  
не стремится к нетривиальному значению *( ),LV T  а стре-
мится к 2/3, что и характерно для ФП второго рода. 

Для всех рассмотренных систем, в которых наблю-
дается ФП второго рода, нами на основе теории ко-
нечноразмерного скейлинга (КРС) рассчитывались ста-
тические критические индексы (КИ) теплоемкости α, 
восприимчивости γ и намагниченности β. Согласно 
этой теории, свободная энергия для достаточно боль-
шой системы с ПГУ при температуре T, близкой к Tc 
бесконечно большой системы, может быть представ-
лена в виде [22] 

 1
0( , ) ( )dF T L L F tL− ν∝ , (8) 

где c ct T T T= − , ( )c cT T L= = ∞  и ν — статический 
критический индекс радиуса корреляции бесконечной 
системы ( ).L = ∞  

Уравнение (8) ведет к аналогичным уравнениям для 
теплоемкости, восприимчивости и спонтанной намаг-
ниченности, приходящихся на один спин 

 ( )1
0( , )C T L L C tLα ν ν∝ , (9) 

 ( )1
0( , )T L L tLγ ν νχ ∝ χ , (10) 

 ( )1
0( , )m T L L m tL−β ν ν∝ , (11) 

где α, γ, β — статические критические индексы для 
системы с L = ∞ , связанные соотношением гипер-
скейлинга: 2 2d−α = ν = β+ γ  [1,23]. 

Кроме того, в настоящее время на основе теории ко-
нечноразмерного скейлинга предложен целый ряд спо-
собов определения критического индекса радиуса кор-
реляции ν [24]. В соответствии с этой теорией в точке 
фазового перехода выполняется соотношение 

Рис. 3. Температурная зависимость энергетических кумулян-
тов Биндера VL(T) для двумерной ферромагнитной модели 
Поттса с q = 3. 
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Рис. 2. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
UL(T) для двумерной ферромагнитной модели Поттса с q = 3.
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 1/
nn VV L gν= , (12) 

где gVn — некоторая постоянная, а в качестве Vn могут 
выступать: 
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где β = 1/T, T — температура. 
Из соотношений (10), (11) следует, что в системе с 

размерами L×L×L при Т = Тc и достаточно больших L 
восприимчивость и намагниченность удовлетворяют 
следующим аналитическим выражениям: 

 /~ L γ νχ , (15) 

 /~m L −β ν . (16) 

Эти соотношения мы использовали для определения 
величин γ и β. Аналогичное выражение для теплоемко-
сти не описывает наблюдаемые на практике результа-
ты, что было продемонстрировано в работах [24,25]. 
Для аппроксимации температурной зависимости теп-
лоемкости от L как правило используются другие вы-
ражения, например [17]: 

 /
max max( ) ( )C L C L АLα ν= = ∞ − , (17) 

где А — некоторый коэффициент. 
Для расчета КИ α, β, γ и ν построены зависимости 

C, m, χ, и Vn от L. Анализ данных, выполненный с ис-
пользованием нелинейного метода наименьших квад-
ратов, позволил определить значения α/ν, β/ν, γ/ν и 
1/ν. Затем с использованием значений ν, полученных в 
рамках данного исследования, определены индексы α, 
β и γ. 

На рис. 4 в двойном логарифмическом масштабе 
представлена характерная зависимость восприимчивости 
от линейных размеров решетки L для двумерной фер-
ромагнитной модели Поттса на треугольной решетке. 

Обратим внимание на то, что данные, полученные 
для восприимчивости, не отклоняются от прямой даже 
при малых значений L. Очевидно, что использованное 

для усреднения количество различных начальных кон-
фигураций и размеры 20L ≥  изучаемых систем позво-
ляют достичь асимптотического критического режима. 
Очень важным моментом является и то, что индекс ν 
вычислялся непосредственно из результатов численно-
го эксперимента в рамках настоящего исследования, 
тогда как во многих других работах этот индекс опре-
делялся из различных скейлинговых соотношений. 

Значения КИ, полученные в результате исследова-
ний, представлены в табл. 1. Приведенные численные 
значения критических индексов для теплоемкости α и 
намагниченности β вполне соответствуют известным 
данным, полученным в работах [5,18,26]. Критический 
индекс для восприимчивости γ для этой модели, по-
видимому, вычислен впервые нами. Заметим, что кри-
тическая температура Tc = 1,5846, определенная в на-
стоящей работе, практически совпадает с точным зна-
чением, полученным Бакстером [5,26] для вершинных 
моделей на треугольной решетке. 

В данной работе с соблюдением единой методики 
исследованы фазовые переходы в двумерной ферро-
магнитной модели Поттса с числом состояний спина 
q = 3 на треугольной решетке. Полученные данные 
свидетельствуют о следующем. 

1. В двумерной ферромагнитной модели Поттса с 
q = 3 на треугольной решетке наблюдается фазовый 
переход второго рода. 

2. Определен полный набор статических критиче-
ских индексов для двумерной ферромагнитной моде-

Рис. 4. Зависимость восприимчивости χ от линейных раз-
меров системы L для двумерной ферромагнитной модели 
Поттса с q = 3 при T = Tc. 

1

7,38906

54,59815

403,42879

20,08554 54,59815 148,41316

L

�
,
п

р
о
и

зв
.
ед

.

Tc = 1,5846

� �/ = 1,70469

Таблица 1. Критические индексы двумерной феромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 3 на треугольной 
решетке, определенные на основе теории конечно-размерного скейлинга 

Критический пара-
метр /B ck T J  1/ν ν α/ν α γ/ν γ β/ν β 

Наши данные 1,5846 1,1723 0,8530 0,3519 0,3002 1,7047 1,4541 0,1245 0,1060 
[18] 1,88503  1,3(2)  0,31(1)    0,10(1) 

[5,26] 1,5849    0,3333    0,1111 



А.К. Муртазаев, А.Б. Бабаев, Г.Я. Атаева 

198 Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2013, т. 39, № 2 

ли Поттса с q = 3 на треугольной решетке и показано, 
что они в пределах погрешности численного экспери-
мента достаточно хорошо согласуются с данными дру-
гих авторов. 
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инновационной России» на 2009–2013 гг. (госконтракт 
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ботки по приоритетным направлениям развития науч-
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Phase transitions in two-dimensional ferromagnetic 
Potts model with q = 3 on a traingular lattice 

A.K. Murtazaev, A.B. Babaev, and G.Y. Ataeva 

Phase transitions in the two-dimensional ferromag-
netic Potts model with a number of spin states q = 3 on 
a triangular lattice are studied by the Monte-Carlo me-
thod. The systems of linear size L = 20–120 are consi-
dered. The method of fourth order Binder cumulants is 
used to show that the second order phase transition can 
be observed in the two-dimensional ferromagnetic 
Potts model. The static critical exponents of heat ca-
pacity α, susceptibility γ, magnetization β and the cor-
relation radius index ν are calculated on the basis of 
the finite-size scaling theory. 

PACS: 75.40.Cx  Static properties (order parameter, 
static susceptibility, heat capacities, critical 
exponents, etc.); 
75.40.Mg Numerical simulation studies. 

Keywords: Potts model, phase transition, critical phe-
nomena.

 


