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Исходя из вариационного принципа получены скобки Пуассона для макроскопических параметров и 
найдены нелинейные уравнения динамики магнитных сред со спином S = 1 для нормальных и вырож-
денных состояний. Введены в рассмотрение два типа обменных магнитных гамильтонианов, соответ-
ствующих двум инвариантам Казимира группы SU(3). Построена термодинамика изучаемых магнитных 
систем и найдены плотности потоков аддитивных интегралов движения в терминах плотности магнитной 
энергии. Введен импульс магнонов в рассматриваемой конденсированной среде и получено для него 
уравнение динамики. Найдены спектры спиновых и квадрупольных волн для магнитных состояний с 
различной симметрией состояния равновесия относительно преобразования обращения времени. 

Виходячи з варіаційного принципу отримано дужки Пуассона для макроскопічних параметрів та 
знайдено нелінійні рівняння динаміки магнітних середовищ зі спіном S = 1 для нормальних і вироджених 
станів. Введено в розгляд два типи обмінних магнітних гамільтоніанiв, що відповідають двом інваріан-
там Казимира групи SU(3). Побудовано термодинаміку магнітних систем, які вивчаються, та знайдено 
щільності потоків адитивних інтегралів руху в термінах щільності магнітної енергії. Введено імпульс 
магнонів в розглянутому конденсованому середовищі та отримано для нього рівняння динаміки. Знайде-
но спектри спінових і квадрупольних хвиль для магнітних станів з різною симетрією стану рівноваги 
щодо перетворення звернення часу. 

PACS: 75.10.–b Общая теория и модели магнитного упорядочения. 

Ключевые слова: магнетики, гамильтонов подход, скобки Пуассона, законы сохранения, уравнение Лан-
дау–Лифшица, спектр спиновых волн. 

 
 

Введение 

В статье рассмотрена динамика магнетиков со спи-
ном 1S = . В отличие от известного уравнения Лиф-
шица [1], которое описывает эволюцию среды только с 
помощью вектора спина и хорошо обосновано для спи-
на 1 / 2 , в более сложных магнитных системах со спи-
ном 1 / 2S >  необходимо расширение набора магнит-
ных степеней свободы. В частности, для нормальных 
магнитных сред со спином 1S =  и гамильтонианом, 
обладающим SU(3) симметрией, требуется в общем слу-
чае задание восьми динамических величин — плотности 
спина и  квадрупольной матрицы. Изучение динамики 
таких магнитных систем осуществлялось в [2–4] и соот-
ветствовало учету только чистых квантовых состояний, 
для которых минимально полный набор динамических 
переменных включал четыре величины. В работе [5] 

развит гамильтонов подход, описывающий нелинейную 
динамику смешанных квантовых состояний для таких 
сред. Свойства равновесия магнетиков со спином 1S =  
рассмотрены в работах [6–11], предсказана возможность 
нематических магнитных состояний, в которых состоя-
ние равновесия инвариантно относительно обращения 
времени. 

Описание вырожденных магнитных состояний при-
водит к необходимости включения дополнительных 
магнитных степеней свободы. Вопросам описания ди-
намики таких магнитных состояний посвящены работы 
[12–16] для магнетиков с SO(3) симметричным гамиль-
тонианом. Вариант построения гамильтоновой меха-
ники магнетиков с полным спонтанным нарушением 
SU(3) симметрии рассмотрен в [5]. 

Симметрия гамильтониана и симметрия состояния 
равновесия имеют решающее значение в установлении 
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набора динамических величин, которые необходимы 
для макроскопически полного задания физического 
состояния среды. Для магнетиков со спином 1S =  мо-
жет быть реализовано несколько возможностей дина-
мического описания различающихся симметрией га-
мильтониана и состояния равновесия. В статье рас-
смотрены два случая. В первом случае (нормальные 
состояния магнетиков), для которых симметрия со-
стояния равновесия (3)SU  и симметрия гамильтониа-
на совпадают. Спин и квадрупольная матрица являют-
ся интегралами движения. В другом рассмотренном 
случае гамильтониан обладает (3)SU  симметрией, а 
состояние равновесия спонтанно нарушено по отноше-
нию к этой симметрии, при этом общее число динами-
ческих величин равно шестнадцати. Наше исследова-
ние основывается на гамильтоновом формализме [17]. 
Исходя из вариационного принципа найдены скобки 
Пуассона (СП) для всего набора параметров характе-
ризующих макроскопически полно состояние локаль-
ного равновесия и получены нелинейные уравнения 
динамики магнитных сред со спином 1S =  для нор-
мальных и вырожденных состояний. Вычислены спек-
тры спиновых и квадрупольных волн, соответствую-
щие нормальным магнитным состояниям, и установлен 
их явный вид, зависящий от свойства инвариантности 
состояния равновесия по отношению к обращению 
времени. 

1. Вариационный принцип и скобки Пуассона 
 в магнетиках со спином S = 1 

Согласно общему подходу механики сплошных сред 
лагранжиан произвольной физической системы предста-
вим в виде kL L H= − ≡ 3 ( , ( )) ( )a ad xF H′φ φ −∫ x x x , где 

( , )Lk φ φ  — кинематическая часть лагранжиана, ( )H φ =  

3 ( , )d xe= φ∫ x  — гамильтониан системы. Плотность 

энергии среды ( )( ), 'e φx x  и величины ( , ( ))Fa ′φx x  — 
определенные функционалы динамических переменных 

( )aφ x . Из принципа стационарного действия следуют 

уравнения динамики для величин ( )aφ x  [17]: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )3 1' '; { , }

'a ab a
b

H
d x J H− δ φ

φ = φ = φ φ
δφ∫x x,x x

x
.(1) 

Входящая в это уравнение матрица ( )';abJ φx,x  опре-
деляется равенством 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

', ,
'; b a

ab
a b

F F
J

δ φ δ φ
φ ≡ −

δφ δφ
x x

x, x
x x'

, (2) 

в терминах которой скобки Пуассона для величин 
( )aφ x  имеют вид 

 ( )1{ ( ), ( ')} ';a b abJ −φ φ = φx x x, x . (3) 

Для произвольных функционалов ( ), ( )A Bφ φ  введем 
скобки Пуассона соотношением 

 3 3{ , } { ( ), ( ')}
( ) ( )a b

A BA B d x d x
a b

δ δ′≡ φ φ
′δφ δφ∫ ∫ x x

x x
. (4) 

Учитывая определения (1)–(4), видим, что эти скобки 
антисимметричны относительно перестановки ,a b↔

'↔x x  и удовлетворяют тождествам Лейбница и Якоби. 
Конечные преобразования 

( ) ( )a a′φ → φ =x x ( )( , ' ),aφ φx x  

оставляющие инвариантной кинематическую часть 
действия 

 ( ) ( ) ( ) ( )3, ; ', 'k a a kL d xF Lφ φ = φ φ = φ φ =∫ x x   

 ( ) ( )3 ; ' 'aa
d xF= φ φ∫ x x ,  

будут каноническими, если выполняется соотношение 
( ) ( ) ( ) ( )3'; ; ' ' / .b a a bF d xFφ = φ δφ δφ∫x x x x'  В случае бес-

конечно малых преобразований ( )aφ →x ( )a′φ =x
( )a= φ x ( ; ( ))a ′+ δφ φx x отсюда следует равенство 

( ) { ( ), },a a Gδφ = φx x 3( ) ( , ) ( )G d xFa aφ ≡ φ δφ∫ x x , (5) 

где ( )G φ  — генератор бесконечно малых канониче-
ских преобразований. Формулировка гамильтонова 
подхода для описания неравновесных процессов в 
магнетиках предполагает выбор определенного набора 
динамических переменных, для которых вводится пу-
ассонова структура. В изучаемых магнитных системах 
мы исходим из выражения для кинематической части 
лагранжиана вида 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆSpkL b a b aαβ βα= ≡x x x x x . (6) 

Здесь bαβ  и aαβ  — эрмитовы 3 3×  матрицы 
ˆ ˆˆ ˆ( , )a a b b+ += = , которые содержат по девять незави-

симых величин. Для удобства и сокращения записи 
будем опускать спиновые индексы у матричных эле-
ментов там, где это возможно. Ниже мы свяжем мат-
рицы ˆˆ( , )a b  с физическими динамическими перемен-
ными, которые используются в теории магнетизма. 

Найдем бесконечно малые канонические преобра-
зования ( );αδφ φx , оставляющие инвариантной кине-
матическую часть лагранжиана. Зная, с одной стороны, 
их явный вид, а с другой стороны, учитывая соотно-
шение (5), нетрудно найти скобки Пуассона динамиче-
ских переменных. В частности, легко видеть, что ва-
риации ( ) 0bαβδ =x , ( ) 0aαβδ ≠x  (функции ( )aαβδ x  
не зависят от ( ) ( )ˆˆ ,a bx x ) оставляют инвариантной 
кинематическую часть лагранжиана и согласно (5) 
представимы в виде 

( ) ( ) ( ) ( ){ , }, { , },a a G b b Gαβ αβ αβ αβδ = δ =x x x x  (7) 
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здесь генератор преобразований имеет вид G =

( ) ( )3d xb aαβ βα= δ∫ x x . Сравнивая (5) и (7) получим 
набор скобок Пуассона для этих матриц 

 ( ) ( ){ }, 0vb bαβ μ ′ =x x ,  

 ( ) ( ){ } ( ), v vb aαβ μ α βμ′ ′= −δ δ δ −x x x x . (8) 

Для кинематической части лагранжиана ( )kL ≡x , 
( ) ( )ˆ ˆSp ,b a≡ − x x которая отличается на полную произ-

водную по времени от функции (6), аналогично найдем 

 
( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( )

, 0,

, .

v

v v

a a

a b

αβ μ

αβ μ α βμ

′ =

′ ′= δ δ δ −

x x

x x x x
 (9) 

Полученные выражения СП согласованы с условием 
эрмитовости этих матриц и удовлетворяют тождеству 
Якоби. Видим, что матрицы â  и b̂  представляют со-
бой канонически сопряженные величины. 

Введем в рассмотрение матрицу 

 ( ) ( ) ( )ˆˆ ˆ,g i b a⎡ ⎤≡ ⎣ ⎦x x x .  (10) 

Квадратные скобки здесь и далее обозначают коммута-
тор двух матриц. Эрмитова матрица ( )ĝ x  содержит 
восемь независимых величин в силу соотношения 

( )ˆSp 0g =x . С этой матрицей связаны плотности квад-
рупольной матрицы ( )qαβ x  и спина ( )sα x  соотноше-
нием 

 ( ) ( ) ( ) / 2g q i sαβ αβ αβγ γ≡ − εx x x .  (11) 

Квадрупольная матрица qαβ  симметрична и бесследна 
q qαβ βα= , 0qαα = . Пять ее независимых компонент 
могут быть параметризованы соотношением 

 1 1'
3 3

q q e e q f fαβ α β αβ α β αβ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − δ + − δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (12) 

Здесь q  и 'q  модули этой матрицы. Векторы 
( ), ,d e fα α α α= ×d e  образуют ортонормированный 

репер. 
Величины ( )3G d xgαβ αβ= ∫ x  — представляют со-

бой аддитивные интегралы движения 

 { }, 0G Hαβ = , (13) 

если принять во внимание только обменные магнитные 
взаимодействия. 

Формулы (8),( 9) и (10) позволяют найти скобки Пу-
ассона переменных ( )â x  и ( )ĝ x . Нетрудно показать, 
что эти выражения имеют вид 

( ) ( ){ },i g gαβ γρ ′ =x x   

 ( ) ( )( ) ( ) ,g gαρ γβ γβ αρ ′= − δ + δ δ −x x x x   

 ( ) ( ){ },i a gαβ γρ ′ =x x   

 ( ) ( )( ) ( ).a aαρ γβ γβ αρ ′= − δ + δ δ −x x x x  (14) 

Легко видеть, что эти скобки Пуассона совместимы с 
условиями эрмитовости матриц â , ĝ  и  удовлетворяют 
тождествам Якоби. Заметим, что ˆ{det ( ) , ( )} 0a gγρ ′ =x x , 
поэтому, без ограничения общности в силу линейности 
правой части скобок Пуассона (14), можно положить 

ˆdet 1a = , так что матрица ( )â x  будет содержать восемь 
независимых величин. С помощью (15) могут быть полу-
чены уравнения динамики для ряда магнитных состояний 
со спином 1. 
Случай 1. Гамильтониан ( )ˆH H g=  и нормальное 

состояние магнитной среды обладает симметрией 
SU(3). Элементы матрицы ( )gαβ x , образующие под-
алгебру (14), содержат два инварианта Казимира: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3
2 3

2 3

ˆ ˆSp , Sp ,

{ , } 0, { , } 0.

g g g g

g g g gαβ αβ

≡ ≡

′ ′= =

x x x x

x x x x
 (15) 

Наличие таких инвариантов уменьшает число незави-
симых матричных элементов соответственно до шести 
в двухосном случае и до четырех в одноосном случае. 
Случай 2. Гамильтониан среды ( )ˆ ˆ,H H g a=  обла-

дает SU(3) симметрией, а симметрия состояния равно-
весия спонтанно нарушена по отношению к генерато-
рам Gαβ . Алгебра скобок Пуассона для шестнадцати 
величин (14) позволяет описать динамику среды со 
спином 1, учитывая спиновые и квадрупольные степе-
ни свободы, а также нарушение SU(3) симметрии. 

В заключение этого раздела введем импульс рас-
сматриваемой магнитной системы: 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 ˆ ˆ, Spk k k kP d x b a= π π ≡ − ∇∫ x x x x . (16) 

Очевидно, в виду справедливости (8),(9),(16), имеют 
место соотношения 

 { , ( )} ( ), { , ( )} ( ).k k k kP a a P b bαβ αβ αβ αβ= ∇ = ∇x x x x   

2. Симметрия обменных взаимодействий, 
дифференциальные законы сохранения  

и модели гамильтонианов 

Основные взаимодействия в магнитных системах 
носят обменный характер. Рассмотрение динамических 
процессов в таких средах требует формулировки зако-
нов сохранения в дифференциальной форме с учетом 
симметрии гамильтониана. В случае SO(3) симметрии 
гамильтониана { }, 0S Hα =  набор интегралов движе-
ния aγ  состоит их гамильтониана и спинового момен-
та ( )3,a aH S d xαγ = = ζ∫ x . Здесь ( ) ( ) ( ),a e sαζ =x x x  
— плотности аддитивных интегралов движения, 
( 0, ).a = α  Используя представление плотности пото-
ков аддитивных интегралов движения работы [18], 
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получим уравнения динамики, отражающие законы 
сохранения в дифференциальной форме: 

( ) ( )

{ }

( ) ( )

{ }

1
3

0

1
3

0

,

1 ,
2

,

,

( ) ( ), ( (1 ) )

( ) ( ), ( (1 ) )

k k

k k

k
k

k
k

e q

d x x d

s j

d x x d s

q e e

j e

α α

α α

= −∇

′ ′ ′ ′λ λ λ

= −∇

′ ′ ′ ′λ λ λ

= + − −

= + − −

∫ ∫

∫ ∫

x x

x x x x x

x x

x x x x x

 (17) 

где ( )kq x  — плотность потока энергии и ( )kjα x  — 
плотность потока спина. При получении последнего 
равенства учтена симметрия плотности обменной маг-
нитной энергии относительно однородных спиновых 
поворотов  

 ( ){ }, 0S eα =x . (18) 

В случае SU(3) симметрии гамильтониана 
{ , } 0G Hαβ =  набор интегралов движения состоит их 
гамильтониана и матрицы Gαβ : ,a H Gαβγ = =

( )3
ad x= ζ∫ x  и ( ) ( ) ( ),a e gαβζ =x x x  — плотности 

аддитивных интегралов движения, ( 0,a = αβ ). Урав-
нение движения для плотности энергии и выражение 
для плотности ее потока (17) не изменятся. Плотность 
энергии инвариантна относительно однородных ли-
нейных преобразований: 

 { , ( )} 0G eαβ =x . (19) 

Учитывая последнее соотношение, получим диффе-
ренциальный закон сохранения 

 ( ) ( )k
kg jαβ αβ= −∇x x ,  

1
3

0
 ( ) { ( ), ( (1 ) )}.k

kd x x dj g eαβ αβ′ ′ ′ ′λ λ λ= + − −∫ ∫x x x x x  (20) 

Здесь ( ) kjαβ x  — плотность потока, соответствующая 
сохраняющейся величине Gαβ . 

Помимо свойства симметрии (13), обменный гамиль-
тониан H  трансляционно-инвариантен { }, 0kL H =  и 
инвариантен относительно поворотов в конфигурацион-
ном пространстве { }, 0kL H = , здесь kL  — орбитальный 
момент системы. Для соответствующей плотности маг-
нитной энергии справедливы соотношения симметрии 

 ( ){ } ( ), , { , ( )} ( )k k i ikl k lP e e L e x e= ∇ = ε ∇x x x x , (21) 

Учет соотношений (21) и представление плотностей 
потоков в форме работы [18] позволяют сформулиро-
вать закон сохранения для плотности импульса магно-
нов в дифференциальной форме 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ){ }
1

3

0

,

' ' ' , 1 ' .

i k ik ik ik

k i

t t e

d x x d e

π = −∇ = − δ +

+ λ π + λ − −λ∫ ∫

x x x x

x x x x
 (22) 

Гамильтониан Гейзенберга имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 ' 'H d xe d xd x J s sα α= = −∫ ∫x x - x' x x ,  

где ( )– 'J x x  — обменный интеграл двухчастичного 
магнитного взаимодействия. С точностью до членов 
квадратичных по пространственным градиентам плот-
ности спина приведем выражение плотности магнит-
ной энергии, соответствующее этому гамильтониану 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 k ke Js s J s sα α α α= − + ∇ ∇x x x x x , (23) 

где ( )3J d xJ≡ ∫ x , ( )3 21 0
3

J d xx J≡ >∫ x  — эффек-

тивные обменные интегралы двухчастичного взаимо-
действия. Первое и второе слагаемые в (23) описывают 
соответственно однородное и неоднородное обменные 
взаимодействия, причем функциональный вид одно-
родной части этой энергии определяется инвариантом 
Казимира. 

Аналитический вид SU(3) симметричного гамиль-
тониана строим по аналогии с гамильтонианом Гей-
зенберга. Запишем магнитный гамильтониан в таком 
виде, чтобы однородная часть плотности энергии была 
выражена в терминах инвариантов 2g  и 3g : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3 2 3
3 3

2

3 3 3
3

, ,

ˆ ˆ2 ' ' Sp ' ,

' '' ' , '' , ' ''

ˆ ˆ ˆSp ' '' .

H g g H g H g

H g d xd x J g g

H g d xd x d x I

g g g

= +

= −

= − − − − ×

×

∫
∫

x x x x

x x x x x x

x x x

(24) 

Здесь ( )'J −x x  и ( )' , '' , ' ''I − − −x x x x x x  — обмен-
ные интегралы двух- и трехчастичного магнитных 
взаимодействий.  

Плотность энергии, соответствующая гамильтониа-
ну 2( ),H g  имеет вид 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 ˆ ˆ, 2 Sp k ke g Jg J g g= + ∇ ∇x x x x x , (25) 

где ( )3J d xJ≡ ∫ x , ( )3 21
3

J d xx J≡ ∫ x  — эффектив-

ные интегралы однородного и неоднородного двухчас-
тичных обменных взаимодействий. Знаки и коэффици-
ент в плотности энергии (25) выбраны таким образом, 
чтобы при отсутствии квадрупольных степеней свобо-
ды это выражение перешло в формулу (23). 

Плотность энергии, соответствующая гамильтониа-
ну 3( ),H g  имеет вид 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 ˆ ˆ ˆ, 2 Sp ,k ke g Ig I g g g= − + ∇ ∇x x x x x x (26) 
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и для нее также справедливо соотношение SU(3) сим-
метрии (19) относительно преобразований, генерато-
рами которых являются матрицы Gαβ . Здесь  

 ( )3 3 ' , ' , 'I d xd x I≡ −∫ x x x x ,  

 ( ) ( )3 3 2 2' ' , ' , ' / 3I d xd x x x I′≡ + − −∫ xx x x x x   

— эффективные обменные интегралы однородного и 
неоднородного трехчастичного магнитного взаимодей-
ствия. 

3. Динамика нормальных магнетиков со спином S = 1. 
SU(3) симметрия гамильтониана и состояния 

равновесия 

«Нормальное» состояние изучаемой магнитной сре-
ды характеризуется плотностью обменной энергии, 
которая является функцией матрицы ( )gαβ x  и ее гра-
диента ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ,e e g g= ∇x x x . Основное термодина-
мическое соотношение имеет вид 

 
ˆ ˆˆ ˆSp Sp k

k

e e ede dg ds d g
g s g
∂ ∂ ∂

= + + ∇
∂ ∂ ∂∇

.  

Здесь s  — плотность энтропии. 
В соответствии с формулами (14) алгебра скобок 

Пуассона произвольных функционалов для нормаль-
ных состояний приобретет вид 

 { }
ˆˆ3 ˆ, Sp ( ) ,

( ) ( )
B AA B i d x g

g g
⎡ ⎤δ δ

= ∫ ⎢ ⎥
δ δ⎣ ⎦

x
x x

. (27) 

Согласно (1) и (27) получим уравнение динамики маг-
нетика со спином 1S = , соответствующее нормальным 
состояниям 

 ( ) ( ) ( )
( )

ˆ ˆˆ ˆ ,
H g

g i g
g

⎡ ⎤δ
= ⎢ ⎥

δ⎢ ⎥⎣ ⎦
x x

x
, (28) 

которые обобщают уравнения Ландау–Лифшица на 
магнитные системы с SU(3) симметрией. Учитывая 
свойство симметрии обменных взаимодействий для 
плотности энергии (19), получим соотношение 

ˆ ˆˆ ˆ, , 0k
k

e eg g
g g

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂
+ ∇ =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Принимая во внимание это равенство из (17), (20) и 
(14) следуют выражения для плотностей потоков адди-
тивных интегралов движения: 

 
ˆˆ ˆ ,k
k

ej i g
g

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥∂∇⎣ ⎦

,    
ˆ

ˆSpk k
Hq j
g
δ

=
δ

. (29) 

Уравнения (17), (20) и плотности потоков в форме (29) 
описывают динамику нормальных состояний магнети-
ков со спином 1 в адиабатическом приближении для 
гамильтониана с SU(3) симметрией. Легко видеть, что 

структура потоков (29) обеспечивает справедливость 
уравнений 2 3 0g g= =  для инвариантов Казимира. 

Свойства симметрии (21) позволяют сформулиро-
вать уравнение динамики плотности импульса магно-
нов. В соответствии с (1), (8) и (9), для канонически 
сопряженных матриц â  и b̂  получим уравнения дви-
жения: 

 ( ) ( )
ˆ

ˆ Ha
b
δ

=
δ

x
x

,   ( ) ( )
ˆˆ Hb

a
δ

= −
δ

x
x

.  

Для нормальных магнитных состояний гамильтониан 
зависит от этих матриц посредством матрицы ˆ :g  

( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,H b a H g b a= , поэтому в силу соотношения 
(10) последние уравнения перепишутся в виде 

 ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ ˆ , ,Ha i a
g

⎡ ⎤δ
= ⎢ ⎥

δ⎢ ⎥⎣ ⎦
x x

x
( ) ( ) ( )

ˆˆ ˆ , .Hb i b
g

⎡ ⎤δ
= ⎢ ⎥

δ⎢ ⎥⎣ ⎦
x x

x
  

Принимая далее определение (16), приходим к уравне-
нию динамики для плотности импульса магнонов (22), 
где плотность потока импульса магнонов для нормаль-
ных неравновесных состояний имеет вид 

 
ˆ ˆˆ ˆSp Spik ik i

k

H et e g g
g g

⎛ ⎞δ ∂
= δ − + + ∇⎜ ⎟⎜ ⎟δ ∂∇⎝ ⎠

. 

Дальнейший анализ уравнений (20) и (29) проведем, 
используя модельное выражение плотности энергии 
( )2e g  (25). Нетрудно преобразовать нелинейное урав-

нение (28) в уравнения для квадрупольной матрицы и 
антисимметричной матрицы sαβ αβγ γε ≡ ε : 

 [ ] [ ]ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,q J q J q= Δε + Δ ε ,  [ ] [ ]ˆ ˆ ˆˆ ˆ4 , , .J q q Jε = Δ + Δε ε (30) 

Линеаризуя эти уравнения около состояния равновесия 
( ) ( )0 0ˆ ˆ0, 0qαβ αβε ≡ ≠  (T-четные состояния (спиновый 
нематик)) и переходя к фурье-представлению, прихо-
дим к дисперсионному уравнению: 

 ˆdet ( , ) 0D ω =k ,  

 2 2 4 2 2 4 2
0 0ˆ ˆ( , ) [ 8 Sp( )] 12 ( )D J k q J k qβα βα βαω = δ ω − +k .  

В одноосном случае получим решения 0ω =  и 
2

02Jk qω = ± . Для двухосной квадрупольной матрицы 
в состоянии равновесия решение приводит к трем 
спектрам квадрупольных волн: 

 ( )1 2
02Jk q±ω = ± ,     ( )2 2

02Jk q± ′ω = ± ,  

 ( )3 2
0 02Jk q q± ′ω = ± − .  

Здесь 0q  и 0q′  — модули этой квадрупольной матри-
цы в состоянии равновесия, определяемые соотноше-
нием (12). Линеаризуя уравнения (20) и (29) около со-
стояния равновесия ( ) ( )0 0ˆ ˆ0, 0qαβ αβε ≠ ≡  (T-нечетные 
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состояния (ферромагнетик)) приходим к спектрам спи-
новых волн 

 ( ) ( ) ( )1 2 32 2
0 00, , 2Jk s Jk s± ± ±ω = ω = ± ω = ± .  

Параболическая зависимость частоты от волнового 
вектора в этих спектрах согласуется с результатами 
работы [19]. 

Аналогично рассмотрим динамические процессы с 
магнитным гамильтонианом ( )3 .H g  В результате по-
лучим дисперсионное уравнение: 

 ( ), ( , ) 0s Dβ βαδ ω ω =k k ,  

 2 2 4 4 2 2
0 0ˆ ˆ( , ) { 4 [2Sp (Sp ) ]}D I k q qβα βαω ≡ δ ω − − +k   

 2 4 4 2 2
0 0 0ˆ ˆ ˆ4 [3( ) 2( )Sp ]I k q q q

βα
+ − .  

Если состояние спинового нематика одноосно, то при-
ходим к двум спектрам квадрупольных волн: 

 2 220,
3

Iq kω = ω = ± .  

В двухосном случае квадрупольной матрицы получим 
дисперсионное уравнение: 

 ˆdet | ( , ) | 0, ( , ) ,D D X e e Y f f Zαβ αβ α β α βω = ω = δ + +k k   

 2 2 4 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

4 [( ) 4 ( )]
9

X I k q q q q q q′ ′ ′= ω − − + + ,  

 2 4 2 2
0 0 0 0 0 0 0

4 ( 2 )( 2 2 ) ,
9

Y I k q q q q q q q′ ′ ′= − + −   

 2 4 2 2
0 0 0 0 0 0 0

4 ( 2 )( 2 2 )
9

Z I k q q q q q q q′ ′ ′ ′= − + − ,  

откуда следуют спектры возбуждений, обусловленные 
двухосностью квадрупольной матрицы: 

  ( )1 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 02 ( ) 4 ( ) / 3Ik q q q q q q± ′ ′ ′ω = ± − + + ,  

 ( )2 2 3 3 2
0 0 0 0 02 ( 4 4 ) / 3Ik q q q q q± ′ ′ ′ω = ± + + ,  

 ( )2 2 3 3 2
0 0 0 0 02 ( 4 4 ) / 3Ik q q q q q± ′ ′ω = ± + + .  

Качественно они аналогичны случаю с гамильтониа-
ном ( )2 ,H g  но спектральная зависимость от модулей 
квадрупольной матрицы сложнее. 

4. Магнетики с полным спонтанным нарушением 
SU(3) симметрии состояния равновесия 

Изучим теперь случай, при котором гамильтониан 
обладает SU(3) симметрией, а в состоянии равновесия 
эта симметрия полностью нарушена. Вырожденное 
состояние изучаемой магнитной среды характеризует-
ся плотностью обменной энергии, которая является 

функцией матриц ( )gαβ x  и ( )aαβ x , а также их гради-
ентов ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,e e g g a a= ∇ ∇x x x x x . Основное 
термодинамическое соотношение имеет вид 

 
ˆ ˆˆ ˆSp Sp k

k

e e ede dg ds d g
g s g
∂ ∂ ∂

= + + ∇ +
∂ ∂ ∂∇

.  

 
ˆ ˆˆ ˆSp Sp k

k

e eda d a
a a
∂ ∂

+ + ∇
∂ ∂∇

.  

Для вырожденных магнетиков со спином 1, исполь-
зуя формулы (14), найдем уравнения динамики 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆ ˆ ˆ, , ,

H g a H g a
g i g i a

g a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤δ δ
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

δ δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
x x x

x x
  

 ( ) ( )
( ) ( )

ˆ ˆ ˆ,ˆ ˆ, .
H g a

a i a
g

⎡ ⎤δ
= ⎢ ⎥

δ⎢ ⎥⎣ ⎦
x x

x
   (31) 

Свойство SU(3) симметрии плотности обменной маг-
нитной энергии (19) приводит к соотношению 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0k k
k k

e e e eg g a a
g g a a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ ∇ + + ∇ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂∇ ∂ ∂∇⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,  

учитывая которое уравнение динамики для матрицы ĝ  
приобретает вид 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , .k k k
k k

e eg j j i g i a
g a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= −∇ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂∇ ∂∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (32) 

Используя формулы (17) и (32), приходим к уравнению 
динамики плотности энергии и выражению для плот-
ности потока энергии 

 
ˆ ˆˆ ˆˆ, Sp , Sp .k k k k

k

H e He q q i a j
a g g
⎡ ⎤δ ∂ δ

= −∇ = +⎢ ⎥δ ∂∇ δ⎣ ⎦
  

Получим уравнение динамики для плотности им-
пульса магнонов для вырожденных магнитных состоя-
ний рассматриваемых магнетиков. В этом случае 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( , ), )H b a H g b a a=  и, учитывая далее формулы (16) 
и (14), приходим к уравнению (22), где плотность по-
тока импульса магнонов для вырожденных неравно-
весных состояний имеет вид 

 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆSp Sp Spik ik i i

k k

H e et e g g a
g g a

⎛ ⎞δ ∂ ∂
= δ − + + ∇ + ∇⎜ ⎟⎜ ⎟δ ∂∇ ∂∇⎝ ⎠

.  
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Dynamics of normal and degenerate nonequilibrium 
states of magnets with spin S = 1 

M.Y. Kovalevsky 

Using the variation principle the Poisson brackets 
for the whole set of macroscopic parameters are ob-
tained and nonlinear dynamic equations of magnetic 
media with spin S = 1 for normal and degenerate 
states are derived. Two types of exchange magnetic 
Hamiltonians corresponding to two Kazimir invariants 
of SU(3) group are introduced in consideration. A 
thermodynamics of magnets investigated is con-
structed and flux densities of additive integrals of mo-
tion in terms of energy density are found. A magnon 
momentum in the condensed matter under considera-
tion is introduced and its dynamic equation is derived. 
Spectra of spin and quadrupole waves for various time 
symmetry of equilibrium states obtained are. 

PACS: 75.10.–b General theory and models of 
magnetic ordering. 

Keywords: magnets, Hamiltonian approach, Poisson 
brackets, conservation laws, Landau–Lifshitz equa-
tion, spin wave spectrum. 

 


