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Â äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ â ðåçóëüòàòå ñïàðèâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåëåííûõ ýëåêòðîíîâ è äû-

ðîê ìîæåò âîçíèêàòü ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå. Â ïðåäåëå ìàëîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð

ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî íåëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Â ðàáîòå ïðè-

âåäåí ìèêðîñêîïè÷åñêèé âûâîä òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äû-

ðî÷íûõ ïàð â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòî óðàâíåíèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðèëîæåííîãî ê ñèñòåìå

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííîé âàðèàöèè ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêà, îáðàçó-

þùåãî ïðîâîäÿùèå ñëîè. Ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äàåò ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ, ñîçäàííûõ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì

èëè âàðèàöèåé ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêà.

Â äâîøàðîâèõ ñèñòåìàõ âíàñë³äîê ñïàðþâàííÿ ïðîñòîðîâî ðîçä³ëåíèõ åëåêòðîí³â òà ä³ðîê ìîæå

âèíèêàòè íàäïëèííèé ñòàí. Ó ìåæ³ ìàëî¿ ù³ëüíîñò³ åëåêòðîííî-ä³ðêîâèõ ïàð íàäïëèííèé ñòàí ìîæå

áóòè îïèñàíî íåë³í³éíèì äèíàì³÷íèì ð³âíÿííÿì. Ó ðîáîò³ ïðèâåäåíî ì³êðîñêîï³÷íèé âèâ³ä òàêîãî

ð³âíÿííÿ äëÿ õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ êîíäåíñàòó åëåêòðîííî-ä³ðêîâèõ ïàð â ñèëüíîìó ìàãí³òíîìó ïîë³. Öå

ð³âíÿííÿ óçàãàëüíþºòüñÿ íà âèïàäîê ïðèêëàäåíîãî äî ñèñòåìè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, à òàêîæ íà âèïàäîê

ïðîñòîðîâî¿ âàð³àö³¿ ñêëàäó íàï³âïðîâ³äíèêà, ùî óòâîðþº ïðîâ³äí³ øàðè. Ð³øåííÿ äèíàì³÷íîãî

ð³âíÿííÿ äàº ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü êîíäåíñàòó åëåêòðîííî-ä³ðêîâèõ ïàð â åêñèòîííèõ ïàñòêàõ,

ÿê³ ñôîðìîâàí³ åëåêòðè÷íèì çàðÿäîì àáî âàð³àö³ºþ ñêëàäó íàï³âïðîâ³äíèêà.

PACS: 73.21.–b Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ è êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ â ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóðàõ;
êâàíòîâûå ÿìû, ìåçîñêîïè÷åñêèå è íàíîìàñøòàáíûå ñèñòåìû;
71.35.Ji Ýêñèòîíû â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ; ìàãíèòîýêñèòîíû;
73.43.–f Êâàíòîâûå ýôôåêòû Õîëëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõñëîéíûå ñèñòåìû, ýëåêòðîííî-äûðî÷íûå ïàðû, ýêñèòîííûå ëîâóøêè.

1. Ââåäåíèå

Èíòåðåñ ê ýêñèòîííîé ñâåðõòåêó÷åñòè âîçíèê â

1960-å ãîäû, êîãäà áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî ïðè

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ýëåêòðîííî-äûðî÷íûå (e–h) ïà-

ðû â ïîëóïðîâîäíèêàõ ìîãóò îáðàçîâûâàòü áîçå-êîí-

äåíñàò [1,2]. Õîòÿ âûñîêàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ, äîñ-

òèãàåìàÿ ïðè îïòè÷åñêîé ãåíåðàöèè, è èõ ìàëàÿ ìàññà

ïðèâîäÿò ê òåìïåðàòóðå êîíäåíñàöèè Tc � 100 Ê [3],

ñâåðõòåêó÷åñòü îïòè÷åñêè âîçáóæäåííûõ ýêñèòîíîâ â

îáúåìíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ íå áûëà ðåàëèçîâàíà â

îñíîâíîì èç-çà ïðîöåññîâ ðåêîìáèíàöèè. Ïîýòîìó

áîëåå ïåðñïåêòèâíîé ïðåäñòàâëÿëàñü âîçìîæíîñòü

áîçå-êîíäåíñàöèè e–h ïàð, âîçíèêøèõ â ðåçóëüòàòå

ñïàðèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ èç çîíû ïðîâîäèìîñòè ïîëó-

ïðîâîäíèêà ñ äûðêàìè èç âàëåíòíîé çîíû â ñëó÷àå,

êîãäà ýíåðãèÿ ñâÿçè ýêñèòîíà áîëüøå øèðèíû çàïðå-
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ùåííîé ùåëè [4]. Îäíàêî oêàçàëîñü, ÷òî íåóñòîé÷è-

âîñòü ïîëóïðîâîäíèêà îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîííî-äû-

ðî÷íîãî ñïàðèâàíèÿ ïðèâîäèò íå ê ñâåðõòåêó÷åñòè e–h

ïàð, à ê ñîñòîÿíèþ ýêñèòîííîãî äèýëåêòðèêà èç-çà

ôèêñàöèè ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìåæçîííûìè ïåðå-

õîäàìè [5]. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, áûëî

ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äâóõñëîéíûå n–p ñèñòåìû,

â êîòîðûõ ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â n-ñëîå, à äûðêà â

p-ñëîå [6,7]. Â òàêèõ äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ ìåæçîí-

íûå ïåðåõîäû (ñîâïàäàþùèå ñ ìåæñëîåâûìè òóííåëü-

íûìè ïåðåõîäàìè) ïðèâîäÿò íå ê äèýëåêòðè÷åñêîìó

ñîñòîÿíèþ, à ê íåîäíîðîäíîñòè íåäèññèïàòèâíîãî òî-

êîâîãî ñîñòîÿíèÿ e–h ïàð [8]. Çàìåòèì, ÷òî äâóõñëîé-

íàÿ ãåîìåòðèÿ òàêæå áëàãîïðèÿòíà äëÿ áîçå-êîíäåíñà-

öèè îïòè÷åñêè âîçáóæäåííûõ ýêñèòîíîâ, ïîñêîëüêó

ìåæñëîåâîé òóííåëüíûé áàðüåð çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿ-

åò ïðîöåññû ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ðåêîìáèíàöèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äâóõñëîéíûå ñèñòåìû ñîçäàþò-

ñÿ íà îñíîâå ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóð ñ

äâóìÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè êâàíòîâûìè ÿìàìè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâóìåðíûé ñëîé íîñèòå-

ëåé. Â äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ ìåæúÿìíûå e–h ïàðû

ëèáî ãåíåðèðóþòñÿ ëàçåðíûì èìïóëüñîì [9–11], ëèáî

ôîðìèðóþòñÿ èç íîñèòåëåé, ïåðåøåäøèõ â êâàíòîâûå

ÿìû ñ ïðèìåñíûõ àòîìîâ [12]. Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòå-

ìàõ ïîñëåäíåãî òèïà íàáëþäàëèñü àíîìàëèè òóííåëü-

íûõ [13,14] è òðàíñïîðòíûõ [15–17] ñâîéñòâ, êîòîðûå

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ìàêðîñêîïè÷åñ-

êîé êâàíòîâîé êîãåðåíòíîñòè, âîçíèêøåé âñëåäñòâèå

áîçå-êîíäåíñàöèè e–h ïàð [18].

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ôàçîâî-êîãåðåíòíîå ñîñòîÿ-

íèå íàáëþäàëîñü â äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ, êîãäà îíè

áûëè ïîìåùåíû â ñèëüíîå ïåðïåíäèêóëÿðíîå ìàãíèò-

íîå ïîëå ïðè ðàâåíñòâå ôàêòîðîâ çàïîëíåíèÿ íèæíåãî

óðîâíÿ Ëàíäàó â êàæäîì ñëîå: � �1 2 1 2� � / . Âïîñëåä-

ñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî ðàâåíñòâî (áàëàíñ) çàñåëåííîñ-

òåé íèæíèõ óðîâíåé Ëàíäàó â îáîèõ ñëîÿõ íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì — ôàçîâî-êîãåðåíòíàÿ ñèñòåìà âïîëíå

ìîæåò áûòü è ðàçáàëàíñèðîâàííîé, ïîñêîëüêó äëÿ e–h

ñïàðèâàíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ áîëåå ñëàáîãî

óñëîâèÿ � �1 2 1� � [19–21]. Ñìûñë ýòîãî ñîîòíîøå-

íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî çàíÿòûõ ñîñòîÿíèé (ýëåê-

òðîíîâ) íà íèæíåì óðîâíå Ëàíäàó â îäíîì ñëîå ðàâíî

÷èñëó ñâîáîäíûõ ñîñòîÿíèé (äûðîê) íà íèæíåì óðîâ-

íå Ëàíäàó â äðóãîì ñëîå.

Äâóõñëîéíûå ñèñòåìû ñ ðàçáàëàíñîì çàñåëåííîñ-

òåé ñëîåâ âåñüìà èíòåðåñíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ. Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé ñèëüíîãî ðàçáà-

ëàíñà �1 1�� , � �1 2 1� � , êîãäà ïëîòíîñòü e–h ïàð ìàëà

è îíè âåäóò ñåáÿ êàê ñëàáî íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç

[3,22]. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äèíàìèêà êîíäåíñàòà íå-

îäíîðîäíîãî ñëàáî íåèäåàëüíîãî ãàçà áîçîíîâ îïèñû-

âàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì Ãðîññà–Ïèòàåâñêîãî [23]. Óðàâíåíèå òàêîãî

òèïà áûëî íåäàâíî âûâåäåíî íàìè äëÿ äâóõñëîéíûõ

ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ñèñòåì [24]. Öåëü íàñòîÿùåé

ðàáîòû — âî-ïåðâûõ, îáîáùèòü ýòî óðàâíåíèå íà ñëó-

÷àé ïðèëîæåííîãî ê ñèñòåìå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

à òàêæå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííîé âàðèàöèè ñîñ-

òàâà ïîëóïðîâîäíèêà, îáðàçóþùåãî êâàíòîâûå ÿìû.

Âî-âòîðûõ, ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

íàéòè ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîíäåíñàòà e–h

ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïîêàçûâàþò ìíîãî îáùåãî ñ äèíàìèêîé àòîìàðíûõ áî-

çå-êîíäåíñàòîâ â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ [23]. Âìåñòå ñ

òåì èìååòñÿ è ðÿä îòëè÷èé, â ÷àñòíîñòè ðàñùåïëåíèå

÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âñëåäñòâèå íåíóëåâîãî

äèïîëüíîãî ìîìåíòà e–h ïàð.

Ìàòåðèàë ñòàòüè îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî âòîðîì ðàçäåëå äàí ìèêðîñêîïè÷åñêèé âûâîä äèíà-

ìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîíäåíñàòà e–h ïàð â ïðåäåëå

ìàëîé ïëîòíîñòè. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî âëèÿ-

íèå ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ñòàòèêó è

äèíàìèêó êîíäåíñàòà e–h ïàð. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû

÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîíäåíñàòà â ãàðìîíè-

÷åñêèõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ. ×åòâåðòûé ðàç-

äåë ñîäåðæèò àíàëèç äèíàìèêè êîíäåíñàòà â ëîâóøêàõ,

ñîçäàííûõ âàðèàöèÿìè ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêà. Ïîëó-

÷åíî ðàñùåïëåíèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîí-

äåíñàòà âèõðåì, íàõîäÿùåìñÿ â öåíòðå ëîâóøêè. Â ïÿ-

òîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

2. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîé

ôóíêöèè êîíäåíñàòà e–h ïàð. Ìèêðîñêîïè÷åñêèé

âûâîä

Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí äâóõñëîéíîé ýëåêòðîííî-

äûðî÷íîé ñèñòåìû â ìàãíèòíîì ïîëå êàê ñóììó îäíî-

÷àñòè÷íîé è äâóõ÷àñòè÷íîé ÷àñòåé:
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ðå÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ýëåêòðîíà (äûðêè) â ìàãíèòíîì ïîëå èìååò âèä
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íîãî ïîòåíöèàëà â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîå, à Ek —

ýíåðãèÿ äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè (k = 1) èëè ïîòîëêà âà-

ëåíòíîé çîíû ( )k � 2 . Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèè Ek îòñ÷è-

òûâàþòñÿ îò îáùåãî çíà÷åíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

â îáîèõ ñëîÿõ. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îäíî÷àñòè÷íîé

÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöè-

àëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, çàïèñàííóþ ÷åðåç ñêàëÿð-

íûé ïîòåíöèàë Vk ( )r . Äâóõ÷àñòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòî-

íèàíà (1) ó÷èòûâàåò êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå

íîñèòåëåé êàê âíóòðè ñëîåâ, òàê è ìåæäó ñëîÿìè, ò.å.
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Â âûðàæåíèè (3) � — äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü, d — ìåæñëîåâîå ðàññòîÿíèå, � k l, — ñèìâîë

Êðîíåêåðà.

Ïðè âûâîäå äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé

ôóíêöèè êîíäåíñàòà áóäåì ñëåäîâàòü ïîäõîäó, ðàçâèòî-

ìó Êåëäûøåì [25], ñîãëàñíî êîòîðîìó êîãåðåíòíîå ñî-

ñòîÿíèå å–h ïàð â ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïî-

ëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåêòîðîì | � |�� � ��D 0 , ãäå âåêòîð

|0� ÿâëÿåòñÿ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (	 k |0 0� � ),

à óíèòàðíûé îïåðàòîð �
�
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Âõîäÿùèå â �A íåèçâåñòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ

�( , , )r r1 2 t è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë å–h ïàð � äîëæíû

íàõîäèòüñÿ èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ âåêòîðà |��,
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Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå � �D HD�
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ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì (1), îäíàêî â
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû �D�
� è �D� âûïîëíÿþò ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-

æåíèÿ ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâåðòêè*
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Ïîñêîëüêó â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íèçêîé

ïëîòíîñòè å–h ïàð, â äàëüíåéøåì â âûðàæåíèÿõ

(9)–(11) áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ÿâíî âûïèñàííûìè

ñëàãàåìûìè íå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî �.

Â óðàâíåíèè (5) íàèáîëåå ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ

ñâÿçàíû ñî âòîðûì ñëàãàåìûì. ×òîáû ïîíÿòü, êàê îíè

âûïîëíÿþòñÿ, ïîó÷èòåëüíî ðàññìîòðåòü âêëàä â ãà-

ìèëüòîíèàí îò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Â

ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ èìååì
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Êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ
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* Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó âûðàæåíèé (9)–(11), êîòîðàÿ õîðîøî âèäíà, åñëè ââåñòè åñòåñ-

òâåííîå îáîçíà÷åíèå � ��( , ) , )r r r r
 � 
�( . Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó âûðàæåíèé äëÿ èõ

êîìïàêòíîé çàïèñè.



ãäå ñðåäíèå áåðóòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ |��, êîòîðîå ó÷èòû-

âàåò íàëè÷èå å–h ïàð. Âû÷èñëåíèå âñåõ âõîäÿùèõ â

(12) ñðåäíèõ îäíîòèïíî. Íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ñðåä-

íåå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ìû âîñïîëü-

çîâàëèñü ðàâåíñòâàìè (7) è (8). Äëÿ îñòàëüíûõ ñðåä-

íèõ ïîëó÷àåì
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ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîííî-äûðî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

â ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ìîæíî çàïè-

ñàòü áîëåå êîìïàêòíî:

� [ ( , ) ( ) ( )H d d v i t
12 1 2 12 1 2 1 1 2 2� �� � � �

r r r r r r	 	 �e

� ��v i t
12 1 2 2 2 1 1( er r r r, ) ( ) ( )	 	 �

� � ��V n12 1 2 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )r r r r r	 	

� � �V n12 1 2 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )]r r r r r	 	 . (14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóþòñÿ ãàìèëüòîíèàí

ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ �H11 è ãàìèëü-

òîíèàí äûðî÷íî-äûðî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ �H 22.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî âêëàä, êîòîðûé âíîñèò ãà-

ìèëüòîíèàí ýëåêòðîííî-äûðî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

(14) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (5). Äåéñòâèå îáêëàäîê
�D�
� è �D� ïðèâîäèò ê çàìåíå ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ 	 k ( )r

è 	 k
� ( )r íà ~ ( )	 k r è ~ ( )	 k

�
r ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè òåïåðü

(âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (7) è (8) è ýðìèòî-

âî ñîïðÿæåííûìè ê íèì ñîîòíîøåíèÿìè) âåðíóòüñÿ ê

èñõîäíûì ïîëåâûì îïåðàòîðàì, ïîëó÷èì ñóììó, ñî-

ñòîÿùóþ èç ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðîïîðöè-

îíàëüíî êàêîìó-ëèáî èç ñëåäóþùèõ ïðîèçâåäåíèé:
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Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â (15) â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ

ïîä ïðîèçâåäåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ èíòåãðàëüíûå ñâåðòêè

ïî «âíóòðåííèì» ïîâòîðÿþùèìñÿ àðãóìåíòàì. Íàïðè-
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå

ïðîèçâåäåíèþ 	 	�
�

2
� , ìîæíî âûäåëèòü è èç îñòàëüíûõ

âêëàäîâ â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (5). (Ìû èìååì â âèäó

âêëàä ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíóþ

ïî âðåìåíè, âêëàä îäíî÷àñòè÷íîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà,

à òàêæå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî è äûðî÷íî-äûðî÷íîãî

âçàèìîäåéñòâèé.) Ñóììó âûäåëåííûõ ñëàãàåìûõ çàïè-

øåì êàê d d Q t i t� � � �
r r r r r r1 2 1 1 1 2 2 2	 	 �( ) ( , , ) ( )e . ßñíî,

÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè

Q t( , , )r r1 2 0� . Â ÿâíîì âèäå ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ��

i
t

C h v S�
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�

( )1 12 11 11� �

� � � � � � ��S h v C Cv C Sv S CS( )
~ ~

2 21 22 22 12 12� � � .

(17)

Êàê è â (15), çäåñü ïðîèçâåäåíèÿ îáîçíà÷àþò èíòåãðàëü-

íûå ñâåðòêè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì àðãó-

ìåíòàì. Ïðè ýòîì äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû

(17) â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ hk ââîäèòñÿ äåëüòà-ôóíê-

öèÿ �( )
 � 

r r . Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (17) ñëàãàåìûå ñ

� kl ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëèæåíèþ Õàðòðè, ñëàãàåìûå ñ

v V d S S11 11 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( , )r r r r r r r r r
 � � 
 
� � è v22( , )r r
 �

� � 
 
� �V d S S22 1 1 1( ) ( , ) ( , )r r r r r r r ó÷èòûâàþò âíóòðè-

ñëîåâîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå, à âêëàä ìåæñëîåâî-

ãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñëàãàåìûõ

ñ v12. Ó÷åò ïðèëîæåííîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà Vk ( )r îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

Äîâîëüíî ñëîæíûé âèä óðàâíåíèÿ (17) îáóñëîâëåí

òåì, ÷òî îíî îïèñûâàåò êîíäåíñàò å–h ïàð ïðè ïðîèç-

âîëüíîé åãî ïëîòíîñòè. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðåäåëå

íèçêîé ïëîòíîñòè ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Â ýòîì ïðåäåëå óðàâíåíèå (17) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäà-

ìè òåîðèè âîçìóùåíèé, ðàçëàãàÿ âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ

ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè �. Â ëèíåéíîì ïî � ïîðÿäêå,
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ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àþ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïàð,
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Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â óðàâ-

íåíèå äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî

âðåìåíè âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà å–h ïàð, åñëè

óñðåäíèòü (18) ïî «áûñòðûì» ïåðåìåííûì, îïèñûâà-

þùèì âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû å–h ïàð. ×òîáû

âûäåëèòü âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïåðåéäåì îò

êîîðäèíàò ýëåêòðîíà r1 è äûðêè r2 ê ðàçíîñòíîé êîîð-

äèíàòå ~r r r� �1 2 è êîîðäèíàòå öåíòðà èíåðöèè ïàðû

R r r� � �( ) ( )m m / m m1 1 2 2 1 2 . Â ñèììåòðè÷íîé êàëèá-

ðîâêå A r Hrk k k/( ) ( )[ ]� 1 2 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (18) äëÿ ñîñòîÿíèé íà íèæíåé âåòâè ýêñè-

òîííîãî ñïåêòðà óäîáíî èñêàòü â âèäå
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Çäåñü % m m / m m� � �( ) ( )2 1 2 1 , âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ íà íèæíåì óðîâíå Ëàíäàó � '0
12( ) ( )r � (�lH

( �exp ( )r / lH
2 24 , à îïåðàòîð � ( ) [ ]& � � � �i c/eH /�

2
H R( ) .

Ñòðóêòóðà âûðàæåíèÿ (19) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ å–h ïàðû â

äâóõñëîéíîé ñèñòåìå: ïðè �( ) exp ( )R pR) ( )i/� âûðà-

æåíèå (19) ïåðåõîäèò â âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýêñèòîíà ñ

èìïóëüñîì p [26,27]. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ìåä-

ëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè �( )R âûðàæåíèå (19)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîé ïàêåò, ñîñòàâëåííûé èç

ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé ñ ìàëûìè èìïóëüñàìè.

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ �( , )R t , ïîäñòàâèì

(19) â (18), ïîäåéñòâóåì íà (18) ñëåâà îïåðàòîðîì

� &
%

0
2 2

(~
� ) exp [ ~] ~r R Hr r

R
� � �

�
�

�

 
!

"

#
$

ie

c�
è ïðîèíòåãðèðóåì

ïî ïåðåìåííîé ~r, ñâÿçàííîé ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû å–h ïàðû. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (18) ïîëó÷èì � ( , )� R t . Â ïðàâîé ÷àñòè

äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ äàäóò ( ) ( , )�*c / E E t2 1 2� � � R ,

ãäå *c m m eH/c� �� �( )( )1
1

2
1 . Ïîñêîëüêó R ÿâëÿåòñÿ

«ìåäëåííîé» ïåðåìåííîé, èíòåãðàë îò êóëîíîâñêîãî

ñëàãàåìîãî â (18) ìîæíî âû÷èñëèòü, ðàçëîæèâ � &0( � )r �
ïî ñòåïåíÿì �& ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âêëàä íóëåâîãî ïîðÿäêà äàåò ýíåðãèþ ñâÿçè å–h ïàðû

E
e

l

d

l

d

l
b

H H H

� �
�

 

!
!
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#

$
$
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!
!
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#

$
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2 2

22 2 2�
'

exp erfc . (20)

Çäåñü

erfc e( )x dtt

x

� � ��1
2 2

0
'

— äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îøèáîê. Êâàäðàòè÷íîå

ïî �& ñëàãàåìîå (ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà �&2 4 2 2� � � �l /H R )

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè å–h

ïàðû � � �( ) ( , )�
2 2 22/ M t /H � R R . Â ñèëüíîì ìàãíèò-

íîì ïîëå ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ êóëî-

íîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíà è äûðêè è íå çà-

âèñèò îò èõ ìàññ m1 è m2:

M
e l

H

H

� (
2 2

2
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#
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1
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lH H H

exp erfc $ �
�


�
�

�

�
�
�

�
2

1

'
d

lH

.

(21)

Â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå âåëè÷èíà M H ðàñòåò ñ óâåëè-

÷åíèåì êàê ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ñëîÿìè d . Ïðè d = 0 ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ïàðû

M / e l /H H� [ ( )]2 22 2� '� . Ïîëîæèâ õèìè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë � ðàâíûì ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íåâçàè-

ìîäåéñòâóþùèõ ïàð, � � *� � � � �0 1 22( )� c b/ E E E ,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

i
t

t M
t

H

�
��

�
� �

�

�

�
�

( , )
( , )

R

R
R

2 2

22
, (22)

êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó êîíäåíñàòà íåâçàèìî-

äåéñòâóþùèõ å–h ïàð.

×òîáû ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó å–h ïàðàìè, â

óðàâíåíèè (17) íóæíî óäåðæàòü êóáè÷åñêèå ïî � ñëà-

ãàåìûå. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî èç-çà âçàè-

ìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò ñäâèã õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-

ëà �1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ �1 äîñòàòî÷íî âçÿòü óðàâíåíèå

(17) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî â îòñóò-

ñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ å–h ïàð óðàâíåíèå (17) ìîæíî

çàïèñàòü ñèìâîëè÷åñêè êàê H 0 0 0 0� ��� , ãäå ãàìèëü-

òîíèàí H 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûå òðè ñëàãàåìûå

â êâàäðàòíîé ñêîáêå óðàâíåíèÿ (18). Ñ ó÷åòîì âçàèìî-

äåéñòâèÿ óðàâíåíèå (17) èìååò âèä

H H0 0 1 1 0 0 0 1 1 0( ) ( ) ( )� � � � � �� � � � �� � . (23)

Çäåñü â H1 0( )� ñîáðàíû âñå êóáè÷åñêèå ïî � âêëàäû èç

ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17). Ïîñëå âû÷è-

òàíèÿ èç (23) óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì

( ) ( )H H0 0 1 1 0 1 0� � �� �� � � . (24)

Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé:

( , ) ( , ) ( , )f g d d f g� 
 
 
� �
r r r r r r . (25)

Êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ
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Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (24) îðòîãîíàëüíà

�0, äëÿ �1 èìååì

�1
0 1 0

0 0

�
( , ( ))

( , )

� �

� �

H
. (26)

Èç íîðìèðîâêè ôóíêöèè �0 íà ñðåäíþþ ïëîòíîñòü

ïàð n p ñëåäóåò, ÷òî ( , )� �0 0 � Sn p , ãäå S — ïëîùàäü

ñëîÿ. Äëÿ ÷èñëèòåëÿ â (26) íåòðóäíî çàïèñàòü ÿâíîå

âûðàæåíèå:

( , ( )) [ ( ) ( )� �0 1 0 1 2 11 2 22 1H d d d d V V� � 
 � � � 
 �� r r r r r r r r

� � � � 
 (� �V V12 1 2 12 1 0 0 1 0 1 2( ) ( )] ( , ) ( , ) ( , )r r r r r r r r r r� � �

( 
 � 
 
 � �� �� �0 2 0 11 12( , ) ( , )[ ( ) ( )r r r r r r r rd d � �

� 
 � 
 
� �21 22 0( ) ( )] ( , )r r r r� , (27)

ãäå

�0 1 2 0
2

( , ) exp [ ~] (~)r r R Hr r� �

�
�

��
ie

c
n p

�
� .

Âû÷èñëèâ âõîäÿùèå â (27) èíòåãðàëû, ïîëó÷èì

�
�

' '( ) /( )1
2

3 24 2� � �
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d lH
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( ) exp/2
2 2

3 2
2

2
' l

d

l

d

l
nH

H H

perfc . (28)

Â âûðàæåíèè (28) ïåðâîå ñëàãàåìîå ñâÿçàíî ñ ïðÿìûì

êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì íîñèòåëåé. Âòîðîå è

òðåòüå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò îáìåííûå âêëàäû âíóò-

ðèñëîåâîãî è ìåæñëîåâîãî âçàèìîäåéñòâèé íîñèòåëåé

ñîîòâåòñòâåííî [28,29]. Â âàæíîì ñëó÷àå ìàëîãî ìåæ-

ñëîåâîãî ðàññòîÿíèÿ (d lH�� )

� '
�

( ) /1 3 2
2 2

2�
e d

l
n

H
p . (29)

Çàìåòèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó å–h ïàðàìè îñ-

ëàáëÿåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñëîÿìè,

è ïðè d � 0 å–h ïàðû îáðàçóþò èäåàëüíûé ãàç [30].

(Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ïðåíåáðåæå-

íèè ïåðåõîäàìè ñ íèæíåãî óðîâíÿ Ëàíäàó íà áîëåå âû-

ñîêèå óðîâíè.)

Íåëèíåéíûé (êóáè÷åñêèé ïî �) âêëàä â äèíàìè-

÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà

âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (19) (áåç ïðî-

èçâîäíûõ ïî «ìåäëåííîé» ïåðåìåííîé R) â êóáè÷åñêèå

ïî � ÷ëåíû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (17). Äàëåå ñëåäóåò

óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà � 0
2

(~) exp ( [ ~])r R Hr�
ie

c�
è ïðî-

èíòåãðèðîâàòü ïî ~r. Â èòîãå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì,

÷òî êîýôôèöèåíò ïðè êóáè÷åñêîì ÷ëåíå â òî÷íîñòè

ñîâïàäàåò ñ �1/n p . Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåëè-

íåéíîìó óðàâíåíèþ

i
t

t M

t

H

�
��

�
� �

�

�
�

� �( , ) ( , )R R

R

2 2

22

� �
� ( )

[ | ( , )| ] ( , )
1

2

n
n t t

p
p � �R R , (30)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ãðîññà–Ïèòà-

åâñêîãî äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà å–h ïàð â îò-

ñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé. Èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ

(30) ìîæíî ñîñòàâèòü ïàðàìåòð + �� � / ( )2 1M H , èìå-

þùèé ñìûñë õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà èçìåíåíèÿ âîë-

íîâîé ôóíêöèè �( )R . Äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìàêðîñêî-

ïè÷åñêîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëèíà + áûëà

ìíîãî áîëüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè n p
�1 2/ .

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåí-

ñòâó d lH�� .

Êîëëåêòèâíûå êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà â îäíîðîäíîé

ñèñòåìå îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè âèäà

�( , ) ( ) ( )
R

kR kRt n A Bp
i t i t� � �� � � �e e* * , (31)

ãäå êîýôôèöèåíòû A è B ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíå-

íèþ ñ n p [31]. Ïîäñòàíîâêà (31) â (30) ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ A è B. Ðàâåíñòâî íóëþ äåòåð-

ìèíàíòà ýòîé ñèñòåìû äàåò çàêîí äèñïåðñèè, ïîëó÷åí-

íûé Áîãîëþáîâûì äëÿ ñëàáî íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà:

* �B
H H

k
k

M

k

M
( ) ( )� �

�

 
!
!

"

#
$
$

�
2 2

1
2

2
2

2
. (32)

Ïðè ìàëûõ èìïóëüñàõ k è d , 0 çàêîí äèñïåðñèè ìàëûõ

êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ çâóêîâûì, * � sk, ãäå ñêîðîñòü çâó-

êà s /M H� � ( )1 . Ñïåêòð (32) óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ

ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó, ò.å. ïðè ñêîðîñòÿõ v s� êîíäåí-

ñàò å–h ïàð îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñâåðõòåêó÷åñòè. Óìåíü-

øåíèå ìåæñëîåâîãî ðàññòîÿíèÿ d ïðèâîäèò ê óìåíüøå-

íèþ s. Â ñëó÷àå d � 0 âåëè÷èíà � ( )1 0� , è ñïåêòð (32)

ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî k. Ïîñëåäíåå, êàê èçâåñ-

òíî, îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñâåðõòåêó÷åñòè.

3. Äâóõñëîéíàÿ ñèñòåìà â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì

ïîëå

Ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äèíàìè÷åñêîå

óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà å–h ïàð

äîâîëüíî ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ê ñèñòåìå

ïðèëîæåíî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòî-

ðîãî ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáå lH . Äëÿ òàêîãî îáîá-

ùåíèÿ ïðèìåì âî âíèìàíèå âõîäÿùèé â ãàìèëüòîíèàí

ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë Vk ( )r , êîòîðûé áûë îïóùåí â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ó÷åò Vk ( )r èçìåíÿåò óðàâíåíèå
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(18), â êîòîðîì òåïåðü ïîÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ýëåê-

òðîíà è äûðêè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå:

i
t

t
h eV h�

�

�
� � � �

�( , , )
[ ( ) ( ) ( )

r r
r r r1 2

1 1 1 1 2 2

� � � �eV V t2 2 12 1 2 1 2( ) ( ) ] ( , , )r r r r r� � . (33)

Äàëåå, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñëåäóåò ïåðåéòè ê

êîîðäèíàòàì ~r è R è èñêëþ÷èòü èç (33) áûñòðóþ ïåðå-

ìåííóþ ~r. Èíòåãðàë, âîçíèêàþùèé ïðè èñêëþ÷åíèè
~r, óïðîùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d eV
m

M� � � � �� � �~ (~
� ) [ ( ~ )( / )~ /

r r R r
r R� & %

0
2

1
2

1e

� � � �� �eV
m

M
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1
1

2
0( ~ )] (~

� ) ( , )( / )~ /
R r r R

r Re % � & �

� � � � �� d eV~ (~
� )[ (

~
)r r R

r
� &0 1

1

2

� � �eV t2
1

0
2

(
~

)] (~
� ) ( , )R

r
r R� & � .

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ïëàâíûå íà ìàñøòàáå

lH èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà, ôóíêöèè V /k ( ~ )R r- 1 2 ìîæ-

íî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ~r, à îïåðàòîð � &0(~
� )r � — ïî

ñòåïåíÿì �& . Åñëè â ðàçëîæåíèÿõ îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíà-

ìè íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàññìàòðèâàåìûé èíòåã-

ðàë ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

e V V t
cM H

[ ( ) ( )] ( , ) [ ]||2 1R R R E H� � (�
.

(
�
�

�
�
�

� �

i
t

cM
t

iHR
R R

R
E H� �( , ) ( , ) [ ]||

.
2

, (34)

ãäå ââåäåíû ïîëÿðèçóåìîñòü å–h ïàðû . � c M /HH
2 2

è ïîëÿðèçóþùåå ïàðó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

E R||( ) � �
�
�

�
1

2
1 2

R
R R[ ( ) ( )]V V .

Âêëþ÷èâ ñëàãàåìûå (34) â óðàâíåíèå (30) è èñïîëü-

çîâàâ ðàâåíñòâî

. .2

2

2 2

2 2M c
E

H

[ ]|| ||E H � ,

ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíê-

öèè êîíäåíñàòà å–h ïàð â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå:

i
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51
e V V g t t[ ( ) ( )] | ( , )| ( , )2 1

2
R R R R� � � , (35)

ñ êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ ïàð g /n p� �1 . Çàìåòèì,

÷òî â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë �

äîëæåí íàõîäèòüñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè �| |� 2 dR

íà ïîëíîå ÷èñëî å–h ïàð N .

3.1. Ïîëÿðèçàöèÿ å–h ïàð ïàðàëëåëüíûì

ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì

Âàæíûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (35) ÿâëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè ns:

�

�
� �

n

t
ns

s sdiv( )v 0. (36)

×òîáû ïîëó÷èòü (36), íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü

ñîîòíîøåíèå ns � ��* ïî âðåìåíè è âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðàâåíñòâîì (35) ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ � ��/ t è

� ��� / t . Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(36), ãäå ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü

v
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#
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[ ]|| . (37)

Çäåñü � — ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà

( | | )� �� e i� . Çàâèñÿùàÿ îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äî-

áàâêà ê ãðàäèåíòó ôàçû èìååò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé

ñìûñë. Îíà âîçíèêàåò èç ñäâèãà ôàçû 6� eh âîëíîâîé

ôóíêöèè å–h ïàðû ïðè åå äâèæåíèè â ïîëå âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà:

6� eh
e

c
d

e

c
d� � �� �� �

r A r r A r1 1 1 2 2 2( ) ( ), (38)

ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ýëåêòðîíà

è äûðêè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó â ýëåêòðè÷åñêîì

ïîëå å–h ïàðà ïîëÿðèçîâàíà, òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà è

äûðêè íå ñîâïàäàþò è â îáùåì ñëó÷àå ñäâèã ôàçû

6� eh , 0. Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü [32], âõîäÿùåå â (37)

ñëàãàåìîå ( )[ ]||. �/c /ehE H R� � � �� 6 .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå Ãðîññà–Ïèòàåâ-

ñêîãî ìîæíî âûâåñòè ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîé ïðî-

öåäóðû

i
t

t
�
�

�
�

�

�

� � �
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( , ) [ , ]R �

�

�
,

ãäå �[ , ]� �� — ôóíêöèîíàë ýíåðãèè [23]. Â ÷àñòíîñ-

òè, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå (35), ôóíêöèîíàë ýíåð-

ãèè ñëåäóåò âçÿòü â âèäå

�[ , ] [ ]||� � �� ��
�
�

��

 
!

"

#
$ �

/
0
1

21
� d

M i cH

R
R

E H
1

2

2
� .

� � � � � 3
4
5

.
�

2 2

2
2 1

2E e V V
g
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(39)

Êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ
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Âàðèàöèÿ �� ïî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ E || äàåò ïàðàë-

ëåëüíûé ñëîÿì äèïîëüíûé ìîìåíò, ïðèõîäÿùèéñÿ íà

åäèíèöó ïëîùàäè:

P
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E v H||
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|| [ ] | |� � � ��
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"

#
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�
�

.
� 1 2

c
s � . (40)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïî-

ëå, òàê è ñèëà Ëîðåíöà ïîëÿðèçóþò e–h ïàðó. Ïîñêîëü-

êó âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ

âìåñòå ñ êîíäåíñàòîì, ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî e–h

ïàðó ïîëÿðèçóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñîïóòñòâóþ-

ùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ïàðàëëåëüíîå ñëîÿì îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå èçìåíÿåò çàêîí äèñïåðñèè ìàëûõ êîëåáàíèé êîí-

äåíñàòà (32), êîòîðûé ïðèíèìàåò âèä

* �( ) ( )
k kv� � �
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2
, (41)

ãäå èíäóöèðîâàííàÿ ïîëåì ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü

v E E Hs
HM c

( ) [ ]|| ||�
1 .

.

Çàìåòèì, ÷òî v Es( )|| — ýòî ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé â

ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ âìåñòå ñ êîíäåíñàòîì,

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò. Âûðàæåíèå (41)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí äèñïåðñèè âîçáóæäåíèé, êî-

òîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â êîíäåíñàòå, äâèæóùåìñÿ

ñî ñêîðîñòüþ v Es( )|| .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàí-

äàó âåëè÷èíà v Es( )|| íå äîëæíà ïðåâûøàòü êðèòè÷åñêî-

ãî çíà÷åíèÿ s /M H� � ( )1 . Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåò-

ñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ E s/c H|| ( )cr � . Äëÿ òèïè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

äâóõñëîéíîé ñèñòåìû n p �1010 ñì �2, d � �10 6 ñì,

H �1Òë, � �10 îöåíêà äàåò E ||cr 10� 3 Â/ñì.

3.2. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ýêñèòîííûå ëîâóøêè

Âõîäÿùåå â óðàâíåíèå (35) ñëàãàåìîå e V[ ( )2 R �
�V1( )]R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

e–h ïàðû. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ïîòåíöèàëü-

íàÿ ýíåðãèÿ ïîíèæåíà â îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé ñó-

ùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì lH . Ïîñêîëüêó e–h ïàðû êîí-

öåíòðèðóþòñÿ â òàêîé îáëàñòè, îíà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýêñèòîííîé ëîâóøêîé. Ðàññìîòðèì

ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ è äèíàìèêó êîíäåíñàòà

e–h ïàð â ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ëîâóøêè èñïîëüçóþòñÿ â ýêñ-

ïåðèìåíòàõ íà äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ ïðè ëàçåðíîì âîç-

áóæäåíèè e–h ïàð, ïîñêîëüêó íàêîïëåíèå e–h ïàð â îá-

ëàñòè ëîâóøêè îáëåã÷àåò èõ áîçå-ýéíøòåéíîâñêóþ

êîíäåíñàöèþ [33,34].

Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè êîíäåíñàòà e–h ïàð â ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîé ëîâóøêå íàéäåì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

ôàçû � ��/ t. Ñ ýòîé öåëüþ óðàâíåíèå (35) óìíîæèì íà

e�i� è âîçüìåì åãî âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Ïîñëå ïðîñ-

òûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

�
��

�
�

�

�
� �

�

t M n

n M
v

H s

s H
s

2 2

2

2

2

1

2R

� � � � �
.

�
2

2
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Â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé èç ôîðìóëû (37) ñëåäóåò,

÷òî èçìåíåíèå êèíåìàòè÷åñêîãî èìïóëüñà e–h ïàðû

ñâÿçàíî ñ ôàçîé � ñîîòíîøåíèåì
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (42) èìååì
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(43)

Ñìûñë ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè âïîëíå ïðî-

çðà÷åí: ýòî ïàðàëëåëüíàÿ ñëîÿì ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà

e–h ïàðó ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ëîâóøåê, ðàçìåðû êîòî-

ðûõ R0 ìíîãî áîëüøå, ÷åì äëèíà êîãåðåíòíîñòè

+ �� � / ( )2 1M H , ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì

�
2 2

22

1

M n

n

H s

s�

�R
ïî ñðàâíåíèþ ñ gns . Â ýòîì ñëó÷àå

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà âûïàäàåò èç óðàâíåíèÿ (43) è îíî

ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ãèäðîäèíàìèêè êîíäåíñàòà

e–h ïàð. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà � � �� 7 t 0, ïëîò-

íîñòü êîíäåíñàòà e–h ïàð â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ëî-

âóøêàõ (R0 88 +) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

e V V
M

v E gnH
s s[ ( ) ( )] ( )||2 1 0
2 2

0
2 2

R R R� � � � �
.

�. (44)

Çíàÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ìîæíî ðàññìîòðåòü äèíà-

ìè÷åñêóþ çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ êîíäåíñàòà

â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ëîâóøêå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ðàññìîòðèì ëîâóøêó, êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ òî÷å÷íûì çà-

ðÿäîì q 8 0, ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå ( , , )0 0 hq , ïðè÷åì

h dq 88 . Êîîðäèíàòû ïðîâîäÿùèõ ñëîåâ: z d/1 2 2, � - .

Âáëèçè öåíòðà ëîâóøêè, ò.å. ïðè R hq�� , óäåðæèâàþ-

ùèé ïîòåíöèàë èìååò êâàäðàòè÷íûé õîä:
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2 1 2 1 0
2 20 0

2
� � � � * , (45)

ãäå * �0
2 43� qed/ M hH q( ). Ïîìèìî óäåðæèâàþùåãî ïî-

òåíöèàëà òî÷å÷íûé çàðÿä q òàêæå ñîçäàåò ïàðàëëåëü-

íîå ñëîÿì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

E R|| �
q

hq� 3
, (46)

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîëÿðèçàöèè e–h ïàð è íåíóëåâîé

ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ñîãëàñ-

íî (37), ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåì,

îïèñûâàþùèì òâåðäîòåëüíîå âðàùåíèå

v E H es
H

q
M c

R0
1

� � �
.

9[ ]|| : , (47)

ãäå : q qcq/ h H� ( )� 3 — óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, à

e9 — àçèìóòàëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïðè âûâîäå

(47) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîëå E || íå ñëèøêîì âåëèêî è

íå ïîðîæäàåò êâàíòîâàííûå âèõðè (ñì. [24]); òàêèì

îáðàçîì, â (37) ìû ïîëîæèëè � � ��/ R 0. (Âëèÿíèå êâàí-

òîâàííîãî âèõðÿ íà êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà â ãàðìîíè-

÷åñêîé ýêñèòîííîé ëîâóøêå ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå.) Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (47), M v EH s0
2 2�. || ,

óðàâíåíèå (44) óïðîùàåòñÿ, è ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü

êîíäåíñàòà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

n R
M

g
R Rs

H
0 0

2
0
2 2

2
( ) ( )� �* , (48)

ãäå R0 — ðàäèóñ îáëàñòè, êîòîðóþ çàíèìàåò êîíäåí-

ñàò. Óñëîâèå íîðìèðîâêè ñâÿçûâàåò R0 ñ ïîëíûì ÷èñ-

ëîì e–h ïàð â ëîâóøêå:

N
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g
RH�

' *0
2
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4
. (49)

Â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé ïëîòíîñòü êîíäåíñàòà

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè

è ìàëîé äîáàâêè: n t n R n ts s s( , ) ( ) ( , )R R� �0 1 . Àíàëî-

ãè÷íî äëÿ ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè èìååì v Rs t( , ) �
� �v v Rs sR t0 1( ) ( , ). Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ íåïðå-

ðûâíîñòè (36) è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äàåò

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ äîáàâîê ns1 è v s1:
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0 1 1 0div div( ) ( ),v v (50)
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M gnH
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H s s s
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�
v

R
v v1

0 1 1( ). (51)

Â ëèíåéíîì ïî v s0 ïðèáëèæåíèè èç ýòîé ñèñòåìû

ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòó-

äû êîëåáàíèé ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà ns1( )R :

*2
1 0 1n

g

M
n ns

H
s s� ; �div( )

� � � ; ;i n
ig

M
n ns s

H
s s sdiv div( ) [ ( )]v v0 1 0 0 1*

. (52)

Íàéäåì ñíà÷àëà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé êîí-

äåíñàòà ïðè v s0 0� , à çàòåì âû÷èñëèì ðàñùåïëåíèå

ýòèõ ÷àñòîò, ñâÿçàííîå ñî ñêîðîñòüþ v s0, èíäóöèðî-

âàííîé ïàðàëëåëüíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (46). Ïî-

ëîæèâ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (52) ðàâíîé íóëþ è çà-

ïèñàâ ns1( )R â âèäå ~ ( )n Rs
im

1 e 9 , ãäå m — öåëîå ÷èñëî,

ïîëó÷èì äëÿ ~ns1 óðàâíåíèå

1

2

12
1

2

2 1
1� �

 
!

"

#
$ �

�


�
�

�

�
�
�
�

x

x
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dx
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m

x
n x

dn

dx

s
s

s
~

~
~

� �: 2
1 0~ns .

(53)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû x R/R� 0 è

: �* */ 0. Óðàâíåíèå (53) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
~ ( )| |n x F xs

m
1 � è ïîñëåäóþùåé çàìåíû x y� ñâîäèòñÿ ê

y y F m y m F m Fyy y( ) [| | (| | )] ( | | )1 1 2
1

2
02� 

 � � � � 
 � � �: .

(54)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñ-

êàÿ ôóíêöèÿ 2 1F y( , , , ). < % , ãäå % � �| |m 1, . <� � �| |m 1,

.< � �( | | ): 2 2m / . Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåãó-

ëÿðíà ïðè y � 0. ×òîáû îíà áûëà ðåãóëÿðíà ïðè y �1,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåëè÷èíà . áûëà öåëûì íåïîëî-

æèòåëüíûì ÷èñëîì: . � � n. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà :
ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ

: nm n n m n m( ) | | | |0 22 2 2� � � � , (55)

êîòîðûå è îïðåäåëÿþò ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé êîí-

äåíñàòà â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ëîâóøêå áåç ó÷åòà âêëà-

äà ïàðàëëåëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî

(55) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòî-

òû êîëåáàíèé áîçå-àòîìîâ â öèëèíäðè÷åñêîé ìàãíèò-

íîé ëîâóøêå [35,36].

Íàéäåì ñäâèã ÷àñòîòû, ñâÿçàííûé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

óðàâíåíèÿ (52). Ïîñëå îòäåëåíèÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû

9 óðàâíåíèå (52) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

:
:

:
:2

1 1
0

2
1 1

~ �~ ( ~ �~ )n Ln
m

n Lns s
q

s s� � � �
*

, (56)

ãäå ñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

� ( )L
x

x

d

dx
x

d

dx

m

x
x

d

dx
�

�
�

�


�
�

�

�
�
�
�

1

2

12 2

2
.

Óìíîæèì (56) íà ôóíêöèþ ~nnm, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (53), ñîîòâåòñòâóþùåå ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòå : nm
( )0 . Çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïðàâóþ

Êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð â ýêñèòîííûõ ëîâóøêàõ
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è ëåâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà îò 0 äî 1 ñ âåñî-

âûì ìíîæèòåëåì x. Ñ ó÷åòîì ñàìîñîïðÿæåííîñòè

îïåðàòîðà �L è ðàâåíñòâà (53) ïîëó÷èì

: : :
:

nm nm nm
q

m2 0 2 0

0

2� � �( )( ) ( )

*
, (57)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ñäâèã ÷àñ-

òîòû

* *nm nm qm� � �( )0 : . (58)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñäâèã ÷àñòîòû ìàë ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ÷àñòîòàìè, åñëè ed E88 . ( )0

(ïðè ýòîì, êîíå÷íî, d lH�� ).

4. Ýêñèòîííûå ëîâóøêè, ñôîðìèðîâàííûå

âàðèàöèÿìè ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêîâ

Âàðèàöèè ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêà, îáðàçóþùåãî

êâàíòîâóþ ÿìó, ïðèâîäÿò ê ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíî-

ðîäíîñòè õàðàêòåðèñòèê çîííîé ñòðóêòóðû, ò.å. ê çà-

âèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè E1

è/èëè ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû E2 îò êîîðäèíàò â ïëîñ-

êîñòè êâàíòîâîé ÿìû. Ïîñêîëüêó ïîäðîáíîå îáñóæäå-

íèå ñïîñîáîâ ñîçäàíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ýíåðãåòè÷åñ-

êèõ ïàðàìåòðîâ E1 è E2 íå ÿâëÿåòñÿ íàøåé çàäà÷åé,

òîëüêî çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòè E1 è E2 îò r ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè â êà÷åñòâå ôîðìèðóþùåãî êâàíòîâóþ

ÿìó óçêîçîííîãî ïîëóïðîâîäíèêà èñïîëüçîâàòü

AlxGa1–xAs, ó êîòîðîãî êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ Al, ñ îä-

íîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ìàëà (÷òîáû îí îñòàâàëñÿ

óçêîçîííûì), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàðüèðóåòñÿ â ïëîñ-

êîñòè ñëîÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ íå-

îäíîðîäíîñòü çîííîé ñòðóêòóðû ìîæåò âîçíèêàòü

âñëåäñòâèå ïðèëîæåííûõ ê äâóõñëîéíîé ñèñòåìå íå-

îäíîðîäíûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé [37].

Äâóõñëîéíûå ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ýíåðãåòè÷åñêèå

ïàðàìåòðû E1 è E2 ÿâëÿþòñÿ ïëàâíûìè ôóíêöèÿìè

êîîðäèíàò, ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ ïîäõîäà, ðàçâè-

òîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Óðàâíåíèå äëÿ íåâçàèìî-

äåéñòâóþùèõ e–h ïàð â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàïè-

ñûâàåòñÿ êàê
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51
V t12 1 2 1 2( ) ( , , )r r r r� � . (59)

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèþ óðàâíåíèÿ (33) èç

óðàâíåíèÿ (59) ñëåäóåò èñêëþ÷èòü áûñòðóþ ïåðåìåí-

íóþ ~r r r� �1 2, ñîõðàíèâ ìåäëåííóþ ïåðåìåííóþ R —

êîîðäèíàòó öåíòðà èíåðöèè ïàðû. Â ðåçóëüòàòå ýòîé

ïðîöåäóðû â ïðàâîé ÷àñòè (59) ïîÿâÿòñÿ ñëàãàåìûå

E t
cM i

tg
H

( ) ( , ) [ ( , )R R E H]
R

R� ��
�
�

�
.

in
�

�
�
�

.
2cM

t
iH

�( , ) [ ]R
R

E H
�

in ,

ãäå E E Eg ( ) ( ) ( )R R R� �1 2 — ëîêàëüíîå çíà÷åíèå ùå-

ëè ìåæäó çîíîé ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíîé çîíîé, à

ïîëÿðèçóþùåå ïàðû «âíóòðåííåå»ïîëå

E R
R

R Rin ( ) [ ( ) ( )]� �
�
�

�
1

2
1 2

e
E E .

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå E in âîçíèêàåò èñêëþ÷èòåëüíî èç-çà

ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè çîííîé ñòðóêòóðû

è íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàêîå-ëèáî ýëåêòðè÷åñêîå ïî-

ëå â ñèñòåìå.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó

ìîæíî çàïèñàòü äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíî-

âîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà e–h ïàð â äâóõñëîéíîé ñèñòå-

ìå ñ íåîäíîðîäíîé çîííîé ñòðóêòóðîé:
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t M i cH
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��
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�( , )
[ ]

R

R
E H
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2.
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� � � � 3
4
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.
�

2

2 2E E g t tgin ( ) ( ) | ( , )| ( , )R R R R� � .

(60)

Â ñëó÷àå ýêñèòîííûõ ëîâóøåê, ñâÿçàííûõ ñ íåîäíî-

ðîäíîñòüþ ýíåðãåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîîðäèíàòíûå

çàâèñèìîñòè äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè E1( )R è ïîòîëêà

çîíû âàëåíòíîñòè E2( )R ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå-

çàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó â ïðèíöèïå âîç-

ìîæíû êðàéíèå ñëó÷àè, êîãäà Eg ( ) constR , , íî E in � 0

è êîãäà E in , 0, íî Eg ( )R � const. Çàìåòèì, ÷òî ëîâóø-

êà äëÿ ýêñèòîíîâ ñóùåñòâóåò ëèøü â ïåðâîì ñëó÷àå,

òîãäà êàê âî âòîðîì â ñèñòåìå âîçíèêíåò òîêîâîå ñî-

ñòîÿíèå ïðè îäíîðîäíîé ýêñèòîííîé ïëîòíîñòè. Â îá-

ùåé ñèòóàöèè, êîãäà è Eg ( )R , const, è E in , 0, èìååì

ýêñèòîííóþ ëîâóøêó, â êîòîðîé êîíäåíñàò e–h ïàð íà-

õîäèòñÿ â òîêîâîì ñîñòîÿíèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íóþ ãàð-

ìîíè÷åñêóþ ëîâóøêó, â êîòîðîé E in � 0, ò.å. â îñíîâ-

íîì ñîñòîÿíèè êîíäåíñàò ïîêîèòñÿ. Åñëè ìåæçîííóþ

ùåëü çàïèñàòü â âèäå

E R E
M

Rg g
H( ) ( )� �0

2
0
2 2* ,

òî â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ëîâóøêàõ (R0 88 +) ðàâíî-

âåñíàÿ ïëîòíîñòü êîíäåíñàòà äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

488 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 5

À.È. Áåçóãëûé, Ñ.È. Øåâ÷åíêî



n R
M

g
R Rs

H
0 0

2
0
2 2

2
( ) ( )� �* ,

ãäå ãðàíèöà êîíäåíñàòà R0 îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì ÷èñ-

ëîì ïàð â ëîâóøêå (49). Ïðè ýòîì ñïåêòð ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé êîíäåíñàòà äàåòñÿ ôîðìóëîé (55). Îòìå-

òèì, ÷òî îòñóòñòâèå öèðêóëÿöèè â îñíîâíîì ñîñòîÿ-

íèè ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïî

çíàêó m, ò.å. ïî íàïðàâëåíèþ z-êîìïîíåíòû óãëîâîãî

ìîìåíòà. Íèæå ðàññìîòðèì, êàê ýòî âûðîæäåíèå ñíè-

ìàåòñÿ êâàíòîâàííûì âèõðåì, ðàñïîëîæåííûì â öåí-

òðå ëîâóøêè. Ïîíÿòíî, ÷òî ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíîé ñíÿ-

òèÿ âûðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ âèõðåì

öèðêóëÿöèÿ êîíäåíñàòà ñî ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòüþ

v es
H

R
M R

0( ) �
�

9 . (61)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âîñïîëüçóåì-

ñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (36) è ãèäðîäèíàìè-

÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè. Ïîñ-

ëåäíåå â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

M
t

E R
M

v gnH
s

g
H

s s

�

�
� �

�
�

� �
v

R
[ ( ) ]

2

2 . (62)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïëîòíîñòü êîíäåíñàòà è

ñâåðõòåêó÷óþ ñêîðîñòü çàïèøåì â âèäå ñóììû ðàâíîâåñ-

íîé ÷àñòè è ìàëîé äîáàâêè: n t n R n ts s s( , ) ( ) ( , )R R� �0 1 ,

v R v v Rs s st R t( , ) ( ) ( , )� �0 1 . Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ

íåïðåðûâíîñòè è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äà-

åò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ äîáàâîê ns1 è v s1. Ñ ëèíåé-

íîé òî÷íîñòüþ ïî v s0 èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò óðàâíå-

íèå êîëåáàíèé ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà (52), ãäå òåïåðü

v s0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (61). Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî

óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ êîíäåí-

ñàòà (ñ ÷àñòîòîé : nm
( )0 ) â îòñóòñòâèå âèõðÿ, à ïðàâàÿ

÷àñòü äàåò ïîïðàâêè ê : nm
( )0 , ñâÿçàííûå ñ èíäóöèðîâàí-

íîé âèõðåì öèðêóëÿöèåé êîíäåíñàòà. Çàïèñàâ êîì-

ïëåêñíóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé ïëîòíîñòè êàê

n n Rs s
im

1 1( ) ~ ( )R � e 9 , ãäå m — öåëîå ÷èñëî, ïîëó÷èì äëÿ
~ns1 óðàâíåíèå

: 2
1 1
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~ ,

(63)

â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ

óðàâíåíèåì äëÿ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ðàçðåæåííîãî

áîçå-ãàçà â öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêå ñ âèõðåì â åå

öåíòðå [36]. Ñîîòâåòñòâåííî, ñäâèã ÷àñòîòû ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [36]. Â

ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ

* *nm nm
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M R

n m m

n n n
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� �
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2 1 2
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21 2
1

)
, | | .

(64)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå | |m �1 è n � 0 (òàê íàçûâàåìàÿ

äèïîëüíàÿ ìîäà) ïðèñóòñòâèå âèõðÿ â ëîâóøêå íå ïðèâî-

äèò ê ðàñùåïëåíèþ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Äå-

ëî â òîì, ÷òî äèïîëüíàÿ ìîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëå-

áàíèÿ öåíòðà èíåðöèè êîíäåíñàòà [38], à íà òàêèå

êîëåáàíèÿ âçàèìîäåéñòâèå e–h ïàð íå âëèÿåò. Êàê ñëåä-

ñòâèå, îíè íå âîçìóùàþòñÿ ýôôåêòàìè ñâåðõòåêó÷åñòè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ñäåëàòü ñëåäóþùåå ðàçú-

ÿñíåíèå îòíîñèòåëüíî èñïîëüçîâàíèÿ òåðìèíà «êîí-

äåíñàò» â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè äâóìåðíîé ñèñòåìå. Â

ðàçä. 2 ïîëó÷åíî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (30), ïîäîá-

íîå óðàâíåíèþ Ãðîññà–Ïèòàåâñêîãî. Â ðàçä. 3 è 4 ýòî

óðàâíåíèå îáîáùåíî íà ñëó÷àé ïðèëîæåííîãî ê ñèñòå-

ìå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííîé

âàðèàöèè ñîñòàâà ïîëóïðîâîäíèêà. Ïîñêîëüêó â òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ãðîññà–Ïèòàåâñêîãî çàïèñû-

âàåòñÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà, à õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè T , 0 áîçå-êîí-

äåíñàöèÿ îòñóòñòâóåò, âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîì

ñìûñëå ôóíêöèè �, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå (30) è â åãî

îáîáùåíèÿ. ×òîáû ïðîÿñíèòü ñìûñë ôóíêöèè �, çàìå-

òèì, ÷òî â äâóìåðíîé áîçå-ñèñòåìå èìåþòñÿ äàëüíèå

êîððåëÿöèè, êîòîðûå ïðè òåìïåðàòóðå íèæå òåìïåðàòó-

ðû ïåðåõîäà Áåðåçèíñêîãî–Êîñòåðëèöà–Òàóëåññà ïðè-

âîäÿò ê ñòåïåííîìó óáûâàíèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

&( )r,r
 ïðè |r r� 
 = >| [31]. Âñëåäñòâèå ýòèõ äàëüíèõ

êîððåëÿöèé äâóìåðíàÿ áîçå-ñèñòåìå îáëàäàåò ñâåðõòå-

êó÷åñòüþ, è èìåííî ñâåðõòåêó÷óþ ïëîòíîñòü e–h ïàð

ns � ��� îïðåäåëÿåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ �. Èñïîëüçî-

âàíèå òåðìèíà «êîíäåíñàò» â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿ-

åòñÿ òðàäèöèîííûì è, êàê ìû íàäååìñÿ, íå ïðèâåäåò ê

íåäîðàçóìåíèÿì.
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Oscillation of the condensate of electron–hole

pairs in exciton traps

A.I. Bezuglyj and S.I. Shevchenko

In two-layered systems there may occur an

exciton superfluidity due to the pairing of spatially

separated electrons and holes. In the limit of low

density of electron–hole pairs the superfluid state

can be described by the nonlinear equation of mo-

tion. The paper presents a microscopic derivation of

this equation for wave function of electron–hole pair

condensate at high magnetic field. This equation is

extended to the case of electric field applied to the

system and to the case of spatial variation in compo-

sition of the semiconductor forming the layers. Solv-

ing the dynamic equation provides collective excita-

tion frequencies of the condensate in exciton traps

created by electric charge or by variation of the semi-

conductor composition.

PACS: 73.21.–b Electron states and collective ex-

citations in multilayers, quantum wells, me-

soscopic, and nanoscale systems;

71.35.Ji Excitons in magnetic fields; mag-

netoexcitons;

73.43.–f Quantum Hall effects.

Keywords: two-layered systems, electron–hole pairs,

exciton traps.
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