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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 íîÿáðÿ 2007 ã.

Èñïîëüçóÿ ãàóññîâó ìîäåëü âèõðåâîãî êëóáêà, âû÷èñëåí ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð E k( ) òðåõìåðíîãî

ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, èíäóöèðóåìîãî õàîòè÷åñêèìè âèõðåâûìè íèòÿìè. Ñäåëàíî ïðåäïîëîæå-

íèå, ÷òî íèòè èìåþò ñòðóêòóðó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (áðîóíîâñêèå ëèíèè) ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñ-

òüþ Õàóñäîðôà HD. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôðàêòàëüíîé âèõðåâîé ëèíèè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ HD, ýíåð-

ãåòè÷åñêèé ñïåêòð äëÿ áîëüøèõ k èìååò âèä E k k
HD( ) ~

�2
, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìàëûõ k íîñèò

óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð E k k( ) ~ 2. Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âèõðåâîé íèòè õàðàêòåðèñòèêè àíàëî-

ãè÷íû ãëàäêîé íèòè.

Ç âèêîðèñòàííÿì ãàóññîâî¿ ìîäåë³ âèõðîâîãî êëóáêà îá÷èñëåíî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð E k( ) òðè-

âèì³ðíîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ øâèäêîñò³, ùî ³íäóêîâàíî õàîòè÷íèìè âèõðîâèìè íèòêàìè. Çðîáëåíî

ïðèïóùåííÿ, ùî íèòêè ìàþòü ñòðóêòóðó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (áðîóí³âñüê³ ë³í³¿) ç ð³çíîþ

ðîçì³ðí³ñòþ Õàóñäîðôà HD. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ ôðàêòàëüíî¿ âèõðîâî¿ ë³í³¿, ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ HD,

åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð äëÿ âåëèêèõ k ìàº âèãëÿä E k k
HD( ) ~

�2
, ó òîé ÷àñ ÿê äëÿ ìàëèõ k íîñèòü óí³âåð-

ñàëüíèé õàðàêòåð E k k( ) ~ 2. Íà ìàëèõ â³äñòàíÿõ â³ä âèõðîâî¿ íèòêè õàðàêòåðèñòèêè º àíàëîã³÷íèìè

ãëàäêî¿ íèòêè.

PACS: 67.25.dk Âèõðè è òóðáóëåíòíîñòü;
98.80.Cq Ìîäåëè ïðîèñõîæäåíèÿ Âñåëåííîé, îñíîâàííûå íà òåîðèè ÷àñòèö è òåîðèè ïîëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü âèõðåâîãî êëóáêà, ôðàêòàëüíàÿ âèõðåâàÿ íèòü, ñâåðõòåêó÷èé ãåëèé.

1. Ââåäåíèå

Èäåÿ î òîì, ÷òî ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåð-

ìèíàõ õàîòè÷åñêèõ âèõðåâûõ ëèíèé òðóáîê, âîçíèêëà

íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä (äëÿ îáñóæäåíèÿ è ññûëîê ñì.

êíèãè [1,2]). Íàïðèìåð, ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäå-

ëèðîâàíèè òå÷åíèÿ æèäêîñòåé ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà

ïîðÿäêà 100 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëå çàâèõðåííîñòè

ñîñòîèò èç õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà òîíêèõ âèõðåâûõ

òðóáîê. Ýòà êàðòèíà î÷åíü áëèçêà ê ñèòóàöèè, ïîÿâëÿ-

þùåéñÿ â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè õàîòè÷åñêîé äè-

íàìèêè êâàíòîâàííûõ âèõðåâûõ íèòåé â He II [3–6].

Êîíå÷íî, âèçóàëüíîå ïîäîáèå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü

êàê ïîäòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáåèõ êàðòèí,

ïîýòîìó òðåáóåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ

òðåõìåðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, èíäóöèðóåìîãî õàîòè÷å-

ñêèìè âèõðåâûìè íèòÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñ-

ëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ ðÿä ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî õàîòè÷åñ-

êèå âèõðè â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè ìîãóò èíäóöèðîâàòü

äâèæåíèå æèäêîñòè, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè êëàññè-

÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè (ñì. [7–9]). Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-

ïàä ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ïðîèñõîäèò ïî ñòåïåííîìó

çàêîíó è èìååò óíèâåðñàëüíûé äëÿ òóðáóëåíòíîñòè

âèä ~ /t 3 2 [10]. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êâàíòî-

âàííûõ âèõðåâûõ íèòåé â He II ïîêàçàëî, ÷òî èíäó-

öèðóåìîå âèõðÿìè òå÷åíèå èìååò êîëìîãîðîâñêèé

ñïåêòð [11,12]. Ýòîò ôàêò òàêæå íàáëþäàëè â ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [13]. Âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðà-

çîì õàîòè÷åñêèå âèõðåâûå íèòè ìîãóò ìîäåëèðîâàòü

êëàññè÷åñêóþ òóðáóëåíòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü èíòðè-

ãóþùèì. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïåðâûõ øàãîâ ÿâëÿåò-

ñÿ îïðåäåëåíèå ñïåêòðà ýíåðãèè òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ

æèäêîñòè, èíäóöèðóåìîãî õàîòè÷åñêèìè âèõðåâûìè
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ïåòëÿìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âû÷èñëåíà ñïåêòðàëü-

íàÿ ïëîòíîñòü E k( ) òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ, âîçíèêàþ-

ùåãî îò ôðàêòàëüíûõ âèõðåâûõ íèòåé ñ ðàçëè÷íîé

ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà H D . Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíà

ãàóññîâà ìîäåëü âèõðåâîãî êëóáêà [14].

Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Âî âòîðîì ðàçäåëå,

ðàçáèòîì íà òðè ïîäðàçäåëà, èçëîæåí ìàòåðèàë, îòíî-

ñÿùèéñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Òàê, â

ïåðâîì ïîäðàçäåëå âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ýíåðãèè ïî-

òîêà, èíäóöèðóåìîãî õàîòè÷åñêîé âèõðåâîé íèòüþ.

Âî âòîðîì — êðàòêî îáñóæäåíà ãàóññîâà ìîäåëü è åå

èñïîëüçîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè, â òðåòüåì —

îáñóæäåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ôðàêòàëüíûõ âèõðå-

âûõ ëèíèé. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàáîòû íàéäåíû ñïåê-

òðû ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ âèõðåâûõ ïåòåëü. Â Çàê-

ëþ÷åíèè ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû è

îáñóæäåíû âîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

2.1. Ýíåðãèÿ âèõðåâîé ñèñòåìû

Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîòîêà, èíäóöèðóå-

ìîãî âèõðåâîé íèòüþ, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
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�

2

2 3
v r . (1)

Çäåñü �s — ïëîòíîñòü ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû, v —

ñêîðîñòü æèäêîñòè, �� — óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî

âñåì âîçìîæíûì êîíôèãóðàöèÿì âèõðåâîé ñèñòåìû.

Ïåðåéäåì îò ñêîðîñòè v ê çàâèõðåííîñòè � , äëÿ ýòîãî

ââîäèì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ ñêîðîñòè

A
r

�
��

1

4

3

�
� �

�
�

( )

| |
d .

Òîãäà ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò âèä

E ds� � ��
�

2

3
v A r[ ]�

� � �� �
� �s sd d
2 2

3 3
� �[ ] [ ]A v r + A v r . (2)

Èíòåãðèðîâàíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðà â áåñêîíå÷íûõ

ïðåäåëàõ äàåò íóëü, ïîýòîìó ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ è

E d ds�
���

�

�2

1

4

3 3� � �

�
�

( ) ( )

| |

r

r
r . (3)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåðãèè â k-ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçó-

åì ñîîòíîøåíèå

1 4 3

2| |r

k

k

kr�
�	

	

�
� d ie .

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, çàïèøåì ýíåðãèþ

êàê

E
ds� �

�	

	

�
�

2

3

2

k

k
k k� �( ) ( ) . (4)

Ïîëå çàâèõðåííîñòè â He II èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� ( ) ~ ( ) [ ( )]r s r s� 
 ��� �  � �

0

L

d . (5)

Çäåñü è äàëåå s( )� îáîçíà÷àåò ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâ-

ëåííûé ê íåêîòîðîé òî÷êå âèõðÿ. Ïàðàìåòð �, äëèíà

äóãè, ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî L (ïîëíîé äëèíû âèõ-

ðåâîé íèòè), 
s — ïðîèçâîäíàÿ ðàäèóñ-âåêòîðà âäîëü

êðèâîé, äðóãèìè ñëîâàìè, êàñàòåëüíûé âåêòîð. Âåëè-

÷èíîé ~� îáîçíà÷åí êâàíò öèðêóëÿöèè äëÿ ïîëÿ ñêîðîñ-

òè, ðàâíûé h/m4 , ãäå h — ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m4 —

ìàññà àòîìà ãåëèÿ. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ê �( )r , òîãäà

� ( ) ~ ( ) [ ( )]k r s r s
kr� 
 � ��

�	

	

� �� �  � �d di

L

3

0

e

� 
 ��~ ( ) ( )� � ��
s

kse i

L

d

0

, (6)

äàëåå ïîäñòàâèì (6) â (4) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè â óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà âèäå:

E d� �
�	

	

� 3
k

� 
 
 ���
1

22

2

1 2 1 2

00

1 2

k
s s

k s s� �
� � � �� �s i

LL

d d
~

( ) ( )
( ) ( ))

e
(

.

(7)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûðàçèëè ýíåðãèþ ïîòîêà â òåðìè-

íàõ êîíôèãóðàöèè âèõðåâûõ ïåòåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî

âûðàæåíèå â óãëîâûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì

ýíåðãèè ïîòîêà — âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé òóðáó-

ëåíòíûõ òå÷åíèé.

2.2. Ãàóññîâà ìîäåëü

Äëÿ óñðåäíåíèÿ (7) ïî âñåì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì

ïîëÿ çàâèõðåííîñòè èñïîëüçóåì ãàóññîâó ìîäåëü âèõ-

ðåâîãî êëóáêà [14]. Ñóòü ãàóñcîâîé ìîäåëè — ïîñòðîå-

íèå ïðîáíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè �( )s

ðåàëèçàöèè êîíôèãóðàöèè âèõðåâûõ ëèíèé â ïðîñò-

ðàíñòâå ïåòåëü íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ ôàêòîâ. Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû óñðåäíåíèå ïî êîíôèãóðàöèÿì âèõðåâûõ ëèíèé,
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ñäåëàííîå ñ åå ïîìîùüþ, äàâàëî èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ

îïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

âèõðåâûå íèòè èìåþò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå. Ýòè

ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê îáîáùåííîìó ðàñïðåäåëå-

íèþ Âèíåðà äëÿ ôóíêöèè �( )s . Ïðàêòè÷åñêè, ÷òîáû âû-

÷èñëèòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå ÷èñëà, óäîáíî ðàáîòàòü íå

ñ ðàñïðåäåëåíèåì Âèíåðà, à ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ôóíêöèîíàëîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:
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 �  �� �

~

( ) ( )

2 3

2 1 2
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1 20
2

k

k P P
k

.
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(11)

Â ñîîòíîøåíèè (11) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ çíà÷åíèÿ P
� �( ) � k

�
�� � �� �( ��� ����

�� — ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ). Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè â òåðìèíàõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, äëÿ ýòîãî

ïðîâàðüèðóåì W ({ ( ), ( )})P P
� �� �
 

 ïî P

� �( )
 . Ïðè ýòîì

èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

 �

 �
 � �� �

�

� ��
P

P

( )

( )
(
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 .

Áóäåì ñ÷èòàòü ñèñòåìó ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé â

k-ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ( )d dk3 2 4k / k � � è

N N��
��� �  � �( ) ( )
 � 

 � 
 � 

 ,

âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñàì. Êðîìå òîãî,

âîñïîëüçîâàâøèñü âûøåïðèâåäåííûì âûðàæåíèåì

äëÿ P
� �( ), ïîëó÷èì

E d d dk Ns

LL

� � �� ��
	

4 32
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( ( ) ) ]exp (k N x dx k N d d
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�

�

�

� �� � � �

�2

�
�

�

�
�
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�

�

�
�
�

.

(12)

Ïðåîáðàçóåì äâîéíîé èíòåãðàë â ïðåäýêñïîíåíöèàëü-

íûé ìíîæèòåëü, ïîâåðíóâ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: V U� 
 � 

 � 
 � 

� � � �, . Îáëàñòü èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ èç

d d

LL


 

�� � �

00

â J dU dV dU dV

L U

L U L

U

L U

� �

� �

� � � ��
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 2

0

2

.

U èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî L. Ìîäóëü ÿêîáèàíà

ïðåîáðàçîâàíèÿ J U V /� 
 

 �| ( , ) / ( , )| � �  1 2. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ èíòåãðàë â ýêñïîíåíòå.

Ïîñëå âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

E dk dU L U N U k N x dxs

L U

� � �
�

�

�
��

�

�

�

�	

	

� � �8 3 22

0 0

�� �~ ( ) ( ) ( ) ��
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�

2

� � �
�

�

�
��

�

�

�
���exp ( ) ( )6 2

0

k U x N x dx

U

. (13)

Ñîîòíîøåíèå (13) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òðåõìåðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè.

×òîáû èñïîëüçîâàòü åãî, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü âèä ôóíê-

öèè N x( ). Ýòîìó ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

2.3. Ìîäåëè âèõðåâûõ íèòåé

Ìû èññëåäóåì íåñêîëüêî íàèáîëåå âàæíûõ ìîäåëåé

âèõðåâûõ íèòåé. Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèè (10) â ñëó÷àå� �� :
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(14)

Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïîëÿ ñêîðîñòè, èíäóöèðóåìîãî ôðàêòàëüíîé âèõðåâîé íèòüþ â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè
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Ïðîèíòåãðèðóåì ñîîòíîøåíèå (14) ïî 
� è 

� â èíòåð-

âàëå îò 0 äî L. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

� � � � � � �( ( ) ( )) ( ( ) ( ))s s s sL L D0 0 2 .

Çäåñü � �D 2 — ñðåäíèé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

òî÷êàìè 
 

� �, , â ïðàâîé ÷àñòè (14) ïîÿâèòñÿ äâîéíîé

èíòåãðàë îò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþ-

ùåé ñèñòåìó. Ïîñëå åãî âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷èì íåêîòî-

ðóþ ôóíêöèþ îò L (ïîëíîé äëèíû âèõðåâîé íèòè).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü

ìåæäó ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè è ëèíåé-

íûì ðàçìåðîì îáúåêòà. Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ

ìîæíî áóäåò âû÷èñëèòü îñíîâíóþ õàðàêòåðèñòèêó

ôðàêòàëüíîãî îáúåêòà — åãî ðàçìåðíîñòü. Îïðåäåëèì

ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè (ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîð-

ôó) íåêîòîðûõ íàèáîëåå âàæíûõ ìîäåëåé âèõðåâûõ

íèòåé, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì èíòåãðàëû ïðè ðàçëè÷íûõ

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ N ( )
 � 

� � . Èòàê

� � �D 2 N d d

LL

( )
 � 

 
 

�� � � � �

00

.

Ïóñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñòåïåííîé âèä,

ò.å. N c( ) ( )
 � 

 � 
 � 

� � � � �, ãäå c — çäåñü è äàëåå íåêîòî-

ðàÿ êîíñòàíòà ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè. Ðåçóëüòàò èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ñëåäóþùèé: � � �D L2 2~ � , ò.å. ñðåäíèé ëè-

íåéíûé ðàçìåð òðåõìåðíîé îáëàñòè, çàíèìàåìîé

âèõðåâîé ïåòëåé, ñâÿçàí ñ åå äëèíîé ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

L D
HD~ � � . (15)

Òàêèì îáðàçîì, âèõðåâàÿ íèòü ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûì

îáúåêòîì ñ ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà H /D � �2 2( )� .

Äëÿ ãëàäêîé ëèíèè � � 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, H D �1.

Äðóãîé âàæíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü íèòè, êîòî-

ðàÿ íå ìîæåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèé. Â ýòîé ìîäåëè

� � � 4 5/ , òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî H /D � 5 3. Òåïåðü îá-

ðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ äåëüòà-êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

N c( ) ( )
 � 

 � 
 � 

� �  � � , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé

áðîóíîâñêîé ëèíèè (âåëè÷èíà c ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåí-

òàðíîìó øàãó). Ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî

áåñêîíå÷íî áëèçêèå òî÷êè âèõðåâîé íèòè, ò.å. ðåàëè-

çóåòñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê

L D~ 2, ñîîòâåòñòâåííî, H D � 2. Âèõðåâûå ïåòëè â

ñâåðõòåêó÷åì He II òàêæå îáëàäàþò ãàóññîâîé ñòàòèñ-

òèêîé, îäíàêî äëÿ íèõ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå

èìååò ñòåïåííîé âèä [14]. Íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà


 � 

� � (âäîëü êðèâîé) íèòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íî íà

áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íèòü îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, ñõî-

æèìè ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ õàðàêòåðíûì ìàñ-

øòàáîì R — ðàäèóñîì êðèâèçíû. Íàèëó÷øèì îáðà-

çîì òàêîå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî

ôóíêöèåé

N
/R

/R
( )

[( ) ]

 � 

 �

� 
 � 


� �

�

� �1 2
, (16)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ «ðàçìàçàííîé» (íà øèðèíó R) äåëü-

òà-ôóíêöèåé. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-

öèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ «ðåàëüíîé» íèòè èëè íèòè,

ãëàäêîé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ 
 � 

� � �� R è îáëàäàþ-

ùåé ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè áðîóíîâñêîé íèòè íà

áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ 
 � 

 �� � � R.

3. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

Îïðåäåëèì ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìîäåëåé âèõðåâûõ íèòåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è

íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âèõðåâûå ïåòëè ÿâëÿþòñÿ çà-

ìêíóòûìè ëèíèÿìè. Óñëîâèå çàìûêàíèÿ èìåþò ñëåäó-

þùèé âèä:
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 ���D N d d

LL
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00

0(� �� � � � , (17)

äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè âèõðÿ ðàâíî íó-

ëþ. Ýòî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà êîð-

ðåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, à èìåííî: çàíóëåíèå ïðè èí-

òåãðèðîâàíèè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì ïî âñåé äëèíå

íèòè è ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãðàíèö èíòåãðèðîâà-

íèÿ (òî÷åê 0 è L). Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñòî áðîóíîâñêîé

íèòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ N x c x( ) ( )�  äîëæíà çàìåíÿòüñÿ ôóíêöèåé

N x( ) � c x /L[ ( ) ] �1 . Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïðèìåíÿ-

åòñÿ â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Åñëè íå âûïîëíèòü ýòó ïðîöå-

äóðó, ïîëó÷àåòñÿ íåâåðíîå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ âîëíî-

âûõ ÷èñëàõ. Ïðè ýòîì äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé â

ýêñïîíåíòå âûðàæåíèÿ (13) ìîæíî, íå îïàñàÿñü ïðîòè-

âîðå÷èé, íå âûïîëíÿòü óêàçàííóþ ïðîöåäóðó.

3.1. Áðîóíîâñêàÿ ëèíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷èñòî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

(áðîóíîâñêàÿ ëèíèÿ), òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

èìååò âèä N x c x( ) ( )�  . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñ-

êîãî ñïåêòðà íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî U â

óðàâíåíèè (13), íî ñíà÷àëà âû÷èñëèì èíòåãðàë â ýêñ-

ïîíåíòå ýòîãî âûðàæåíèÿ:

� � � ��6 32

0

2k U x c x dx k cU

U

( ) ( ) .

Ïðè ýòîì ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïðèìåò âèä
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Äàííûé èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ â àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, îòâåò èìååò ñëåäóþùèé âèä:

E k
ck L ck L/ ck L ck

s( ) ~ exp( )( ) (
�

� � � � � �
8

6 2 3 3 2 17 242
2 2 2

�� �
2

418

L

ck L

)
. (19)

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè áîëüøèõ è ìàëûõ k

ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíå 1/ cL . Âåëè÷èíà cL ñîâ-

ïàäàåò ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì òðåõìåðíîé îáëàñòè,

ãäå ëîêàëèçîâàíà âèõðåâàÿ ïåòëÿ. Èç âûðàæåíèÿ (19)

ñëåäóåò, ÷òî ïðè k cL E k�� , ( ) âåäåò ñåáÿ ïðèìåðíî

êàê E k c k Ls( ) ~% 8 2 2 2 2�� � , ò.å. ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî k 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

çàêîíó ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ è îçíà÷àåò, ÷òî dE/dk

ïîñòîÿííî. Ïðè k cL E k�� , ( ) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé, ïðèìåðíî ðàâíîé 9,33�� �s cL~ .2 Ýíåðãåòè-

÷åñêèé ñïåêòð äëÿ áðîóíîâñêîé ëèíèè ïðåäñòàâëåí

íà ðèñ. 1,à, íèæíÿÿ êðèâàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,

÷òî E k k( ) ~ 2 ïðè k, ìåíüøèõ 100–1/2, è íå çàâèñèò îò

k äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë, ïðåâîñõîäÿùèõ ýòî çíà÷åíèå.

3.2. Ñòåïåííûå êîðåëëÿöèè

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîò-

íîñòè äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñòåïåííîãî âèäà

N ( )x = cx �. Èíòåãðàë â ýêñïîíåíòå âûðàæåíèÿ (13)

âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ðèñ. 1. Ñïåêòð ýíåðãèè äëÿ ôðàêòàëüíûõ ëèíèé ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà (à) è «ïîëóôðàêòàëüíàÿ» âèõðåâàÿ

íèòü â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè (á).



Èíòåãðàë (22) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ñâÿçè ñ íå-

âîçìîæíîñòüþ âçÿòü èíòåãðàë âî âñåì èíòåðâàëå ïî-

ëó÷èì åãî îöåíêè ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ k. Îòìåòèì,

÷òî îáúåêòèâíîé ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà èç èíòåðâàëà [1; 3],

èëè � èç èíòåðâàëà [–4/3; 0]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

âûðàæåíèå �� �� �1 2) ( )/ âñåãäà ìåíüøå 1, ïîýòîìó

ïðè áîëüøèõ k ïåðâûé ÷ëåí èç ïåðâîé ñêîáêè ïîäûí-

òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (22) áîëüøå âòîðîãî. Èòàê,

ïðè k �� 1, k L /2 2� &� ' 	, è (22) äàåò
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî t äàñò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, íå çà-

âèñÿùóþ îò k, â ðåçóëüòàòå

E k k k
HD( ) ~

�
�

� ��
2

1

2 2

�

� . (24)

Âûðàæåíèå (24), ïîëó÷åííîå èç ñîâåðøåííî äðóãèõ

ïðåäïîëîæåíèé, ðàíåå îáñóæäàëîñü â òåîðèè òóðáó-

ëåíòíîñòè (ñì. [1]). Ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ íàì,

êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, íåîáõîäèìî

ó÷åñòü óñëîâèå çàìêíóòîñòè âèõðåâîé íèòè. Ñòåïåí-

íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

N x( ) � c x L{ ( ) / [( )( )]}� � � �� � �2 1 2 . Óðàâíåíèå, îïðå-

äåëÿþùåå âèä ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïðè ìàëûõ k,

ñîâïàäàåò ñ (13). Êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî áëóæäà-

íèÿ, óñëîâèå çàìêíóòîñòè âèõðåâîé íèòè ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî èíòåãðàë ïî U îò ïåðâîãî ÷ëåíà âî âòîðîé

ñêîáêå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,

E k ks( ) ~ ~16 2 2�� � �

� � �
� �
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�
�
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, (25)

Çäåñü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò k, ïîý-

òîìó èíòåãðèðîâàíèå äàñò íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, íå çàâè-

ñÿùóþ îò âîëíîâîãî ÷èñëà. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè

ìàëûõ k, E k k( ) ~ 2, êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî áëóæäà-

íèÿ. Íà ðèñ. 1,a ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ, âåðõíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîé

íèòè � � 0, â îáëàñòè k ~ 100 1� ñì–1 ïðîèñõîäèò èçìåíå-

íèå çàâèñèìîñòè îò E k k( ) ~ 2 ïðè ìàëûõ k äî E k k( ) ~ �1

ïðè áîëüøèõ k. Äëÿ ëèíèè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íàáëþ-

äàåòñÿ ñõîäíîå ïîâåäåíèå: E k k( ) ~ 2 ïðè k ~ /100 3 5� è

E k k( ) ~ /�1 3 ïðè óâåëè÷åíèè k. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîé

ìîäåëè H /D � 5 3 è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äåéñòâèòåëü-

íî ïðîïîðöèîíàëåí k
HD �2

.

3.3. «Ðåàëüíàÿ» íèòü

«Ðåàëüíàÿ» âèõðåâàÿ íèòü ÿâëÿåòñÿ ïîëóôðàêòàëü-

íûì îáúåêòîì, ò.å. ãëàäêîé íèòüþ íà ìàñøòàáàõ


 � 

 ��� � R, èìåþùåé ñòðóêòóðó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

ïðè óâåëè÷åíèè 
 � 

� � . Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

íåçàìêíóòîé íèòè çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (16). Ê ñîæàëå-

íèþ, ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñëèøêîì ãðîìîçäêîå, ÷òîáû

âûïîëíèòü àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç. Ïîíÿòíî, îäíàêî, ÷òî

îáëàñòü âîëíîâûõ ÷èñåë k â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ðàç-

áèòà íà òðè ÷àñòè. Ïåðâàÿ — ýòî îáëàñòü k / LR�� 1 , ñî-

îòâåòñòâåííî, âîëíîâûå ÷èñëà ìåíüøå îáðàòíîãî ðàç-

ìåðà îáëàñòè, ãäå ëîêàëèçîâàíà âèõðåâàÿ ïåòëÿ. Òàêèå

âîëíîâûå ÷èñëà îïèñûâàþò äàëüíåå òå÷åíèå, è ïî àíà-

ëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè çäåñü ñïðàâåäëèâ çàêîí

ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè E k k( ) ~ 2. Îáëàñòü

( )1 1/ LR k /R�� �� ñîîòâåòñòâóåò ìàñøòàáàì á�ëüøèì,

÷åì ýëåìåíòàðíûé øàã R, íî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ñèñòå-

ìû. Ïîíÿòíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð íå çàâèñèò îò

k, êàê ýòî äîëæíî áûòü äëÿ áðîóíîâñêîé ëèíèè. Ïðè

äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè k, ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê ìàñøòà-

áàì, ìåíüøèì ýëåìåíòàðíîãî øàãà R, ãäå ôðàêòàëüíîñòü

îòñóòñòâóåò è E k k( ) ~ �1, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ ãëàäêîé

íèòè. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñ-

êîãî ñïåêòðà «ðåàëüíîé» âèõðåâîé íèòè ïîäòâåðæäàþò

ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ (ñì. ðèñ. 1,á), ò.å. äëÿ íèòè ñ

ïàðàìåòðàìè L � 100 è R = 0,01 — âåðõíÿÿ êðèâàÿ, è äëÿ

íèòè ñ L � 100 è R = 1 — íèæíÿÿ êðèâàÿ. Ìîæíî âèäåòü,

êàê E k( ) èçìåíÿåò ñâîé õàðàêòåð â òî÷êàõ k / LR� �1 1è

k /R�� �1 100 äëÿ âåðõíåé êðèâîé è, ñîîòâåòñòâåííî, â

òî÷êàõ k / LR�1 0 03~ , è k /R�� �1 0 1, äëÿ íèæíåé.

4. Âûâîäû

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàóññîâîé ìîäåëè âèõðåâîãî êëóáêà

âû÷èñëåí ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð òðåõìåðíîãî ñëó÷àéíî-

ãî ïîëÿ ñêîðîñòè, èíäóöèðóåìîãî õàîòè÷åñêèìè âèõðå-

âûìè íèòÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèòè èìåþò ñòðóê-

òóðó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (áðîóíîâñêèå ëèíèè) ñ

ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà H D . Ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ ôðàêòàëüíîé âèõðåâîé ëèíèè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ

âåëè÷èíîé H D , äëÿ áîëüøèõ k ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

E k k
HD( ) ~

�2
, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìàëûõ k èìååò óíè-

âåðñàëüíûé õàðàêòåð E k k( ) ~ 2. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå-

îáõîäèìûì îáñóäèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: èìååò ëè

ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà H D ôèçè÷åñêèé ñìûñë â äèàïà-

çîíå îò 1 äî 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â

ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå E k( ) ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò –1

äî 1. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå –5/3, ñîîòâåòñòâóþùåå

êîëìîãîðîâñêîìó ñïåêòðó, íå äîñòèãàåòñÿ â ïðåäñòàâ-

ëåííîé ìîäåëè. Ïðè÷èíà ýòîãî î÷åâèäíà — â ðåàëüíîì

òóðáóëåíòíîì ïîòîêå âèõðåâûå ñòðóêòóðû (ïåòëè) ñèëüíî

ïîëÿðèçîâàíû âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ, â òî âðåìÿ êàê

ìû âû÷èñëÿëè ñïåêòð äëÿ ñâîáîäíûõ ïåòåëü.
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Energy spectrum of the velocity field induced by

a fractal vortex line in superfluid helium

S.K. Nemirovskii and V.A. Andryuschenko

The energy spectrum E k( ) of the three-dimen-

sional velocity field induced by fractal vortex line in

superfluid helium is calculated by the use of the

Gaussian model of vortex tangle induced by chaotic

vortex lines. We studied the cases of various Hauss-

dorf dimension HD. If the line is a purely fractal

object with Haussdorf dimension HD, the E k( ) is a

power-like function E k k
HD( ) ~

�2
for large k, whe-

reas for small k the spectrum has universal character

E k k( ) ~ 2. For very small distance from the vortex

line the characteristics are similar to those of a

smooth line.

PACS: 67.25.dk Vortices and turbulence ;

98.80.Cq Particle-theory and field-theory

models of the early Universe.

Keywords: model of the vortex tangle, fractal vor-

tex line, superfluid helium.
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