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Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ 2D-ýëåêòðîíà âáëèçè êðàÿ ãðàôåíà íåîáõîäèìî çíàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

äëÿ ýôôåêòèâíîé (îãèáàþùåé) âîëíîâîé ôóíêöèè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ óðàâíåíèÿì òèïà Âåéëÿ–Äèðàêà.

Ýòè óñëîâèÿ, âûâåäåííûå èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ ñâÿçü íà êîìïîíåí-

òû ñïèíîðà, ñîñòàâëåííîãî èç îãèáàþùèõ ôóíêöèé. Â ïðåíåáðåæåíèè ìåæäîëèííûì âçàèìîäåéñòâè-

åì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ãðà-

íèöó îáùåãî òèïà. Ïîëó÷åí ñïåêòð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà äëÿ ëèíåéíîé ãðàíèöû.

Äëÿ îïèñó ïîâîäæåííÿ 2D-åëåêòðîíà ïîáëèçó êðàþ ãðàôºíó íåîáõ³äíî çíàòè ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ

åôåêòèâíî¿ (îãèíàþ÷î¿) õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿, ùî ï³äêîðÿºòüñÿ ð³âíÿííÿì òèïó Âåéëÿ–Ä³ðàêà. Ö³ óìîâè,

ÿê³ âèâåäåíî ³ç çàãàëüíèõ ðîçóì³íü, ÿâëÿþòü ñîáîþ ë³í³éíèé çâ’ÿçîê íà êîìïîíåíòè ñï³íîðà, ÿêèé

ñêëàäåíî ç ôóíêö³é, ùî îãèíàþòü. Ó çíåâàç³ ì³æäîëèííî¿ âçàºìîä³¿ ãðàíè÷í³ óìîâè çàëåæàòü ò³ëüêè

â³ä îäíîãî ä³éñíîãî ïàðàìåòðà, ùî õàðàêòåðèçóº ãðàíèöþ çàãàëüíîãî òèïó. Îòðèìàíî ñïåêòð êðàéîâèõ

ñòàí³â åëåêòðîíà äëÿ ë³í³éíî¿ ãðàíèö³.

PACS: 73.20.–r Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ è ãðàíèöàõ ðàçäåëà;
72.80.Rj Ôóëëåðåíû è ðîäñòâåííûå ìàòåðèàëû;
68.47.Fg Ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôåí, êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ, óðàâíåíèå Äèðàêà, óðàâíåíèå Âåéëÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
îãèáàþùàÿ ôóíêöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ãðàôåí — ïëîñêèé ìîíîàòîìíûé ñëîé óãëåðîäà,

àòîìû êîòîðîãî ñèäÿò â óçëàõ ãåêñàãîíàëüíîé äâóìåð-

íîé (2D) ðåøåòêè (ñì. ðèñ. 1) — ÿâëÿåòñÿ ñòðîèòåëü-

íûì áëîêîì äëÿ îáðàçîâàíèÿ 3D-ãðàôèòà, 1D-íàíî-

òðóáîê è 0D-ôóëëåðåíîâ. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà

ñîñòîèò èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ïîäðåøåòîê: À è Â.

Ýëåêòðîíû â ãðàôåíå èìåþò áåñùåëåâîé è ëèíåéíûé

ïî 2D-èìïóëüñó ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð, äâóêðàòíî

âûðîæäåííûé ïî ñïèíó è äâóêðàòíî — ïî íîìåðó äî-

ëèíû (ñì. ðèñ. 2), ïðè÷åì âàëåíòíàÿ çîíà è çîíà ïðîâî-

äèìîñòè êàñàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ K è �K . Â ñâîáîäíîì

ñîñòîÿíèè ÷åøóéêè ãðàôåíà áûëè ïîëó÷åíû ñîâñåì

íåäàâíî [1,2]. Óäèâèòåëüíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàë ãðàôåí â ïåðâûõ æå ýêñïåðèìåíòàõ, âû-

çâàëè áóðíî íàðàñòàþùèé ïîòîê ðàáîò (ñì., íàïðèìåð,

îáçîðû [2–4]).

Ïåðâîíà÷àëüíûé èíòåðåñ ê ãðàôåíó áûë ñâÿçàí ñ

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì âèäîì îäíî÷àñòè÷íîãî ýëåê-

òðîííîãî ñïåêòðà. Îãèáàþùèå âîëíîâûå ôóíêöèè

ýëåêòðîíîâ â êàæäîé äîëèíå îïèñûâàþòñÿ äâóõêîìïî-

íåíòíûì óðàâíåíèåì Âåéëÿ, ïðèìåíÿåìûì îáû÷íî

äëÿ îïèñàíèÿ íåéòðèíî. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèåì ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîãî

óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè çàíóëåíèè ìàññû (ò.å. øèðèíû

çàïðåùåííîé çîíû). Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåê-

òðîíû â ãðàôåíå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ Äèðàêà

(èëè Âåéëÿ–Äèðàêà, èëè ïðîñòî Âåéëÿ) è èìåþò áåç-
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Ðèñ. 1. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà.



ìàññîâûé äèðàêîâñêèé ñïåêòð â âèäå ïàðû êîíóñîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðÿäà ýôôåêòîâ, âêëþ÷àÿ àíîìàëüíûé

êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà, îáíàðóæåííûé â ïåðâûõ æå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ, íåîáõîäèìî çíàòü ïîâå-

äåíèå ýëåêòðîíà èëè äûðêè âáëèçè êðàÿ îáðàçöà [5,6].

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðîáëå-

ìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ÃÓ) äëÿ îãèáàþùèõ ôóíêöèé

íà êðàþ îáðàçöà. Èññëåäîâàíèþ ýòîé ïðîáëåìû è ïî-

ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Îãèáàþùèå ôóíêöèè â ãðàôåíå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâ-

íåíèþ Âåéëÿ–Äèðàêà [7]:
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� ( � , � , )p � p px y 0 — äâóìåðíûé îïåðàòîð èìïóëüñà, � � �p

� �( � , � , )p px y 0 , � � ( , , )� � �1 2 3 — âåêòîð ìàòðèö Ïàóëè â

ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè, 
 �10 6 ì/ñ — ñêîðîñòü

ýëåêòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (àíàëîã ñêîðîñòè

ñâåòà â ðåëÿòèâèñòñêîì óðàâíåíèè Âåéëÿ), êîîðäèíàò-

íûå îñè âûáðàíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Â ýòîì

ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàí äåéñòâóåò íà ñòîëáåö èç

îãèáàþùèõ âîëíîâîé ôóíêöèè ( , , , )� � � �A B A B
T� � ,

ïðè ýòîì ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â ãðàôå-

íå â ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè èìååò âèä
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ãäå �( )r — âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ p z -îðáèòàëè àòîìà óãëå-

ðîäà, R a , R b — ïîëîæåíèå àòîìîâ òèïà À è Â, ñóììè-

ðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì àòîìàì ïîäðåøåòêè. Â äàëü-

íåéøåì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó 2�2 áóäåì îáîçíà÷àòü � 0

è âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷åòà òàê, ÷òî � � �K K.

Óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
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ïðèìåíåííûì ê (2), ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãàìèëüòîíèàíà:
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî íàìè â äàííîé

ðàáîòå. Â äàëüíåéøåì ïîëîæèì 
 �1.

Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ î ÃÓ íà êðàþ îáðàçöà ãðà-

ôåíà. Â ðàáîòå [8] ââåäåíèåì «äîñòàòî÷íî ìîùíîé»

äåëüòà-ôóíêöèè, ïðèæàòîé ê áåñêîíå÷íî âûñîêîìó

áàðüåðó, äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (5) áûëî ïîëó÷åíî îáùåå

ÃÓ äëÿ «æåñòêîé ñòåíêè»:

( ) |1 0� �M S� , (6)

ãäå Ì — ìàòðèöà 4�4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

M

M M

M

2 1

0

0

0

�

�

� �

�
�

�

�
�

�

�
	

�

,

,

{ , } ,

,

n �

�
�

�

(7)

n � ( , , )n nx y 0 — âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå S.

Â ðàáîòå [9] áûëî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàíî,

÷òîáû ìàòðèöà M êîììóòèðîâàëà ñ îïåðàòîðîì îáðà-

ùåíèÿ âðåìåíè. Ìàòðèöà Ì, âõîäÿùàÿ â ÃÓ (6), â òà-

êîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðà-

ìè �, m, m n� (âñåãî òðè ïàðàìåòðà):

M � � �( ) ( ),�� �m m n, (8)

�— ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Â ðàáîòå [10] â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ áëèæàéøèõ

ñîñåäåé (ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè) áûëè ðàññìîòðåíû

äâà òèïà ãðàíèö: armchair è zigzag, ñì. ðèñ. 1. Äëÿ ýòèõ

òèïîâ ãðàíèö áûëè ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ:

armchair —

( )|� �A
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Se eKr Kr 0, (9)

zigzag äëÿ ãðàíèöû èç àòîìîâ òèïà A —

� A S| � 0,

� �� A S| 0. (10)

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2), âîîáùå ãîâîðÿ,

ñïðàâåäëèâî â ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ (íà ìåæàòîì-

íûõ ðàññòîÿíèÿõ) âíåøíèõ ïîëÿõ, ïîýòîìó âíåøíèå

ïîòåíöèàëû äîëæíû áûòü ïëàâíûìè è íå ïåðåìåøè-

âàòü îãèáàþùèå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì äîëèíàì. Â

ñëó÷àå ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå, ÃÓ

ìîæåò ïåðåìåøèâàòü îãèáàþùèå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàç-

íûì äîëèíàì. Òàêîå ÃÓ íàçûâàþò çàïóòûâàþùèì.

Òàê, âûïèñàííîå âûøå ÃÓ äëÿ ãðàíèöû òèïà armchair

— çàïóòûâàþùåå ÃÓ.
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Ðèñ. 2. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå

âáëèçè òî÷åê K è �K



Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû — îòâåòèòü íà âîïðîñ, êà-

êèå ÃÓ, óäîâëåòâîðÿþùèå îáùèì òðåáîâàíèÿì (ýðìè-

òîâîñòü è t — èíâàðèàíòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà), â ïðèí-

öèïå, âîçìîæíû. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíèöà

â îòñóòñòâèå ìåæäîëèííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êîìïî-

íåíòû ñïèíîðà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì äîëèíàì, íå

ïåðåìåøèâàþòñÿ íà ãðàíèöå). Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå çàäà÷à î âîçìîæíûõ ÃÓ íà êðàþ ãðàôåíà, îïè-

ñûâàåìûì ãàìèëüòîíèàíîì (5), ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-

íèþ ÃÓ äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ Âåéëÿ, à ñïåêòð äëÿ

ãðàôåíà ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåò-

ðèéíûõ ñîîáðàæåíèé. Â ðàçä. 2 ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî

èç ýðìèòîâîñòè çàäà÷è [11,12] ìîæíî ïîëó÷èòü ÃÓ,

ñâÿçûâàþùåå äâå êîìïîíåíòû ñïèíîðà íà êðàþ ñèñòå-

ìû è çàâèñÿùåå òîëüêî îò îäíîãî ïàðàìåòðà, õàðàêòå-

ðèçóþùåãî ãðàíèöó. Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ÃÓ, ëåãêî

ðåøèòü 2D-óðàâíåíèå Âåéëÿ íà ïîëóïëîñêîñòè è íàé-

òè ñïåêòð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðà-

íèöå. Â ðàçä. 3 äîïîëíèòåëüíî (êðîìå ýðìèòîâîñòè)

èñïîëüçîâàíà ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê èí-

âåðñèè âðåìåíè è ïîëó÷åíû ÃÓ è ñïåêòð êðàåâûõ

ñîñòîÿíèé â ãðàôåíå. Ïîêàçàíî, ÷òî çîíà êðàåâûõ ñî-

ñòîÿíèé ëèíåéíà ïî èìïóëüñó, êèðàëüíà è èìååò äèñ-

ïåðñèþ, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî

ãðàíèöó. Â ðàçä. 4 ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ãðàôå-

íà â ðàçä. 3, ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè

äëÿ áåçìàññîâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà [11].

2. ÃÓ äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Âåéëÿ

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí Âåéëÿ:

H w ��p. (11)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãàìèëüòîíèàí (11) áûë ýðìèòîâ

â îáëàñòè ñ ãðàíèöåé S è âåêòîðîì íîðìàëè ê ãðàíèöå

n � (cos ,sin )� � , ò. å . äëÿ ëþáîé ïàðû ñïèíîðîâ

� � �� ( , )1 2 , � � �� ( ,1 2) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî:
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:

� �� �( ) ( )r n r�
S

0, (13)

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì ÃÓ:

�� ��1 2 0� ��ia i

S
e ) , (14)

ãäå a — äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿþùèé ãðàíèöó. ÃÓ ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå

1

0 0
0

1

2

ia i

S

e��

�
�
�

�

�
	
	
�

�
��

�

�
		 �

� �

�
.

(15)

Ðåøèì óðàâíåíèå Âåéëÿ íà ïîëóïëîñêîñòè, ãðàíè-

öà êîòîðîé çàäàíà âåêòîðîì íîðìàëè n, äëÿ ÷àñòèöû ñ

çàäàííûì èìïóëüñîì k âäîëü ãðàíèöû ïðè íåêîòîðîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a. Íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò

ãðàíèöû ìû ïðåäïîëàãàåì êîíå÷íîñòü âîëíîâîé ôóíê-

öèè. Ñðåäè ðåøåíèé áóäóò òàêèå, êîòîðûå îòâå÷àþò

îáúåìíîìó ñïåêòðó óðàâíåíèÿ Âåéëÿ (çàêðàøåííàÿ

îáëàñòü íà ðèñ. 3), è ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå êðàåâûì ñî-

ñòîÿíèÿì (ÊÑ) (æèðíàÿ ïðÿìàÿ). ÊÑ îïèñûâàþòñÿ äèñ-

ïåðñèîííûì óðàâíåíèåì:

1 02 2� � � �a/E k E k( ) . (16)

Èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñëåäóþùèé çàêîí äèñïåðñèè:

E
a

a
k

k a

�
�

� �

2

1

1 0

2

2

,

( ) . (17)

Ñïåêòð (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå, ââåäÿ

íîâûé ïàðàìåòð�: sin ( )� � �2 12a/ a è äîãîâîðèâøèñü,

÷òî ïðè a ��, � � 0 è a � 0, � �� . Òîãäà âìåñòî óðàâíå-

íèÿ (17) ïîëó÷èì:

E k

k

�

�

sin ,

cos .

�

� 0 (18)

Ñïåêòð ÊÑ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3. Â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � ÊÑ ñóùåñòâóþò â ðàçíûõ

êâàäðàíòàõ ïëîñêîñòè ( , )E k : � � � � �( , )/2 íà ðèñ. 3,ã

� � �( , )/2 0 í à ð è ñ . 3,â, � � ( , )0 2/ í à ð è ñ . 3,á,

� � � ( , )/2 íà ðèñ. 3,a.
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Ðèñ. 3. Ýëåêòðîííûé ñïåêòð E k( ) äëÿ 2D-óðàâíåíèÿ Âåéëÿ

íà ïîëóïëîñêîñòè. Çàêðàøåííàÿ îáëàñòü îòâå÷àåò íåïðå-

ðûâíîìó ñïåêòðó (îáúåìíûå ðåøåíèÿ), æèðíûå ïðÿìûå

— êðàåâûì ñîñòîÿíèÿì, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèì

âäàëè îò ãðàíèöû. Ïîñëåäíèå ñóùåñòâóþò â ðàçíûõ êâàä-

ðàíòàõ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà �: � � � ( , )/2 (à),

� � ( , )0 2/ (á), � � �( , )/2 0 (â), � � � � �( , )/2 (ã).



3. ÃÓ äëÿ ãðàôåíà

Â ïðåíåáðåæåíèè ìåæäîëèííûì âçàèìîäåéñòâèåì

îáùåå ÃÓ äëÿ ãðàôåíà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ãðàíè÷-

íóþ 4�4 ìàòðèöó �!, äåéñòâóþùóþ íà áèñïèíîð, ÿâëÿ-

þùèéñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ãàìèëüòîíèàíà (5):

�!
�

�

�

��
�

�
�

�

�
	 �

�
�

�
�

�

�
	

�
�

�
�

�

�
	 �

S S

b

b

0

0
0, (19)

ãäå b, �b — èñêîìûå ìàòðèöû 2�2.

Èç ýðìèòîâîñòè ãàìèëüòîíèàíà (5) òàê æå, êàê è â

ï.2, äëÿ ìàòðèö b è �b ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

b
ia i

�
�

�
�
�

�

�
	
	

�1

0 0

e �
, (20)

� �
�

�
�
�

�

�
	
	

�
b

id i1

0 0

e �
. (21)

Îïåðàòîð èíâåðñèè âðåìåíè (îòâå÷àþùèé êîì-

ïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè) â

âûáðàííîì íàìè ïðåäñòàâëåíèè (5):

� �T K�
�

�
��

�

�
		

0

0

1

1
0

�

�
, (22)

�K 0 — îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Èç ñèììåòðèè ÃÓ ïî îòíîøåíèþ ê èíâåðñèè âðåìå-

íè ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ a è d â (20),

(21) è îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû �!:

�! �

�

�

�
�
�
�
�

�

�

	
	
	
	
	

�

�

1 0 0

0 0 0 0

0 0 1

0 0 0 0

ia

i /à

i

i

e

e

�

�
. (23)

Ðåøèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (1) ñ ãàìèëüòîíèà-

íîì (5) íà ïîëóïëîñêîñòè ãðàôåíà, ëàòåðàëüíàÿ ãðàíè-

öà êîòîðîé çàäàíà 2D-âåêòîðîì íîðìàëè n, äëÿ ÷àñòè-

öû ñ çàäàííûì èìïóëüñîì k âäîëü ãðàíèöû. Òàê æå,

êàê è â ï.2, ñðåäè ðåøåíèé áóäóò ðåøåíèÿ, îòâå÷àþ-

ùèå îáúåìíîìó ñïåêòðó (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü ðèñ. 4),

è ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ÊÑ (æèðíàÿ ïðÿìàÿ). Òàê æå,

êàê è â ï.2, ââåäÿ ãðàíè÷íûé ïàðàìåòð�, äëÿ ÊÑ ïîëó-

÷èì ðåøåíèÿ

â îäíîé äîëèíå:

E k� sin ,�

k cos� � 0,
(24)

â äðóãîé äîëèíå:

E k� � sin ,�

k cos� � 0.
(25)

Ñðàâíåíèå ðèñ. 3 è ðèñ. 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòð

ÊÑ â ãðàôåíå â ïðåíåáðåæåíèè ìåæäîëèííûì âçàèìî-

äåéñòâèåì ïðåäñòàâëÿeò ñîáîé åñòåñòâåííîå îáîáùå-

íèå ñïåêòðà ÊÑ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Âåéëÿ.

4. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî ÊÑ ñ èçâåñò-

íûìè. Äëÿ ãðàôåíà îíè ïîëó÷åíû â ïðèáëèæåíèè áëè-

æàéøèõ ñîñåäåé (ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè). Áûëî ïîêà-

çàíî [3,4,9,10], ÷òî òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò äëÿ

ãðàíèöû òèïà zigzag, êîòîðîé îòâå÷àåò n = (1, 0). Çîíà

òàêèõ ñîñòîÿíèé E k( ) � 0 íå èìååò äèñïåðñèè è ñâÿçû-

âàåò ìåæäó ñîáîé öåíòðû äâóõ äîëèí. Òàêóþ çîíó

ìîæíî ïîëó÷èòü èç íàøåãî ñïåêòðà â ÷àñòíîì ñëó÷àå

� � 0 (a ��).

Â ðàáîòå [11] íàéäåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå è ñïåêòð

ÊÑ äëÿ 3D-óðàâíåíèÿ Äèðàêà íà ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Èñïîëüçîâàíà ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà 4�4

è èíâàðèàíòíîñòü çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê èíâåðñèè

âðåìåíè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â áåçìàññîâîì ïðåäåëå

óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî ñâåñòè ê ïàðå óðàâíåíèé Âåé-

ëÿ, ïðè ýòîì îïåðàòîð èíâåðñèè âðåìåíè èìååò âèä

� �S
i

i
K�

�

�
��

�

�
		

�

�
2

2
0

0

0
. (26)

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11] ê âèäó,

óäîáíîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-

ìè â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Óðàâíåíèå Äèðàêà çàïèøåì â

ôîðìå

�

��

�

�

p

p

m

m
E

c

v

c

v

�

�
�

�

�
	
�

�
��

�

�
		 �

�

�
��

�

�
		

�

�

�

�
, (27)

� �c v, — ñïèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç îãèáàþùèõ âîë-

íîâîé ôóíêöèè çîíû ïðîâîäèìîñòè (c) è âàëåíòíîé

çîíû (v) ñ ó÷åòîì ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
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E

k

Ky K�y

Ðèñ. 4. Ýëåêòðîííûé ñïåêòð E k( ) äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ãðà-

ôåíà x = 0, K y è �K y — ïðîåêöèè öåíòðîâ äîëèí íà îñü ó.

Çàêðàøåííàÿ îáëàñòü îòâå÷àåò íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó,

æèðíûå ïðÿìûå — êðàåâûì ñîñòîÿíèÿì. Íàêëîí ñïåêòðà

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ïî îòíîøåíèþ ê îñÿì îïðåäåëÿåòñÿ

ãðàíè÷íûì ïàðàìåòðîì �.



Â 2D-ñëó÷àå â áåçìàññîâîì (áåñùåëåâîì) ïðåäåëå

m � 0 ãàìèëüòîíèàí óðàâíåíèÿ (27) ñâîäèòñÿ ê ãàìèëü-

òîíèàíó (5).

Ïîëó÷åííîå â [11] ÃÓ ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ â ýòîì

ïðåäñòàâëåíèè ê âèäó

( )|� ��
c

i
v S� �e �n 0, (28)

ãäå � — ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ãðàíèöó. Ñïåêòð

ÊÑ èìååò âèä

E m k� �cos sin� �, (29)

åñëè

� � � �

� � � �

 � � �

 � �
"
#
$

( , ), sin ,

( , ), sin .

/ / k m

/ / k m

2 2

2 3 2
(30)

è

E m k� �cos sin� �, (31)

åñëè

� � � �

� � � �

 � �

 �
"
#
$

( , ), sin ,

( , ), sin .

/ / k m

/ / k m

2 2

2 3 2
(32)

Â áåçìàññîâîì ïðåäåëå ñïåêòð ÊÑ äëÿ óðàâíåíèÿ

Äèðàêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 5. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç

ñïåêòðà ÊÑ â ãðàôåíå, ðèñ. 4, ïðè ñòðåìëåíèè ìåæäî-

ëèííîãî ðàññòîÿíèÿ ê íóëþ.
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Electrons near graphene edge

V.A. Volkov and I.V. Zagorodnev

To describe the behavior of a 2D-electron near

the edge of graphene, needs a knowledge of bound-

ary conditions for the effective wave function (en-

velope function) obeying the Weyl–Dirac equation.

These general boundary conditions present a linear

connection rule for spinor’s components composed

of envelope wave functions. Neglecting the inter-

valley interaction, the boundary conditions depend

on only a single real parameter, that characterizes

the edge of a general type. Electron spectra of edge

states for the linear edge were obtained.

PACS: 73.20.–r Electron states at surfaces and in-

terfaces;

72.80.Rj Fullerenes and related materials;

68.47.Fg Semiconductor surfaces.

Keywords: graphene, edge states, Dirac equation,

Weil equation, boundary conditions, envelope

function.
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E

k

Ðèñ. 5. Ýëåêòðîííûé ñïåêòð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé (æèðíûå

ïðÿìûå) E k( ) äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà íà ïîëóïðîñòðàíñòâå

â áåçìàññîâîì ïðåäåëå.


