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Одержано аналiтичний розв’язок для потенцiалу швидкостi течiї, генерованої стацiонарно рухомою системою двох

одиничних джерел, симетрично розмiщених вiдносно вертикальної площини симетрiї каналу з прямокутною формою
поперечного перерiзу.

КЛЮЧОВI СЛОВА: стацiонарний рух, джерело, канал, потенцiал швидкостi

Получено аналитическое решение для потенциала скорости течения, генерированного стационарно движущейся

системой двух единичных источников, симметрично раположенных относительно вертикальной плоскости симетрии
канала с прямоугольной формой поперечного сечения.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: стационарное движение, источник, канал, потенциал скорости

An analytic solution for flow velosity potential generated by a stationary moving system of two singular sources symmetri-
caly located with respect to a vertical plane of symmetry of a channel of rectangular cross section is obtained.
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ВСТУП

Одним iз головних напрямкiв дослiдження гiдро-
динамiки руху суден є пiдхiд, пов’язаний з вико-
ристанням потенцiалу швидкостi одиночного ру-
хомого джерела [1–4]. Якщо такий потенцiал зна-
йдено у виглядi, який задовольняє всiм граничним
умовам, то розв’язок лiнiйних задач визначення
збуреного рухом судна або пiдводного об’єкта, по-
тенцiалу швидкостi в усiй областi середовища зна-
ходиться простим iнтегруванням по змоченiй по-
верхнi вiдповiдного тiла вкладу вiд розподiлених
там джерел певної iнтенсивностi. Характер цьо-
го розподiлу визначається з граничної умови не-
протiкання. Такий метод дозволяє значно змен-
шити кiлькiсть невiдомих при чисельнiй реалiзацiї
розв’язку задачi.

Визначальними у застосуваннi такого пiдходу
для розв’азання означеного класу задач стали ро-
боти Кочина М.Є. [2] для глибокого моря та Ха-
скiнда М.Д. [3] для шару рiдини скiнченої глиби-
ни, де знайденi розв’язки для вiдповiдних потен-
цiалiв швидкостi одиничного джерела. Використа-
ння цих потенцiалiв дозволяє одержати у виглядi
квадратур розв’язок гiдродинамiчної задачi руху
судна при його симетричному обтiканнi. При не-
симетричному обтiканнi необхiдно використовува-
ти також потенцiали швидкостi рухомих диполiв.
Вони можуть бути визначенi диференцiюванням
потенцiалiв джерел у напрямку вiсей цих диполiв.

Виконанi дослiдження в цьому напрямку дозволи-
ли ще у 50–70-х роках минулого столiття одержати
загальнi розв’язки задач гiдродинамiки руху суден
у виглядi квадратур [5, 6] як для глибоких, так i
для мiлких морiв.

Для каналiв з прямокутною формою попереч-
ного перерiзу вiдповiднi задачi розв’язувалися з
використанням нескiнченої системи джерел, зер-
кально вiдображених вiдносно бiчних стiнок до ру-
хомих джерел. Це дає можливiсть виконати грани-
чнi умови на бiчних стiнках каналу. Аналiз кiне-
матичної картини обтiкання тонкого судна i його
динамiчних характеристик, одержаних з викори-
станням потенцiалу одиничного джерела [7], пока-
зав добру узгодженiсть їх з попереднiми роботами
[8, 9], в яких використовувалися iншi пiдходи для
знаходження збуреного судном потенцiалу швид-
костi.

Розрахунки хвильових полiв за суднами та їх
гiдродинамiчних характеристик з використанням
потенцiалу швидкостi одиничного джерела вияви-
лось складною обчислювальною задачею. Це по-
в’язано як з необхiднiстю знаходженням iнтенсив-
ностi розподiлених по корпусу судна джерел, так i
з труднощами обчислення у виразi для потенцiалу
одиничного джерела подвiйного iнтегралу, в яко-
му кожен iз обох є збiжним невласним iнтегралом.
Вiдмiченi труднощi є головним недолiком пiдхо-
ду з використанням таких потенцiалiв одиничних
джерел, який обмежив його застосування. Розра-
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хунки конкретних суден стали можливими лише
з використанням електронно-обчислювальних ма-
шин. Це дозволило одержати вказаним методом
розв’язки ряду лiнiйних задач для тонких тiл, ко-
ли розподiл iнтенсивностi джерел по поверхнi су-
дна вiдомий i визначається геометрiєю його обво-
дiв [6]. Для суден з довiльними формами обводiв
розрахунки цим методом не проводились.

Незважаючи на постiйно зростаючi можливостi
обчислювальних систем, розрахунок навiть лiнiй-
них режимiв руху судна з реальними обводами за-
лишається складною обчислювальною проблемою.
У зв’язку з цим, домiнантним напрямком розроб-
ки методик вiдповiдних розрахункiв стали чисель-
нi методи. В роботi Гедда Г.Е. [10] розроблено ме-
тод граничних елементiв (панелей) для виконан-
ня граничних умов на тiлi i на вiльнiй поверхнi.
Даусон С.В. [11] розробив метод розрахунку, який
дозволяє враховувати умови розсiювання поверх-
невих хвиль попереду судна i за ним. Характерною
особливiстю цих методiв є використання потенцi-
алу одиничного джерела для необмеженого сере-
довища, який спiвпадає там з функцiєю Грiна для
рiвняння Лапласа. Цi пiдходи набули широкого за-
стосування. Нинi в дослiдних центрах, пов’язаних
з суднобудуванням, для розрахунку гiдродинамi-
ки руху суден розробленi комплекси комп’ютер-
них програм, на основi яких створено ряд обчи-
слювальних пакетiв прикладного призначеня.

Аналiз розв’язання задач гiдродинамiки руху
суден показує, що у випадку знаходження потен-
цiалу одиничного джерела, який задовольняє всiм
граничним умовам, крiм умови на змоченiй по-
верхнi судна, у виглядi, який не потребує великої
кiлькостi операцiй для його обчислення у заданiй
точцi, ефективнiсть пiдходу з використанням та-
ких потенцiалiв до вiдмiченого класу задач рiзко
зростає.

Саме з цiєю метою виконанi дослiдження да-
ної роботи, де одержано аналiтичний розв’язок лi-
нiйної стацiонарної задачi знаходження потенцiа-
лу системи двох одиничних джерел, якi рухаються
пiд вiльною поверхнею рiдини в каналi з прямо-
кутною формою поперечного перерiзу i знаходя-
ться симетрично вiдносно вертикальної площини,
що проходить через поздовжню вiсь каналу.

1. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

Розв’язується лiнiйна задача знаходження потен-
цiалу швидкостi збуреного руху G(x, y, z, ξ, η, ζ),
обумовленого рiвномiрним рухом зi швидкiстю U

системи двох одиничних джерел пiд вiльною по-
верхнею iдеальної нестисливої рiдини густиною ρ в

каналi з прямокутною формою поперечного пере-
рiзу. Джерела розмiщенi симетрично вiдносно вер-
тикальної площини, що проходить через поздов-
жню вiсь каналу. Ширина каналу 2l, а товщина
шару рiдини в ньому h. Вибирається рухома систе-
ма координат, початок якої знаходиться на вiльнiй
поверхнi рiдини на вiсi симетрiї каналу (посереди-
нi мiж джерелами), при цьому вiсь 0x направлена
в сторону напрямку руху джерел, а вiсь 0z направ-
лена вгору.

В безрозмiрнiй формi, де в якостi мас-
штабiв вибрано: довжини – товщину водно-
го шару h, тиску – ρU2, потенцiалу швид-
костi – Uh, вiдповiдна задача для знахо-
дження G(x, y, z, ξ, η, ζ) = G1(x, y, z, ξ, η, ζ) +
G1(x, y, z, ξ,−η, ζ), де G1(x, y, z, ξ, η, ζ) – потенцiал
вiдповiдного одиничного джерела рухомої систе-
ми (ξ, η, ζ – координати джерела), формулюється
у виглядi

∆G = 0 (1)

з граничними умовами

λ
∂G

∂z
+
∂2G

∂x2
= 0 при z = 0, (2)

∂G

∂z
= 0 при z = −1, (3)

∂G

∂y
= 0 при y = ±l, (4)

та умовами випромiнювання

G→ 0 при x→ ∞. (5)

Тут ∆ =
∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2
– трьохвимiрний опера-

тор Лапласа, λ =
gh

U2
– обернене значення квадра-

ту числа Фруда.
Для знаходження G(x, y, z, ξ, η, ζ) викори-

стовується пiдхiд, подiбний до застосованого
М.Д.Хаскiндом [3] для знаходження потенцiалу
одиничного джерела, яке рiвномiрно рухається
в шарi рiдини скiнченої глибини, коли шуканий
розв’язок знайдено у виглядi

G1 = G1r +G1h, (6)

де

G1r =
1

r1
+

1

r2
,

r1 =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2 ,

r2 =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + 2 + ζ)2,

а G1h(x, y, z, ξ, η, ζ) – добавочна функцiя, яка вра-
ховує вплив вiльної поверхнi на G1 i сама задо-
вольняє умовам на днi i вiльнiй поверхнi.
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Для знаходження G1h використано iнтегральне
представлення для G1r, яке задовольняє грани-
чнiй умовi на днi:

G1r =
1

2π

π
∫

−π

∞
∫

0

[

e−k|z−ζ| + e−k(z+2+ζ)
]

eikωdθdk,

де ω = (x−ξ) cos θ+(y−η) sin θ. Розв’язок для G1h

знаходився у виглядi подiбного представлення, а
гранична умова на вiльнiй поверхнi для неї визна-
чалась з вiдповiдного представлення там складо-
вої G1r.

Ця функцiя одержана у [3] у виглядi (в приня-
тих тут позначеннях i обезрозмiренiй формi)

G1h =
1

π

π
∫

−π

∞
∫

0

e−k(k cos2 θ + λ)

λsh k − k cos2 θch k
×

×ch [k(ζ + h)]ch [k(z + h)]eikωdkdθ.

З використанням цього виразу i пов’язанi обчи-
слювальнi труднощi пiдходу при застосуваннi по-
тенцiалу одиничного джерела для розв’язання за-
дач гiдродинамiки рухомого судна.

2. ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ

Gг(x, y, z, ξ, η, ζ)

.
Для розв’язання поставленої задачi для системи

джерел використовується рiвнозначне представле-
ння виразу для G1r пiсля введення там горизон-
тальних хвильових чисел k1 = k cos θ i k2 = k sin θ,
де k =

√

k2
1 + k2

2:

G1r =
1

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

Dei[k1(x−ξ)+k2(y−η)]dk1dk2,

де D(k1, k2, z) = e−k|z−ζ| + e−k(z+2+ζ).
Для випадку руху двох симетрично розташова-

них вiдносно вертикальної площини (ξ0ζ) одини-
чних джерел з наведеного вище для

Gr = G1r(x, y, z, ξ, η, ζ) +G1r(x, y, z, ξ,−η, ζ)

має мiсце симетричне по y i η представлення

Gr =
1

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

Deik1(x−ξ) cos(k2y) cos(k2η)dk1dk2.

У випадку руху цiєї системи джерел у ка-
налi для виконання граничної умови на бiчних
стiнках використовується метод розмiщення для

кожного з джерел нескiнченої системи дзер-
кально вiдображених вiдносно цих стiнок вiд-
повiдних одиничних джерел. Тодi ця складова
розв’язку Gr(x, y, z, ξ, η, ζ) = G1r(x, y, z, ξ, η, ζ) +
G1r(x, y, z, ξ,−η, ζ), що вже має задовольняти умо-
вi рiвностi нулю її похiдної по y, представляється
як

Gr =
1

π

∞
∑

n=−∞

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

D ×

×eik1(x−ξ)−2ik2nl cos(k2y) cos(k2η)dk1dk2.

Iнтегрування по k2 в цьому виразi може бути ви-
конане з використанням формули Пуассона:

1

2π

∞
∑

m=−∞

∞
∫

n=−∞

ψ(t)eintdt =

∞
∑

m=−∞

ψ(2πm).

В результатi складоваGr(x, y, z, ξ, η, ζ) набуває ви-
гляду, який задовольняє граничним умовам на днi
i бiчних стiнках каналу:

Gr =
2

l

∞
∑

m=0

am cos
(πmy

l

)

cos
(πmη

l

)

×

×

∞
∫

−∞

Dme
ik1(x−ξ)dk1. (7)

Тут Dm = e−km|z−ζ| + e−km(z+2+ζ) , am = 0.5
при m = 0 i am = 1 при m ≥ 1, а km =
√

k2
1 +

(πm

l

)2

. При m = 0 km = |k1|.

Одержаний вираз для Gr визначає граничну
умову на вiльнiй поверхнi для складової Gh та-
ким чином, щоб там виконувалась вiдповiдна умо-
ва для G(x, y, z, ξ, η, ζ).

3. ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ

G(x, y, z, ξ, η, ζ)

.
Розв’язок для складової

Gh = G1h(x, y, z, ξ, η, ζ) +G1h(x, y, z, ξ,−η, ζ)

знаходиться у виглядi iнтегрального представлен-
ня, вiдповiдного по структурi виразу (7), в якому
з очевиднiстю виконується гранична умова на бi-
чних стiнках каналу:

Gh =

∞
∑

m=0

am cos
(πmy

l

)

cos
(πmη

l

)

×

×

∞
∫

−∞

eik1(x−ξ)Ḡhm(k1, z, ξ, ζ)dk1. (8)
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З (1)–(5) та (8) для Ḡhm формулюється гранична
задача (′ означає похiдну по z):

Ḡ′′
hm − k2

1Ḡhm = 0. (9)

з граничними умовами

kmλḠ
′
hm − k2

1Ḡhm = −
2am

l
(kmλbm − k2

1dm) (10)

при z = 0 ,

Ḡ′
hm = 0 при z = −1 , (11)

Ḡhm → 0 приx → ∞ . (12)

Такi задачi мають розв’язок

Ḡhm = −
λkmbm − k2

1dm

λkmsh km − k2
1ch km

ch [km(z + 1)] , (13)

де

bm =
am

l

[

ekmζ − e−km(2+ζ)
]

,

dm =
am

l

[

ekmζ + e−km(2+ζ)
]

.

В комплекснiй k1-площинi Ḡhm задовольняють
умовам леми Жордана, тому для їх визначення ви-
користовується апарат теорiї лишкiв. Цi функцiї в
k1-площинi мають полюси в точках, де виконує-
ться рiвнiсть

λkmsh km − k2
1ch km = 0 (14)

а також точки розгалуження k1 = ±
iπm

l
для всiх

m.
Рiвняння (14) для кожного з m має два дiйсних

коренiв ±k1mr, якi при m = 0 за умови λ > (1 Fr
< 1) представляють поперечнi, а при m ≥ 1 (для
всiх λ) - поздовжнi хвилi в каналi, та нескiнче-
ну множину чисто уявних коренiв ±ik1mn. Функцiї
Ḡhm для всiх m на протилежних берегах розрiзiв
вздовж уявних осей не змiнюють своїх значень, а
обхiд точок розгалудження надає вкладу у розв’я-
зок. Отже, вклад у загальний розв’язок Ghm да-
ють лише означенi вище полюси.

В результатi, з (13), (14) для

Ghm =

∞
∫

−∞

eik1(x−ξ)Ḡhm(k1, z, ξ, η)dk1

на пiдставi використання теореми Кошi, пiсля ви-
дiлення дiйсних частин одержаних виразiв, мають
мiсце наступнi розв’язки, якi задовольняють гра-
ничним умовам задачi (3)-(5):

Gh0(x, y, z, ξ, η, ζ) =
2π(λb0r − k10rd0r)

(λ− 1)ch k10r − k10rsh k10r

×

×ch [k10r(z + 1)] sin[k10r(x − ξ)]H(ξ − x) +

+π

∞
∑

n=1

λb0rn + k10nd0rn

(λ− 1) cos k10n + k10n sin k10n

×

× cos[k10n(z + 1)]e−k10n(x−ξ)Sign(ξ−x) , (15)

Ghm(x, y, z, ξ, η, ζ) =
4π(λkmrbmr − k2

1mrdmr)

Bmr

×

×ch [kmr(z + 1)] sin[k1mr(x − ξ)]H(ξ − x) +

+2π

∞
∑

n=1

kmn(λkmnbmin − k2
1mndmrn)

k1mnBmn

×

× cos[kmn(z + 1)]e−k1mn(x−ξ)Sign(ξ−x) , (16)

де

Bmr = λ
(

1 − k2
1mr

)

sh kmr + kmr(λ − 2)ch kmr ,

Bmn =
[(

λ + k2
1mn

)

sin kmn + kmn(λ − 2) cos kmn

]

,

kmr =

√

k2
1mr +

(πm

l

)2

, kmn =

√

k2
1mn −

(πm

l

)2

,

b0r =
1

l

[

ek10rζ − e−k10r(2+ζ)
]

,

d0r =
1

l

[

ek10rζ + e−k10r(2+ζ)
]

,

bmr =
1

l

[

ekmrζ − e−kmr(2+ζ)
]

,

dmr =
1

l

[

ekmrζ + e−kmr(2+ζ)
]

,

b0rn =
1

l
{cos(k10nζ) − cos [k10n(2 + ζ)]} ,

d0rn =
1

l
{cos k10nζ + cos [k10n(2 + ζ)]} ,

bmin =
1

l
{sin(kmnζ) + sin[kmn(2 + ζ)]} ,

dmrn =
1

l
{cos(kmnζ) + cos[kmn(2 + ζ)]} ,

а H(ξ − x) – одинична функцiя Хевiсайда.
Дiйснi частини iнтегралiв розв’язку Gr у (7),

використавши вiдомi iнтегральнi спiввiдношення
[14], можна представити у явному виглядi:
для m = 0

Gr0I =

∞
∫

0

cos[k1(x−ξ)]
[

e−k1|z−ζ| + e−k1(z+2+ζ)
]

dk1 =

=
x− ξ

(x− ξ)2 + (z − ζ)2
+

x− ξ

(x − ξ)2 + (z + 2 + ζ)2
,

i для m ≥ 1

GrmI =

∞
∫

0

cos[k1(x− ξ)]Dmdk1 =
1

l
(I1m + I2m) ,
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де
Dm = e−km|z−ζ| + e−km(z+2+ζ)

I1m =
πm|z − ζ|

√

(x− ξ)2 + (z − ζ)2
×

×K1

[πm

l

√

(x− ξ)2 + (z − ζ)2
]

,

I2m =
πm(z + 2 + ζ)

√

(x− ξ)2 + (z + 2 + ζ)2
×

×K1

[πm

l

√

(x− ξ)2 + (z + 2 + ζ)2
]

,

а K1[ ] – модифiкованi функцiї Бесселя.
З одержаного представлення для Gr та виразiв

(15), (16), якi визначають розв’язки для Gh0 та
Ghm, шуканий розв’язок для потенцiалу швидко-
стi розглянутої системи одиничних джерел пред-
ставляється аналiтичним виразом

G(x, y, z, ξ, η, ζ) =
2

l
Gr0I +Gh0 +

+

∞
∑

m=1

(

4

l
GrmI +Ghm

)

cos
(πmy

l

)

cos
(πmη

l

)

. (17)

ЗАКЛЮЧЕННЯ

В роботi одержано розв’язок лiнiйної задачi
знаходження потенцiалу швидкостi, генерова-
ного системою двох одиничних джерел, якi
рухаються з постiйною швидкiстю в каналi з
прямокутною формою поперечного перерiзу i
розташованi симетрично вiдносно вертикальної
площини, що проходить через поздовжню вiсь
каналу. Розв’язок знайдено в аналiтичному ви-
глядi, що дозволяє ефективно використовувати
його при розв’язаннi лiнiйних задач гiдроди-
намiки руху суден з симетричними обводами
вздовж вiсi каналу. Використання такого по-
тенцiалу в стацiонарних задачах руху судна
в каналi зводить цi задачi до знаходження роз-
подiлу густини джерел лише на поверхнi судна. Це

суттєво зменшує кiлькiсть невiдомих у сучасних
методах чисельного розрахунку гiдродинамiки ру-
ху суден, таких як панельний метод i метод гра-
ничних елементiв. Враховуючи вiдмiченi переваги,
використання одержаного розв’язку може бути ко-
рисним при розв’язаннi лiнiйних задач гiдродина-
мiки руху суден у каналах.
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