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Наводиться детальний аналiз iснуючої iнформацiї про хвилястий стрибок. Описуються виявленi недолiки та хибнi

стереотипи про це явище, а також iснуючi проблеми. Розглядаються диференцiальнi рiвняння, що використовую-
ться для розрахункiв профiлю вiльної поверхнi хвилястого стрибка. Висвiтлюються позитивнi i негативнi риси цих
рiвнянь та їх розв’язкiв. Розроблена концептуально нова математична модель хвилеподiбних бiлякритичних течiй,
до яких вiдноситься також i хвилястий стрибок. На основi цiєї математичної моделi виведено узагальнене диферен-
цiальне рiвняння профiлю вiльної поверхнi розглядуваних явищ, знайдено його загальний та частиннi розв’язки.

Вiдмiтною рисою розробленої математичної моделi, отриманого диференцiального рiвняння та його розв’язкiв є
врахування у явному виглядi можливого вiдхилення вiд гiдростатики у початковому перерiзi розглядуваних явищ.
Спiвставлення одержаних результатiв з теоретичними i експериментальними даними для використаного дiапазону
характеристик показало їх хорошу збiжнiсть та пiдтвердило принципову правильнiсть розробленої математичної
моделi.

КЛЮЧОВI СЛОВА: кноїдальнi хвилi, бiлякритичнi течiї, негiдростатичний розподiл тиску, усамiтнена хвиля, хви-
лястий стрибок

Приводится детальный анализ существующей информации о волнистом прыжке. Описываются выявленные
недостатки и ошибочные стереотипы об этом явлении, а также существующие проблемы. Рассматриваются
дифференциальные уравнения, используемые для расчетов профиля свободной поверхности волнистого прыжка.
Освещаются положительные и отрицательные черты этих уравнения и их решений. Разработана концептуально
новая математическая модель волнообразных околокритических течений, к которым относится также и волнистый

прыжок. На основе этой математической модели выведено обобщённое дифференциальное уравнение профиля
свободной поверхности рассматриваемых явлений, найдены его общий и частные решения. Отличительной чертой
разработанной математической модели, полученного дифференциального уравнения и его решений является учет
в явном виде возможного отклонения от гидростатики в начальном сечении рассматриваемых явлений. Сопостав-
ление полученных результатов с теоретическими и экспериментальными данными для использованного диапазона

характеристик показало их хорошую сходимость и подтвердило принципиальную правильность разработанной
математической модели.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: кноидальные волны, околокритические течения, негидростатическое распределение давле-
ния, уединенная волна, волнистый прыжок

The detailed analysis of current information about undular jump are given. The identified deficiencies, misconceptions
and existing issues about this phenomenon are shown. The article identifies the differential equations, which are used to
calculate the free-surface profile of undular jump. The positive and negative features of these equations and their solutions
are given. The article gives the development of a principally original and new mathematical model for the wavelike

near-critical flows including the undular jump. On the basis of this model, the author has derived and presents a combined
differential equation with its general and specific solutions for the free-surface profile of the considered phenomena.
The peculiarity of original mathematical model and its solutions is taking into account the possible hydrostatic and
non-hydrostatic conditions specifically in the initial section of the undular jump and other types of the near-critical

flows. Comparison of theoretical calculations with empirical data for a relevant range of conditions has provided a good
convergence of the results and confirmed principal accurateness and applied value of the developed mathematical model.
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ВСТУП

Хвилястим стрибком називається явище перехо-
ду потоку рiдини iз бурхливого стану в спокiйний,
вiльна поверхня якого має хвилеподiбну форму з
поступовим затуханням хвиль у напрямi руху по-
току (рис. 1). Початковим перерiзом стрибка на-
зивається перерiз бурхливого потоку, пiсля якого
починається рiзкий пiдйом вiльної поверхнi. Гли-
бина на початку хвилястого стрибка h1 < hк, а в
точках перегину кривої вiльної поверхнi h2 > hк,

де hк – критична глибина, яка для умов плоскої
задачi визначається за формулою

hк = 3
√

q2

g
, (1)

де q – питома витрата, g – прискорення вiльного
падiння.

Глибини h1 та h2 називаються вiдповiдно пер-
шою та другою спряженими глибинами хвилясто-
го стрибка.

У випадку горизонтального або слабо похило-
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Рис. 1. Схема хвилястого стрибка:
1 – усамiтнена хвиля, 2 – кноїдальнi хвилi

го дна максимальною є глибина hв найчастiше
пiд вершиною першої хвилi, але якщо на гребенях
хвиль сформувалися вальцi, то максимальною є
глибина пiд вершиною першої за рахунком глад-
кої хвилi.

Започаткували вивчення цього явища Г. Дар-
сi, Г. Базен, П. Бьосс, Б.О. Бахмєтєв, Г.Й. Сухо-
мел, Ф. Ейснер, М.М. Павловський [1 – 6]. Зна-
чний вклад у вивчення хвилястого стрибка вне-
сли I. Iваса, М.С. Краснитський, В.В. Смислов,
Л.Е. Джонс, Г.А. Руссо, Г. Хольторф, А.А. Тур-
сунов, В.Г. Вереземський, В.М. Андерсен, В. Ха-
гер, К. Хуттер, Х. Шансон, Дж. Монтес, I. Охтсу,
I. Ясуда, Х. Готох, Х. Штайнрюк, В. Шнайдер,
Дж. Леннон, Д. Хiлл, Р. Юрiдiс, I.С. Бае, С. Бо-
зе, О. Кастро-Оргаз, С. Дей [7 – 22] та iншi. Спе-
цiальнi дослiдження цього явища при написан-
нi наукових дисертацiй здiйснили А.I. Модзалев-
ський, А.М. Мельников, О.А. Рябенко, Р. Дунба-
бiн, В. Грiльхофер, Б.А. Вольс, М.Ф. Рамазза [23
– 29].

При виконаннi теоретичних i експерименталь-
них дослiджень хвилястого стрибка традицiйно
вивчаються такi питання, як вiдношення спряже-
них глибин h1 i h2, визначення максимальної гли-
бини hв, умови iснування, обриси профiлю вiльної
поверхнi, кiнематична структура, розподiл гiдро-
динамiчного тиску по глибинi у довiльному пере-
рiзi стрибка особливо у перерiзах, проведених че-
рез вершини i пiдошви хвиль, а також у перерiзi
з другою спряженою глибиною (h2), вплив нахи-
лу i кривизни елементарних струминок на хара-
ктеристики стрибка. В останнi роки велика увага
придiляється розробцi теоретичних методiв побу-
дови профiлю вiльної поверхнi хвилястого стриб-
ка, основаних на аналiтичних [16, 19, 21, 30 – 33]
i чисельних [28, 29, 34, 35] розв’язках вiдповiд-
них диференцiальних рiвнянь. Важливi результа-
ти отриманi при вивченнi впливу на розглядуване
явище наступних факторiв – боковi ударнi хвилi
та вiдношення ширини потоку до його висоти [17,
18, 36]; тертя на днi та розвиток турбулентного
пограничного шару [18, 33]; асимптотичний ана-

лiз у повнiстю розвитому турбулентному потоцi
з використанням k − ε моделi турбулентностi та
моделi рейнольдсових напружень [19, 21, 27, 38];
вплив чисел Рейнольдса i Фруда [18, 19, 21, 36, 38,
39]; вплив похилу дна [39, 40]; виявлення наявностi
чи вiдсутностi нахилу та кривизни елементарних
струминок у початковому перерiзi i їх вплив на
розглядуване явище [25, 41] та iн.

Паралельно з розвитком теорiї хвилястого
стрибка розвивалася i бiльш загальна теорiя бi-
лякритичних течiй рiдини, тобто нерухомих i ру-
хомих (хвиль перемiщення) гiдравлiчних явищ з
характерним числом Фруда, близьким або рiвним
одиницi [13, 25, 33, 42 – 48]. Отриманi данi про
усамiтнену i кноїдальнi хвилi, солiтони, хвилi пе-
ремiщення та iншi типи бiлякритичних течiй ви-
користовуються при розглядi хвилястого стрибка,
який також вiдноситься до цього класу течiй.

Хвилястий стрибок утворюється в межах рiзних
типiв гiдротехнiчних споруд. Поширення хвиль на
велику довжину спричиняє виникнення динамi-
чних навантажень на елементи крiплення, що мо-
же викликати його руйнування та розмиви вiдвi-
дного русла. Максимальна глибина стрибка, що
формується пiд вершинами хвиль, визначає вiд-
мiтки верха бокових стiнок, бровок каналiв i низу
прогiнних балок мостiв, висоту безнапiрних туне-
лiв i труб, а також умови переходу в них вiд безна-
пiрного режиму до напiрного. Зазначенi обставини
свiдчать про практичне значення проблеми розра-
хункiв характеристик розглядуваного явища.

Хвилястий стрибок є унiкальним гiдравлiчним
явищем, вивченню якого присвяченi сотнi науко-
вих робiт. Цi роботи написанi в рiзних країнах,
представниками рiзних наукових шкiл, з рiзних
вихiдних позицiй, враховують вплив рiзних дiю-
чих факторiв, використовують рiзнi методи те-
оретичних i експериментальних дослiджень, ма-
ють рiзнi кiнцевi результати, якi далеко не зав-
жди узгоджуються мiж собою. Наразi назрiла го-
стра необхiднiсть дати рiзностороннiй критичний
аналiз отриманих результатiв, узагальнити iсную-
чi досягнення, виявити принциповi недолiки, су-
перечностi i хибнi стеоретипи, розкрити їх суть та
намiтити перспективнi напрями подальшого роз-
витку теорiї хвилястого стрибка. В умовах одноча-
сного iснування рiзних точок зору про окремi аспе-
кти цього явища публiкацiя такої роботи є своєча-
сною i корисною.
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1. ХИБНI СТЕРЕОТИПИ ТА НЕДОЛIКИ
IСНУЮЧИХ УЯВЛЕНЬ ПРО ХВИЛЯСТИЙ
СТРИБОК

За тривалий час спостережень вченi отримали
великий обсяг цiнної багатопланової iнформацiї
про хвилястий стрибок. Разом з цим вже склався
ряд хибних стереотипiв, якi суперечать результа-
там сучасних дослiджень i не вiдповiдають фiзицi
розглядуваного явища. До таких хибних стерео-
типiв необхiдно вiднести три наступнi принциповi
положення.

1.1. Теза про гiдростатичний розподiл тиску у
початковому перерiзi

Звичайно вважається, що у початковому перерi-
зi хвилястого стрибка потiк рiдини завжди є пара-
лельно струминним, нахил i кривизна елементар-
них струминок вiдсутнi, а розподiл тиску по глиби-
нi пiдпорядковується гiдростатичному закону. Цей
висновок ґрунтується лише на вiзуальних спосте-
реженнях i не пiдкрiплюється якимись iнструмен-
тальними вимiрюваннями. Ситуацiя ускладнює-
ться тим, що на нинiшньому етапi розвитку науки
взагалi не iснує приладiв, за допомогою яких мо-
жна було б безпосередньо вимiрювати не тiльки
нахил i кривизну окремих струминок, а й навiть
кривої вiльної поверхнi.

Для об’єктивностi необхiдно пiдкреслити, що те-
за про гiдростатичний розподiл тиску у початково-
му перерiзi хвилястого стрибка у бiльшостi експе-
риментальних дослiджень досить точно характе-
ризує розглядуване явище, а отримуванi результа-
ти вiдповiдають теоретичним залежностям. У яв-
нiй чи неявнiй формi ця теза закладена у багатьох
залежностях, що описують основнi характеристи-
ки розглядуваного явища.

Закон розподiлу гiдродинамiчного тиску по гли-
бинi безпосередньо пов’язаний iз нахилом i криви-
зною елементарних струминок та законами змiни
цих характеристик по глибинi у розглядуваному
перерiзi потоку. Для загального випадку це пи-
тання досить повно висвiтлено в курсах гiдравлi-
ки, механiки рiдини та в спецiальних роботах [9,
42, 44, 49 – 55]. Проте стосовно початкового пе-
рерiзу хвилястого стрибка питання про наявнiсть
чи, навпаки, вiдсутнiсть гiдростатичного розподi-
лу тиску в жоднiй роботi, крiм робiт автора, спе-
цiально не розглядалось.

Вперше це питання було дослiджено в роботi
[25]. Системнi, досить детальнi експерименти, про-
веденi у широкому дiапазонi характеристик пото-
ку з використанням великої кiлькостi донних п’є-

зометрiв, переконливо довели, що у початковому
перерiзi хвилястого стрибка та iнших типiв бiля-
критичних течiй рiдини може iснувати не тiль-
ки гiдростатичний, а й негiдростатичний розподiл
тиску по глибинi. В останньому випадку у вказа-
ному перерiзi крива вiльної поверхнi є ввiгнутою,
а гiдродинамiчний тиск у довiльнiй точцi цього
перерiзу (крiм точки на поверхнi) перевищує зна-
чення, пiдраховане за гiдростатичним законом. У
подальшому iдея про можливiсть iснування негi-
дростатики в початковому перерiзi дослiджуваних
явищ була успiшно використана в наступних екс-
периментальних i теоретичних роботах автора та
його спiвавторiв. Нерозумiння сутi зазначеної iдеї
приводить до помилок у розрахунках, неправиль-
ного трактування отриманих результатiв, супере-
чностей i парадоксiв [56] .

Деякi вченi в процесi дискусiй висловлюють
думку, що висновок про можливiсть негiдроста-
тики у початковому перерiзi стрибка може бути
пов’язаний з невдалим вибором початкового пе-
рерiзу стрибка, тобто змiнивши розрахункове по-
ложення (поздовжню координату) цього перерi-
зу, можна знайти такий перерiз, у якому розподiл
тиску вiдповiдатиме гiдростатичному закону. Хи-
бнiсть такої думки добре iлюструє рис. 2, на якому
показано три дослiди з хвилястим стрибком, утво-
рюваним за схемою витiкання води з-пiд затвора з
гострим краєм. Характеристики цих дослiдiв наве-
денi у табл. 1. Як видно з рисунка, у кожному до-
слiдi по всiй довжинi потоку вiд затвора до першої
точки перегину кривої вiльної поверхнi хвилясто-
го стрибка п’єзометрична лiнiя (положення якої
визначено за допомогою донних п’єзометрiв [41])
знаходиться вище кривої вiльної поверхнi. Таким
чином, на всiй зазначенiй довжинi немає жодного
перерiзу з гiдростатичним розподiлом тиску.

Необхiдно зауважити, що в статтях [21, 22, 31]
при виконаннi чисельних розрахункiв хвилястого
стрибка для умов дослiдiв, описаних у роботах [39,
40], прийнято певнi значення першої h′ та другої
h′′ похiдних у початковому перерiзi стрибка. По-
сутi це є визнанням можливостi iснування негiдро-
статики у зазначеному перерiзi. Проте обґрунтува-
ння такого рiшення, якась мотивацiя його доцiль-
ностi, умови застосування, межi змiн величин h′

та h′′ чи вiдповiднi посилання на першоджерела,
на жаль, не наводяться. Цiлком можливо, що це
рiшення викликано особливостями використовува-
них диференцiальних рiвнянь та прагненням авто-
рiв наблизити розрахунковi значення обчислюва-
них величин до експериментальних. Тут доречно
пiдкреслити, що така позицiя суперечить резуль-
татам дослiджень [39, 40], автори яких у своїх екс-
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Рис. 2. Результати дослiдiв з хвилястим стрибком:
1 – затвор, 2 – крива вiльної поверхнi, 3 – п’єзометрична лiнiя; 1–1 – початковий перерiз стрибка

Табл. 1. Характеристики дослiдiв, показаних на рис. 2

№ з/п № досл. рис. hщ, м q, м2/с h1, м Fr1 hn.1, м s1 h2, м hв, м Hв,б, м

1 28 2а 0.149 0.1449 0.101 2.076 0.1105 1.094 0.156 0.173 0.1675
2 29 2б 0.150 0.1449 0.101 2.076 0.1050 1.040 0.153 0.182 0.1645
3 31 2в 0.203 0.2249 0.161 1.235 0.1800 1.118 0.207 0.230 0.2205

периментах не фiксують наявностi негiдростатики
у початковому перерiзi стрибка.

1.2. Теза про однозначнiсть описання хвилясто-
го стрибка характерним числом Фруда

Основнi характеристики та умови iснування
хвилястого стрибка в загальному випадку зале-
жать вiд великої кiлькостi дiючих факторiв – ха-
рактеру розподiлу швидкостi, рiвня турбулентно-

стi, форми поперечного перерiзу i шорсткостi ру-
сла, розвитку пограничного шару, чисел Фруда i
Рейнольдса, похилу дна тощо. Для прямокутної
форми поперечного перерiзу русла до цих факто-
рiв додається ще вплив бокових ударних хвиль та
вiдношення ширини потоку до його висоти.

У випадку вiдносно рiвномiрного розподiлу
швидкостi i повнiстю розвинутої турбулентностi у
початковому перерiзi стрибка для широких русел
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з незначним похилом дна i вiдсутностi iстотного
впливу бокових ударних хвиль звичайно вважа-
ється, що хвилястий стрибок однозначно описує-
ться характерним числом Фруда. За аналогiєю з
досконалим гiдравлiчним стрибком характерним
числом Фруда хвилястого стрибка, як правило,
вважається число Fr1 у його початковому перерi-
зi. Вiдповiдно до цього практично всi залежностi
(крiм формул автора), що описують основнi хара-
ктеристики (другу спряжену h2 i максимальну hв
глибини) та умови iснування хвилястого стрибка,
однозначно виражаються через число Фруда Fr1.
Необхiдно пiдкреслити, що така точка зору пов-
нiстю вiдповiдає вiдомому положенню класичної
гiдравлiки про однозначнiсть описання (а вiдпо-
вiдно i моделювання) потокiв з вiльною поверхнею
характерним числом Фруда.

Проте детальнi дослiдження хвилястого стриб-
ка та iнших типiв бiлякритичних течiй рiдини [25,
45] показали, що теза про однозначнiсть описання
хвилястого стрибка числом Фруда Fr1 вiдповiдає
дiйсностi лише за умови наявностi гiдростатично-
го розподiлу тиску у його початковому перерiзi.

У випадку вiдсутностi гiдростатики у зазначе-
ному перерiзi традицiйнi залежностi для визначе-
ння глибин h2 i hв, якi не враховують цей фактор,
дають iстотно заниженi результати i в якiсному
вiдношеннi не вiдображають адекватно розгляду-
ване явище. Для коректного описання хвилястого
стрибка з негiдростатикою у початковому перерi-
зi його основнi характеристики та умови iснування
необхiдно визначати не одним, а двома факторами
– в додаток до числа Фруда Fr1 необхiдно врахову-
вати iще один з коефiцiєнтiв, що оцiнюють ступiнь
вiдхилення вiд гiдростатики у вказаному перерiзi
стрибка.

Цей висновок переконливо пiдтверджує спiв-
ставлення результатiв двох дослiдiв, показаних на
рис. 2, а, б. Шляхом пiдбору витрати, висоти пiд-
няття щита hщ та глибини нижнього б’єфу (яку в
першому наближеннi можна характеризувати зна-
ченням другої спряженої глибини h2) цi дослiди
поставленi таким чином, що у них є однаковими
питомi витрати q, початковi глибини h1 i, вiдпо-
вiдно, числа Фруда Fr1, але рiзною є ступiнь вiд-
хилення вiд гiдростатики у початковому перерi-
зi стрибка. При проведеннi лабораторних експери-
ментiв згадану ступiнь вiдхилення вiд гiдростати-
ки у вибраному перерiзi потоку зручно характе-
ризувати за допомогою коефiцiєнта негiдростати-
чностi:

s1 =
hп.д.1

h1

, (2)

де hп.д.1 – п’єзометричний тиск на днi, вираже-

ний у висотi водяного стовпа. Внаслiдок рiзних
значень коефiцiєнта s1 у порiвнюваних дослiдах
рiзними є глибини вiдповiдно h2 i hв та профiль
вiльної поверхнi. Характерно, що при зменшеннi
глибини нижнього б’єфу зменшується не тiльки
коефiцiєнт s1, а й глибина верхнього б’єфу перед
щитом Hв.б.

1.3. Теза, що необхiдною i достатньою умовою
iснування хвилястого стрибка є вираз

1 < Fr1 < Frlim

1 , (3)

де Frlim
1

– число Фруда, що характеризує верхню
границю формування хвилястого стрибка при йо-
го переходi в досконалий гiдравлiчний стрибок з
поверхневим вальцем. Вперше цю точку зору пiд-
дав сумнiву А.М. Мельников [24], який у своїх
лабораторних дослiдженнях в областi чисел Фру-
да Fr1 = 1 − 3 отримав не хвилястий, а доскона-
лий стрибок з поверхневим вальцем. Така позицiя
А.М. Мельникова, разом з iншими його сумнiвни-
ми твердженнями, принципово суперечила устале-
ним канонам традицiйної гiдравлiки i була пiддана
гострiй критицi в роботах [57, 58]. Автори цих ро-
бiт визнали вище згадане твердження А.М. Мель-
никова помилковим, а саму помилку пояснювали
малими значеннями початкової глибини стрибка
h1, внаслiдок чого вплив сил тертя на днi був дуже
великим, через що в дослiдах порушувалися умови
суцiльностi потоку. Для об’єктивностi суджень не-
обхiдно визнати, що позицiя опонентiв А.М. Мель-
никова виглядала досить обґрунтованою, адже в
окремих дослiдах початкова глибина стрибка h1

становила всього 0.005 м [24]. Здавалося, що роз-
глядуване питання вже вияснене остаточно, про-
те в роботах [25, 41] були опублiкованi результа-
ти детальних лабораторних дослiджень, якi пiд-
твердили позицiю А.М. Мельникова i переконливо
довели, що хвилястий стрибок можна зруйнува-
ти i отримати гiдравлiчний стрибок з поверхне-
вим вальцем при числах Фруда Fr1 < 3, причому
як завгодно близьких до одиницi. Характерно, що
в згаданих дослiдах початкова глибина хвилясто-
го стрибка h1 була досить великою i доходила до
0.213 м. Таким чином, зазначений вираз (3) не ви-
значає умови iснування хвилястого стрибка.

Серед iнших недолiкiв iснуючих уявлень
про хвилястий стрибок, якi iстотно впливають
на сучасний стан розвитку теорiї цього явища, ви-
дiлимо п’ять наступних.

1) Якiсна невiдповiднiсть рiзних точок зо-
ру про характер змiни профiлю вiльної по-
верхнi по довжинi хвилястого стрибка. Тра-
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дицiйна гiдравлiка вважає, що глибини потоку пiд
вершинами хвиль по довжинi хвилястого стрибка
зменшуються, а самi хвилi затухають [1 – 6]. В той
же час в роботах [19, 21, 22, 27, 33, 38, 59], якi осно-
ванi на асимптотичному аналiзi множинних шкал
у турбулентному потоцi та iнших вихiдних позицi-
ях, отримано дiаметрально протилежнi результа-
ти, згiдно з якими глибини пiд вершинами хвиль
по довжинi хвилястого стрибка не зменшуються,
а, навпаки, збiльшуються.

2) Вивчення хвилястого стрибка без си-
стемного зв’язку з iншими типами бiлякри-
тичних течiй. Як вже було сказано ранiше, хви-
лястий стрибок вiдноситься до класу бiлякрити-
чних течiй рiдини. Проте у бiльшостi дослiджень,
хвилястий стрибок вивчався як окреме явище без
системного зв’язку з iншими явищами цього класу.
Отриманi при цьому залежностi вiдносяться тiль-
ки до хвилястого стрибка i не можуть бути поши-
ренi на iншi типи бiлякритичних течiй.

Найбiльш показовим i очевидним у цьому вiд-
ношеннi є питання про спряженi глибини хвиля-
стого стрибка. Класичне визначення першої h1 та
другої h2 спряжених глибин хвилястого стрибка,
як глибин у вiдповiдних перерiзах бурхливого i
спокiйного потокiв (за аналогiєю з досконалим гi-
дравлiчним стрибком), основується на положеннi
про гiдростатичний розподiл тиску по глибинi у
зазначених перерiзах. Традицiйна методика лабо-
раторного визначення першої спряженої глибини
хвилястого стрибка основується лише на вiзуаль-
ному виборi мiсцеположення початкового перерiзу
стрибка i зводиться до простої процедури вимiрю-
вання глибини потоку у вибраному перерiзi. При
цьому iнструментальний контроль можливої наяв-
ностi чи вiдсутностi нахилу i кривизни елементар-
них струминок (а вiдповiдно, наявностi чи вiдсу-
тностi гiдростатичного закону розподiлу тиску) у
згаданому перерiзi потоку взагалi не проводиться.

Проте при експериментальному вивченнi класу
бiлякритичних течiй рiдини такий контроль кон-
че необхiдний. Справа в тому, що в природi є та-
кi типи цих течiй (кноїдальнi хвилi, безстрибкове
вальцеве спряження б’єфiв та iн.), якi взагалi не
можуть iснувати з гiдростатикою в їх початково-
му перерiзi. В той же час гiдродинамiчний солiтон,
навпаки, може утворюватися лише за умови наяв-
ностi гiдростатики у вказаному перерiзi, а хвиля-
стий i класичний стрибки можуть iснувати як з гi-
дростатичним, так i негiдростатичним розподiлом
тиску у їх початковому перерiзi.

У цьому вiдношеннi досить перспективною ви-
глядає iдея виведення унiверсальних залежностей,
загальних для всiх явищ розглядуваного класу i

дiйсних при числах Фруда менших, рiвних i бiль-
ших одиницi, а також при наявностi та вiдсутностi
гiдростатики у їх початковому перерiзi. Викори-
стання таких унiверсальних залежностей для кон-
кретного явища дає можливiсть чiтко вiдтiнити
його особливостi та вiдмiнностi вiд iнших.

3) Ототожнення хвилястого стрибка i
хвиль перемiщення. Враховуючи схожiсть ряду
ознак, деякi автори [10, 60] ототожнюють неру-
хомий в просторi хвилястий стрибок та рухомi
груповi хвилi перемiщення з гладкою хвилястою
поверхнею. Проте аналiз умов iснування, кiнема-
тичної структури, профiлiв вiльної поверхнi та iн-
ших характеристик показав, що порiвнюванi яви-
ща мають певнi вiдмiнностi, внаслiдок чого пере-
носити результати вивчення одного явища на iнше
треба дуже обережно [8, 12, 61, 62].

4) Ототожнення рiзних форм числа Фру-
да при описi хвилястого стрибка. Число Фру-
да у початковому перерiзi хвилястого стрибка, че-
рез яке виражають його основнi характеристики
та умови iснування, найчастiше записують у та-
ких двох формах:

Fr1 =
v2
1

gh1

=
q2

gh3

1

, (4)

F1 =
√

Fr1 =
v1√
gh1

=
q

√

gh3
1

, (5)

Обидва вирази є рiвноправними i широко викори-
стовуються представниками рiзних наукових шкiл
для описання рiзноманiтних гiдравлiчних явищ.
Через це можна вважати за прикре непорозумi-
ння ситуацiю, коли автори при аналiзi iнформацiї
з рiзних джерел про хвилястий стрибок роблять
певнi узагальнення, але не враховують рiзницi мiж
формулами (4) i (5), а використовуванi значення
чисел Фруда не зводять до спiльної шкали.

5) Якiсна невiдповiднiсть теоретичної схе-
ми та експериментальних даних, використо-
вуваних для порiвняння. Недивлячись на вiд-
носно вузький дiапазон умов iснування хвилясто-
го стрибка, вченi видiляють окремi пiдвиди цього
явища, якi якiсно вiдрiзняються мiж собою за пев-
ними ознаками [17, 18, 41]. Логiка дiй вимагає, щоб
автори для пiдтвердження своїх теоретичних до-
слiджень порiвнювали отриманi результати з ти-
ми експериментальними даними, якi вiдповiдають
прийнятiй теоретичнiй схемi. Проте в дiйсностi це
вiдбувається таким чином далеко не завжди.

Типовим прикладом зазначеної невiдповiдностi
є ситуацiя з врахуванням впливу похилу дна на
характеристики хвилястого стрибка. Досить часто
при теоретичному розглядi цього явища похил дна
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Рис. 3. Вплив похилу дна на характеристики
хвилястого стрибка:

а – горизонтальний канал (F1 = 1.50),
б – слабо нахилений канал (tg θ=1/1000, F1 = 1.48),
в – сильно нахилений канал (tg θ=1/163, F1=1.47),

1 – вiльна поверхня (h/h1),
2 – донний тиск (pд/ρg)/h1 ,

3 – придонна швидкiсть (vд/v1)

приймається нульовим або незначним, що iстотно
спрощує математичну модель. Цьому положенню
вiдповiдають також i результати експерименталь-
них вивчень хвилястого стрибка, проведених бага-
тьма авторами.

Спецiальнi лабораторнi дослiдження впливу по-
хилу дна на характеристики хвилястого стрибка
виконали Х. Шансон та Х. Готох, I. Ясуда, I. Охтсу
[39, 40], причому похил дна в цих експериментах
змiнювався в широких межах. Отриманi результа-
ти виявили якiсну вiдмiннiсть хвилястого стрибка
при похилах дна i < iк та i > iк (де iк – кри-
тичний похил). Якщо i < iк (включаючи горизон-
тальне положення дна), то глибини пiд вершинами
хвиль зменшуються в напрямку руху потоку рiди-
ни, а якщо i > iк, то збiльшуються. Цей висновок
наочно iлюструє рис. 3, запозичений з роботи [39].

Автори вищезгаданих робiт [19, 21, 22, 27, 33, 38,
59] , якi отримали розрахунковий профiль вiльний
поверхнi хвилястого стрибка iз збiльшенням гли-
бин пiд вершинами хвиль у напрямку руху пото-
ку води, для перевiрки результатiв своїх теорети-
чних дослiджень широко використовують експе-
риментальнi данi Х. Шансона та Х. Готох, I. Ясу-
да, I. Охтсу [39, 40]. Проте при цьому вони не ана-
лiзують вплив похилу дна на використовуванi ха-
рактеристики. З метою здiйснення аналiзу впли-

ву цього фактора на характеристики хвилястого
стрибка пiдрахуємо значення критичного похилу
для результатiв ряду дослiдiв, отриманих у робо-
тах [39, 40] i часто використовуваних iншими авто-
рами. Результати таких розрахункiв представленi
в табл. 2.

У проведених розрахунках критичний похил ви-
значався за вiдомою методикою [63] iз формули
Шезi

iк =
v2
к

C2
кRк

, (6)

де vк = q/hк – критична швидкiсть; Cк – крити-
чний коефiцiєнт Шезi, який визначався за форму-
лою Маннiнга Cк = R

1/6

к /n при коефiцiєнтi шорс-
ткостi n = 0.008; Rк = (bhк)/(b + 2hк) – гiдравлi-
чний радiус; b – ширина лотока.

Як видно iз табл. 2, у всiх використаних дослi-
дах фактичний похил дна iф є бiльшим вiд кри-

тичного iк. Проте, автори робiт [19, 21, 22, 27, 38],
обмежуючись у своїх теоретичних дослiдженнях
лише малими значеннями похилу дна, для порiв-
няння отриманих результатiв використовують якi-
сно iншi експериментальнi данi дослiдiв iз i > iк.

2. БАЗОВI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯН-
НЯ, ВИКОРИСТОВУВАНI ДЛЯ ОПИСАН-
НЯ ПРОФIЛЮ ВIЛЬНОЇ ПОВЕРХНI ХВИ-
ЛЯСТОГО СТРИБКА

Характерною рисою рiвнянь, що застосовую-
ться для розрахункiв обрисiв вiльної поверхнi хви-
лястого стрибка, є те, що вони використовуються
не тiльки для цього явища, а й для досить ве-
ликого класу гiдравлiчних явищ з хвилястою по-
верхнею (потiк на водозливах практичного профi-
лю та з широким порогом, усамiтнена хвиля, кної-
дальнi хвилi, хвилi перемiщення та iн.). Виведення
таких рiвнянь основується на базових рiвняннях
класичної гiдравлiки – збереження енергiї та мо-
менту (кiлькостi руху), нерозривностi, рiвняннях
Ейлера, Бернуллi, Сен-Венана та iн. Для неуста-
лених i усталених в часi течiй з хвилястою поверх-
нею широко використовують нелiнiйнi диференцi-
альнi рiвняння в частинних похiдних Буссiнеска,
Кортевега-де Фрiса, Селезова [64]. Диференцiаль-
нi рiвняння, наведенi у п. 2, вiднесемо до рiвнянь
першого типу, тобто таких, якi мають похiднi пер-
шого та вищих порядкiв.

Серед названих фундаментальних закономiрно-
стей видiлимо рiвняння Кортевега-де Фрiса [65],
яке вирiзняється своєю унiверсальнiстю, описує
багато рiзноманiтних явищ та процесiв рiзної фiзи-
чної природи, вiдноситься до числа основних рiв-
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Табл. 2. Порiвняння фактичного i критичного похилiв дна для частини дослiдiв, висвiтлених в роботах [39, 40]

№ шифри джерело b, м q, h1, м F1 Fr1 iф θф, iк θк,
з/п дослiдiв м2/с град. град.
1 HCUJ8е [40] 0.25 0.028 0.041 1.077 1.160 0.00410 0.235 0.00266 0.152
2 HCUJ10c [40] 0.25 0.080 0.084 1.049 1.100 0.00399 0.229 0.00286 0.164
3 HCUJ4b [40] 0.25 0.119 0.105 1.119 1.252 0.00499 0.286 0.00306 0.176
4 HCUН1b [40] 0.25 0.0416 0.053 1.088 1.184 0.00370 0.212 0.00269 0.154
5 HCUJ4a [40] 0.25 0.120 0.109 1.062 1.128 0.00433 0.248 0.00307 0.176
6 fig.8a [39] 0.80 0.0925 0.0889 1.110 1.232 0.00355 0.203 0.00183 0.105

нянь солiтонiки i в загальному випадку для змiн-
ної у часi t деякої величини u має такий вигляд:

ut − K1uux − K2uuxxx = 0, (7)

де K1, K2 – деякi коефiцiєнти, iндекс бiля u озна-
чає похiдну по цьому параметру.

Для усталеного та неусталеного перманентно-
го (стацiонарного) рухiв профiль вiльної поверх-
нi вiдповiдно в нерухомiй та рухомiй системах ко-
ординат є незмiнним, параметр часу t випадає з
аналiзу, внаслiдок чого згадане рiвняння iстотно
спрощується.

Наведемо найбiльш характернi рiвняння, що ви-
користовуються для побудови профiлю хвилясто-
го стрибка та iнших гiдравлiчних явищ в умовах
плоскої задачi. Зауважимо, що рiвняння, викори-
станi у цiй роботi, дещо перетворенi i записанi у
прийнятих позначеннях.

1) Розширене рiвняння енергiї Буссiнеска у фор-
мi Шансона [47] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2
+

q2

3gh2
h′′. (8)

Подiбне рiвняння отримав також В.М. Андерсен
[15] для випадку критичної глибини hк = 1.

2) Рiвняння енергiї Серра [44] для прямолiнiй-
ного дна

E = h +
q2

2gh2
+

q2

3gh2
h′′ − q2

6gh2
h′2. (9)

3) Рiвняння моменту (функцiї iмпульсу) Серра
[44] для прямолiнiйного дна

M =
h

2

2
+

q2

gh
+

q2

3g
h′′ − q2

3gh
h′2. (10)

4) Розширене рiвняння Бернуллi у формi Хагера
i Хуттера [16] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2

(

1 +
2hh′′ − h′2

3

)

. (11)

5) Розширене рiвняння Бернуллi у формi Хагера
[54] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2
exp

(

2hh′′ − h′2

3

)

. (12)

6) Розширене рiвняння Бернуллi типу Буссiне-
ска у формi Хагера i Хуттера [16] для довiльного
дна

E = h + z+ (13)

+
q2

2gh2

(

1 +
2hh′′ − h′2

3
+ hz′′ − h′z′ − z′2

)

.

7) Розширене рiвняння Бернуллi типу Буссiне-
ска у формi Хагера [54] для довiльного дна

E = h + z+ (14)

+
q2

2gh2
exp

(

2hh′′ − h′2

3
+ hz′′ − h′z′ − z′2

)

.

8) Рiвняння Кастро-Оргаза, Жiральдеса, Айю-
зо [66] для перерiзу, проведеному через найвищу
точку гребеню водозливу

E = h+ (15)

+
q2

2gh2
exp

(

2hh′′ − h′2

K + 2
− h′2

2K + 1
+ hz′′

)

.

9) Рiвняння енергiї Монтеса i Шансона [31] для
прямолiнiйного дна

E

h
= cos θ + β

U2

2gh

{

1 +
2ε0

K + 2 + 2N
×

×
[

1 + N

(

2 +
2N

K + 2 + N

)]

− ε1

(

1 + N

3 + N

)}

+

+O
(

ε2
)

, (16)

де

ε0 =
hh′′

1 + h′2
, ε1 =

h′2

1 + h′2
,
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причому

ε0 =
hh′′

1 + h′2
, ε1 =

h′2

1 + h′2
,

dE

dx
= S0 − Sf .

10) Рiвняння моменту Монтеса i Шансона [31]
для прямолiнiйного дна

M

h2
=

cos θ

2
+ β

U2

gh

{

1 + ε0

[(

2

K + N + 2
− (17)

− 1 − 2N

K + 2 + 2N

)

− ε1

(

N + 1

N + 3

)]}

+ О
(

ε2
)

,

причому
dM

dx
= h (S0 − Sf ) .

11) Рiвняння Бозе, Дея [67] для прямолiнiйного
дна

h′′′+
5

2

(

gh cos θ

q2
− 1

h2

)

h′+
5

2q2

(

τ0

ρ
− gh sin θ

)

= 0.

(18)
12) Рiвняння Штайнрюка, Шнайдера, Грiльхо-

фера [19] для прямолiнiйного дна

H ′′′ + (H − 1) H ′ − βH = 0. (19)

У наведених залежностях використанi такi по-
значення: h – довiльна глибина, H – безрозмiр-
не перевищення довiльної точки вiльної поверхнi
над поверхнею незбуреного потоку, z – положен-
ня довiльної точки дна над площиною порiвняння,
штрихи над h, H та z означають похiдну зазначе-
ного порядку по розмiрнiй x та безрозмiрнiй X по-
здовжнiй координатi вiдповiдно, β – параметр, що
характеризує змiну амплiтуди i довжини хвиль, K
– константа, N – показник, що залежить вiд градi-
єнту тиску, S0 – похил дна, Sf – похил лiнiї енергiї,
τ0 – доннi дотичнi напруження, ρ – густина рiдини,
θ – кут нахилу дна до горизонту.

3. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ПРОФIЛЮ ВIЛЬНОЇ ПОВЕРХНI
ХВИЛЯСТОГО СТРИБКА

Наведенi у п.2 диференцiальнi рiвняння (7) –
(19) мiстять першу, другу i третю похiднi фун-
кцiй h(x), H(X), z(x). Через це безпосереднє ана-
лiтичне використання цих рiвнянь для побудови
профiлю вiльної поверхнi потоку викликає сер-
йознi ускладнення. За таких умов при виконаннi
практичних розрахункiв для рiзних випадкiв ре-
альних споруд на основi диференцiальних рiвнянь
(7) – (19) часто використовують чисельнi методи.

З метою отримання аналiтичних розв’язкiв за-
значених рiвнянь та спрощення процедури розра-
хункiв обрисiв вiльної поверхнi прагнуть позбути-
ся другої i третьої похiдних у цих рiвняннях. Наве-
демо деякi з таких рiвнянь стосовно умов плоскої
задачi, використовуваних для розрахункiв профi-
лю вiльної поверхнi хвилястого стрибка та iнших
явищ з хвилястою поверхнею в умовах усталено-
го чи неусталеного перманентного (стацiонарно-
го) руху у випадку прямолiнiйного дна iз z(x),
z′(x), z′′ (x) рiвними нулю. Диференцiальнi рiвня-
ння, використанi у п.3, вiднесемо до рiвнянь дру-
гого типу, тобто таких, що мiстять лише першi по-
хiднi використовуваних функцiй, а похiднi вищих
порядкiв вiдсутнi.

1) Рiвняння Кортевега-де Фрiса у формi Бхатна-
гара [68] у виглядi кубiчного полiному для стацiо-
нарного руху

h′2 =
1

3δ

(

−h3 + 3Ch2 + 6Ah + 6B
)

. (20)

2) Рiвняння Серра, виражене через питому енер-
гiю E для прямолiнiйного дна [44],

h′2 =
6g

q2

(

−h3

2
+ Eh2 + C1h +

q2

2g

)

. (21)

3) Рiвняння Серра, виражене через момент
(функцiю iмпульсу) M для прямолiнiйного дна
[44],

h′2 =
6g

q2

(

−h3

2
+ C2h

2 − Mh +
q2

2g

)

. (22)

4) Рiвняння Смислова [69]

h′2 =
3g

q2

(

−2

3
h3 + Eh2 − q2

g
lnh + C3

)

. (23)

5) Рiвняння Андерсена [15], записане для випад-
ку hк = 1

h′2 = −2h3 + 3Eh2 − 3 lnh + C4. (24)

6) Рiвняння Iваса [8]

h′2 = −g cos θ

γ1q2

(

h3 − C5

q2

g cos θ
h2 +

2M

cos θ
h − αмq2

g cos θ

)

.

(25)
7) Рiвняння Бенджамiна-Лайтхiлла та Кастро-

Оргаза-Шансона [33, 70]

h′2 =
6g

q2

(

−h3

2
+ Eh2 − S1h +

q2

2g

)

, (26)

де

S1 =
h2

1

2
+

q2

gh1

.
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8) Рiвняння Хагера-Хуттера [16]

y′2 =
3

f

[

−y3 + (2 + f − fγ) y2−

− (1 + 2f − 2fγ) y + f ] . (27)

9) Рiвняння Хагера [54]

y′2 =
y′

2

0

Ф
y + 3

(

1 − y

Ф

)

ln
f

2
+ 6 (y − 1)−

−6
(

2 +
y

Ф

)

lny − 3
(

1 − y

Ф

)

ln (Ф − y) , (28)

причому у формулах (27), (28):

y =
h

h0

, y′ =
dy

dX
, X =

x

h0

, f =
q2

gh3
0

, γ =
h′

0

3
,

Ф =
E

h0

= 1 +
f

2
exp

(

−y′
2

0

3

)

,

h0 – глибина незбуреного потоку.
10) Рiвняння Штайнрюка, Шнайдера, Грiльхо-

фера [19]

H ′2 =
H

3
+ H2 + 2RH + 2S, (29)

де R′ = βH , S′ = −βH2 .
Зауважимо, що в додаток до ранiше використо-

вуваних позначень у п.3 введенi такi позначення:
A, B, C, δ – деякi коефiцiєнти, C1, C2, C3, C4, C5

– константи iнтегрування, γ1 та αм – поправочнi
корективи.

4. КОРОТКА ХАРАКТЕРИСТИКА
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ,
НАВЕДЕНИХ У ПУНКТАХ 2 i 3

Детальний аналiз зазначених рiвнянь дозволив
виявити такi їх особливостi та недолiки.

1) Розглядуванi залежностi вiдносяться до кла-
су нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Для по-
токiв з хвилястою поверхнею в умовах рiзко та
швидко змiнних рухiв рiдини лiнеаризацiя таких
рiвнянь є досить непростою справою, а використа-
ння лiнеаризованих рiвнянь має суттєвi обмежен-
ня.

2) Рiвняння (7) – (19) мiстять в собi першу, дру-
гу i третю похiднi використовуваних функцiй, що
обмежує можливостi спроби пошуку їх аналiти-
чних розв’язкiв, зводячи безпосереднє використа-
ння цих рiвнянь лише до чисельних методiв.

3) Використання залежностей (20) – (29) вима-
гає встановлення значень питомої енергiї E, функ-
цiї iмпульсу (моменту) M , коефiцiєнтiв A, B, C, δ,

γ1, αм, констант iнтегрування C1, C2, C3, C4, C5 та
параметру β. Знаходження цих величин здiйсню-
ють по-рiзному для рiзних явищ у залежностi вiд
їх типу, вибраної математичної моделi, способу за-
дання граничних умов тощо. Значення вказаних
величин прагнуть знайти для перерiзiв потоку з
плавно змiнним рухом i гiдростатичним розподi-
лом тиску. Цей прийом є цiлком прийнятним для
багатьох реальних практичних схем. Проте для
явищ, на початковiй дiлянцi яких такого перерi-
зу взагалi не iснує (кноїдальнi хвилi, хвилястий
стрибок з негiдростатикою у початковому перерiзi
та iншi), описаний прийом виявляється неприйня-
тним, а його використання приводить до неточно-
стей та помилок [56] .

4) Iз рiвнянь (20) – (29), якi застосовуються
для побудови профiлю вiльної поверхнi хвилясто-
го стрибка та iнших типiв хвилеподiбних течiй, ви-
дiлимо рiвняння Серра (21), (22), вираженi вiдпо-
вiдно через питому енергiю E та момент M . Як
показано в роботах [44, 45, 52], цi рiвняння при ко-
ректному визначеннi сталих iнтегрування C1, C2

є iдентичними, внаслiдок чого дають однаковi ре-
зультати. При цьому

dM

dx
= h

dE

dx
, (30)

яке справедливе як для плавно, так i рiзко змiнних
рухiв. Враховуючи цю обставину, Ф. Серр назвав
формули (21), (22) двома формами однiєї законо-
мiрностi [44].

Для випадку прямолiнiйного дна з нульовим або
невеликим похилом аналiтичнi розв’язки рiвнянь
(21), (22) зводяться до вiдомих формул усамiтне-
ної хвилi:

h = h1 + (hв − h1) sch2

[

x

2

√

3g

q2
(hв − h1)

]

, (31)

та кноїдальних хвиль:

h = h1 + (hв − h1)cn
2

( x

∆
, k
)

, (32)

де ∆ i k – параметри хвиль.
Характерною особливiстю хвиль, описуваних

формулами (31) i (32), є симетричний характер
профiлю вiльної поверхнi вiдносно вертикалей,
що проходять через вершини цих хвиль (рис. 4).
Необхiдно пiдкреслити, що для усталеного руху
розв’язки усамiтненої i кноїдальних хвиль можна
отримати безпосередньо iз рiвнянь Кортевега-де
Фрiса (7), (20).

5) До формул Серра (9), (10), (21), (22) можна
звести велику частину диференцiальних рiвнянь,
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Рис. 4. Типи хвиль, використовуваних для побудови
профiлю хвилястого стрибка:

а – усамiтнена хвиля, б – кноїдальнi хвилi

зазначених у п.п. 2 i 3, хоча вони були виведе-
нi авторами iз рiзних вихiдних схем. Для цього
достатньо дещо спростити розглядуванi рiвняння,
прийнявши необхiднi значення розрахункових ве-
личин (cos θ = 1, αм = 1, γ = 1/3, K = 1, z = 0
та iн.). До формули (9) зводяться рiвняння (11),
(13), до формули (10) – рiвняння (17), до формули
(21) – рiвняння (25), до формули (22) – рiвняння
(26). Тут доречно пiдкреслити, що залежностi (9),
(10), (21), (22) та рiвняння, що легко зводяться до
них, широко використовуються в численних робо-
тах при розглядi хвилястого стрибка та iнших ти-
пiв хвилеподiбних течiй [8, 31, 33, 39, 46, 52, 54, 59,
69].

6) Задачу розв’язування диференцiальних рiв-
нянь (21), (22) та тих, що зводяться до них, у ви-
глядi розв’язкiв усамiтненої (31) та кноїдальних
хвиль (32) не можна вважати доведеною до кiнця,
адже залежностi (31), (32) мiстять максимальну
глибину hв, яка апрiорi є невiдомою, а визначення
її є однiєю з основних цiлей практичних розрахун-
кiв.

7) Геометричнi i динамiчнi характеристики по-
току у початковому перерiзi розглядуваних явищ з
мiнiмальною глибиною h1 залишаються нерозкри-
тими. При цьому невиясненим виявляється питан-
ня про наявнiсть чи вiдсутнiсть нахилу i кривизни
елементарних струминок (або iншими словами на-
явнiсть чи вiдсутнiсть гiдростатики) у цьому пе-
рерiзi.

8) Порiвнюючи рiвняння (11) i (12), можна ска-

зати наступне. Цi залежностi вiдрiзняються мiж
собою лише наявнiстю експоненцiальної функцiї у
формулi (12), причому вони дають близькi резуль-
тати. Проте перевагу iз них необхiдно вiддати ви-
разу (11). Ця формула, по сутi, являє собою фор-
мулу Серра (9) i досить повно описує розглядувану
задачу. Остання обставина має виняткове значен-
ня, адже при теоретичному вивченнi поставленої
проблеми формула (11) дає можливiсть отримати
точнi математичнi розв’язки з використанням гi-
перболiчного секанса sch(x) та елiптичної функцiї
Якобi амплiтуди косинуса cn(z, k), що є неможли-
вим на основi формули (12).

Причина такого положення полягає в наступно-
му. Як вiдомо [71], експоненцiальну функцiю мо-
жна розкласти в ряд Тейлора:

exp x = ex =
∞
∑

k=0

xk

k !
= 1 + x +

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+ ...

(33)
Аналiз залежностей (11), (12) та (33) показує, що
формули (11) i (12) є тотожними при врахуван-
нi у формулi (12) лише перших двох членiв ряду
Тейлора, тобто за умови

exp x = 1 + x . (34)

Використання усiх наступних членiв ряду Тейлора
у кiлькiсному вiдношеннi мало впливає на остато-
чнi результати. Проте з якiсної точки зору таке
використання iстотно обмежує можливостi знахо-
дження аналiтичного розв’язку поставленої зада-
чi, зводячи їх лише до застосування чисельних i
експериментальних методiв.

Все сказане у цьому параграфi вiдноситься та-
кож i до рiвнянь (14), (15), якi також мiстять екс-
поненцiальну функцiю, хоча i мають вiдповiднi
аналоги без цiєї функцiї.

9) Рiвняння (16) – (19), (27) – (29) передбача-
ють застосування чисельних методiв їх розрахун-
кiв, хоча для випадкiв E(x) = const, M(x) = const
залежностi (19), (27) – (29) дають профiлi усамi-
тненої i кноїдальних хвиль.

10) Рiвняння Буссiнеска (8) не враховує нахил
елементарних струминок. Оскiльки ефект впливу
кривизни струминок є набагато сильнiшим, нiж
дiя їх нахилу [9], то цей недолiк не сильно впливає
на точнiсть розрахункiв.

Рiвняння Смислова (23) та Андерсена (24),
отриманi для схожих вихiдних умов i при кри-
тичнiй глибинi hк = 1, є тотожними. Характер-
но, що результати розрахункiв за цими формула-
ми є дуже близькими до результатiв за формулою
Серра (21). Внаслiдок того, що залежностi (23),
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(24) отриманi на основi диференцiального рiвнян-
ня Буссiнеска (8), в якому зневажається впливом
нахилу елементарних струминок, ця обставина в
певнiй мiрi негативно впливає на точнiсть цих за-
лежностей. Крiм того, формули (23), (24) мiстять
член з натуральним логарифмом, що створює пев-
нi незручностi для аналiтичного використання цих
формул. Враховуючи цi обставини, iз трьох порiв-
нюваних рiвнянь (21), (23), (24) перевагу можна
вiддати формулi Серра (21).

11) Особливе мiсце серед рiвнянь, що описують
профiль вiльної поверхнi хвилястого стрибка та iн-
ших типiв хвилеподiбних течiй займають рiвнян-
ня, отриманi на основi досить перспективного ме-
тоду асимптотичного аналiзу множинних масшта-
бiв, використаного в роботах [19, 21, 27, 38]. Базо-
вим серед них є рiвняння (19), яке виведено для
потокiв iз сильно розвинутою турбулентнiстю за
умов дуже малих значень кута θ нахилу дна до го-
ризонту та великих числах Рейнольдса. При цьо-
му використовується k − ε модель турбулентностi
та модель рейнольдсових напружень у турбулен-
тному потоцi. Звичайно це рiвняння розв’язують
чисельними методами, хоча для окремих випадкiв
отриманi аналiтичнi розв’язки усамiтненої хвилi,
кноїдальних хвиль, а також окремих параметрiв
хвилястого стрибка.

Характерною особливiстю профiлю вiльної по-
верхнi хвилястого стрибка, отриманого в роботах
[19, 21, 27, 38] на основi диференцiальних рiвнянь
типу (19), є те, що глибини пiд вершинами хвиль
досить iнтенсивно збiльшуються в напрямку ру-
ху потоку (рис. 5, запозичений з роботи [21]). При
цьому для теоретичної схеми iз x → ∞ нiякi обме-
ження (нi по максимальнiй глибинi, нi по кiлькостi
хвиль, нi по довжинi стрибка) не вводяться. Порiв-
няння рис. 3,в та 5 показує, що теоретичне описа-
ння процесу зростання глибин пiд вершинами та
пiдошвами хвиль вздовж потоку в якiсному вiд-
ношеннi не вiдповiдає реальним даним. Характер-
но, що теоретичнi значення глибин пiд пiдошва-
ми четвертої i наступних хвиль стрибка на рис. 5
перевищують максимальну глибину пiд вершиною
першої хвилi.

Незважаючи на це, методику побудови профiлю
вiльної поверхнi хвилястого стрибка, висвiтлену в
роботах [19, 21, 27, 38], можна використовувати
у першому наближеннi при похилах дна i > iк.
При цьому розроблена методика потребує певного
вдосконалення для врахування реальної iнтенсив-
ностi затухання хвиль, визначення можливостей
використання при похилах i < iк та введення вiд-
повiдних обмежень стосовно її застосування.

12) Побудова профiлю вiльної поверхнi хвиля-

Рис. 5. Порiвняння розрахункових профiлiв
хвилястого стрибка за формулою (19)

з експериментальними даними:
1 – чисельний розв’язок, 2 – розв’язок за програмою

FLUENT на основi k − ε моделi турбулентностi,
3 – розв’язок за програмою FLUENT на основi

моделi рейнольдсових напружень,
+ – експериментальнi точки [39] для дослiду з

q = 0.0925м2/с, h1 = 0.0889м, Re = 98700,
Fr1 = 1.232, β = 0.0563

стого стрибка на основi диференцiальних рiвнянь,
наведених у п.п. 2 i 3, здiйснюється аналiтичними
i чисельними методами.

Аналiтичнi методи найчастiше основуються на
використаннi розв’язкiв рiвнянь Серра (21), (22)
у виглядi усамiтненої (31) та кноїдальних хвиль
(32) . При цьому отримають так званий ”перерв-
ний” профiль стрибка, коли на рiзних дiлянках
розглядуваного явища використовують рiзнi рiв-
няння. Для побудови профiлю хвилястого стрибка
(рис. 1) ”склеювання” розв’язкiв (31) i (32) здiй-
снюють або в перерiзi по вершинi першої хвилi
(точка A), або в перерiзi, що проходить через то-
чку перегину кривої вiльної поверхнi, розташова-
ну за цiєю вершиною (точка Б). Звичайно вважа-
ється, що розподiл тиску у перерiзi, проведеному
через точку Б, є близьким до гiдростатичного за-
кону, а глибина h2 у цьому перерiзi є другою спря-
женою глибиною хвилястого стрибка. У випадку
наявностi гiдростатики у його початковому пере-
рiзi цю глибину (як i для досконалого стрибка)
можна знайти за формулою Беланже

h2 =
h1

2

(

√

1 + 8Fr1 − 1
)

. (35)

Якщо згадане “склеювання” здiйснюється у пере-
рiзi по вершинi першої хвилi стрибка з глибиною
hв [13, 30, 62], то ця глибина є спiльною як для уса-
мiтненої, так i кноїдальних хвиль. Для iдеального
випадку вiдсутностi втрат енергiї по довжинi пото-
ку, тобто за умови E(x) = const, M(x) = const гли-
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бина hв є однаковою для всiх вершин хвиль роз-
рахункового профiлю хвилястого стрибка, а про-
фiлi хвиль є симетричними вiдносно вертикалей,
що проходять через їх вершини.

Якщо ”склеювання” розв’язкiв усамiтненої i кно-
їдальних хвиль здiйснюється у перерiзi, що прохо-
дить через точку Б [13, 16, 30], то спiльною для
обох явищ є друга спряжена глибина h2 хвилясто-
го стрибка. При цьому використовують рiзнi мето-
дики розрахункiв. В роботах [13, 30] пiсля точки
Б приймають не кноїдальнi, а простi гармонiчнi
хвилi мiлкої води.

13) Iснуючi методики розрахункiв хвилястого
стрибка, якi основанi на концепцiї E(x) = const,
M(x) = const мають обмежений дiапазон умов за-
стосування, характеризуються достатньою точнi-
стю лише в областi вiдносно невеликих чисел Фру-
да (дещо бiльших одиницi), а при вiдносно вели-
ких значеннях Fr1 дають значнi похибки. За та-
ких умов досить перспективним напрямком роз-
витку теорiї хвилястого стрибка є врахування в
розрахунках втрат енергiї, якi вiдбуваються в ме-
жах стрибка внаслiдок дiї рiзних факторiв – тертя
на днi, вплив придонного пограничного шару, ди-
сипацiя енергiї в турбулентному потоцi, утворен-
ня водоворотiв, вплив просторових ефектiв тощо.
Наявнiсть таких втрат у реальному потоцi iстотно
впливає на профiль вiльної поверхнi та iншi хара-
ктеристики стрибка.

Проте реалiзацiя iдеї врахування втрат енер-
гiї у хвилястому стрибку виявляється непростою
справою. Безпосереднє аналiтичне використання
для цього диференцiальних рiвнянь першого типу
(див. п. 2) у сукупностi iз залежностями, що опи-
сують цi втрати, ускладнюється наявнiстю у роз-
глядуваних рiвняннях першої, другої i третьої по-
хiдних функцiй h(x), H(X), z(x). Внаслiдок цього
таку задачу доводиться розв’язувати чисельними
методами [21]. Прагнення позбутися в рiвняннях
першого типу другої i третьої похiдних використо-
вуваних функцiй вимагає здiйснення iнтегрування
цих рiвнянь, яке вiдбувається при E(x) = const,
M(x) = const.

Враховуючи цю обставину, задачу врахування
втрат енергiї розв’язують у два етапи. На першо-
му етапi приймають E(x) = const, M(x) = const
i здiйснюють перехiд вiд рiвнянь першого типу
до вiдповiдних рiвнянь другого типу. На другому
етапi в розрахунки вводять залежностi, що опису-
ють втрати енергiї. При цьому для описання втрат
енергiї у хвилястому стрибку використовують рi-
зноманiтнi залежностi.

В роботах [13, 15, 16, 31, 70] цi втрати знаходять
за вiдомою формулою для досконалого гiдравлi-

чного стрибка:

∆E =
(h2 − h1)

3

4h1h2

, (36)

де h1, h2 – перша i друга спряженi глибини.
Разом з цим, використання формули (36) рiзнi

автори здiйснюють рiзними способами. А.А. Тур-
сунов [13] прирiвнює втрати енергiї, пiдрахованi
за формулою (36), до питомої енергiї, що перено-
ситься хвилями.

В. Хагер i К.Хуттер [16] втрати, визначенi за
формулою (36), концентрують лише на дiлянцi
мiж початковим перерiзом стрибка i перерiзом,
проведеним через точку Б перегину кривої вiльної
поверхнi. За таким способом розрахунковий про-
фiль хвилястого стрибка є перервним – на дiлянцi
вiд початкового перерiзу до точки Б використову-
ється рiвняння усамiтненої хвилi, а пiсля точки Б
– кноїдальних хвиль. Внаслiдок того, що енергiя
в межах кноїдальних хвиль є меншою вiд поча-
ткової на величину ∆E, глибини пiд вершинами
кноїдальних хвиль (рiвнi мiж собою) є меншими,
нiж пiд вершиною усамiтненої хвилi. Але при цьо-
му всi хвилi мають симетричний профiль вiдносно
вертикалей, що проходять через їхнi вершини.

В.М. Андерсен [15] вiдносить втрати енергiї ∆E
до всiєї довжини хвилястого стрибка вiд x0 до x∞.
При цьому профiль вiльної поверхнi, який визна-
чається рiвнянням (24), є неперервним, а хвилi –
асиметричними.

Автори робiт [31, 33, 59, 67] втрати енергiї у хви-
лястому стрибку враховують на основi формул

dE

dx
= S0 − Sf , (37)

dM

dx
= h(S0 − Sf ). (38)

При цьому значення похилу Sf , обумовленого си-
лами тертя, визначають за допомогою формул
Дарсi-Вейсбаха [33, 59], Маннiнга [67], Маннiнга-
Штрiклера [46]. Зауважимо, що згаданi формули
отриманi для випадку рiвномiрного потоку, хоча
роботи [43, 72] свiдчать про наявнiсть у хвилясто-
му стрибку особливого хвильового опору.

У статтях [19, 21, 27, 38] втрати енергiї у хвиля-
стому стрибку враховують як для потокiв iз силь-
но розвиненою турбулентнiстю через вплив погра-
ничного шару, коефiцiєнт ε, що характеризує рi-
вень дисипацiї енергiї, та iншi характеристики тур-
булентних потокiв.

Розв’язок використовуваних рiвнянь з врахува-
нням втрат енергiї в роботах [19, 21, 22, 27, 33, 38,
59] здiйснюють чисельними методами. При цьому
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профiль вiльної поверхнi хвилястого стрибка є не-
перервним iз зростанням глибин пiд вершинами i
пiдошвами хвиль у напрямi руху потоку, а про-
фiлi хвиль є асиметричними вiдносно вертикалей,
що проходять через їхнi вершини. Характерно, що
iнтенсивнiсть зростання глибин пiд вершинами i
пiдошвами хвиль вздовж потоку в цих роботах є
набагато бiльшою, нiж в розрахунках В.М. Андер-
сена [15].

5. МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ХВИЛЕПОДI-
БНИХ БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ З ВРАХУ-
ВАННЯМ МОЖЛИВОЇ НЕГIДРОСТАТИКИ
У ЇХ ПОЧАТКОВОМУ ПЕРЕРIЗI

5.1. Розрахункова схема

Необхiднiсть розробки коректного методу опи-
сання бiлякритичних течiй та хвилястого стриб-
ка, який вiдноситься до цього класу гiдравлiчних
явищ, а також потреба усунення вищезазначених
недолiкiв вимагають застосування принципово но-
вих пiдходiв для вирiшення поставлених задач.
При цьому побудову математичної моделi необхiд-
но здiйснювати з позицiй, загальних для всiх явищ
розглядуваного класу.

За початковий перерiз бiлякритичних течiй рi-
дини приймається перерiз з мiнiмальною глиби-
ною, за яким починається рiзке збiльшення гли-
бини, i в якому дотичнi до кривої вiльної поверх-
нi та п’єзометричної лiнiї займають горизонтальне
положення. Таке визначення допускає наявнiсть
у розглядуваному перерiзi як негiдростатичного,
так i гiдростатичного (коли обидвi дотичнi злива-
ються в одну лiнiю) розподiлу тиску по глибинi.
Початкова глибина h1 називається також першою
спряженою глибиною бiлякритичних течiй.

У випадку формування хвилястого стрибка на
дiлянцi бурхливого потоку значної довжини з кри-
вою пiдпору типу C1 (чи C0) дотична до кривої
вiльної поверхнi у початковому перерiзi стрибка
не є горизонтальною, а похiдна h′ > 0. Враховую-
чи невеликi абсолютнi значення похилу h′ на цiй
дiлянцi, а також той факт, що вплив нахилу кривої
вiльної поверхнi є набагато меншим, нiж вплив її
кривизни, при розглядi хвилястого стрибка впли-
вом першої похiдної h′ у його початковому перерiзi
в бiльшостi випадкiв можна нехтувати.

У пропонованiй теорiї бiлякритичних течiй рiди-
ни концептуально новою є iдея врахування у явно-
му виглядi можливих нахилу i кривизни елемен-
тарних струминок (або iншими словами можливо-
го вiдхилення вiд гiдростатичного закону розподi-
лу тиску по глибинi) у початковому перерiзi до-

слiджуваних течiй, про що говорилося у п. 1. Про-
понований спосiб врахування вказаного фактора
основується на використаннi пов’язаних мiж со-
бою таких коефiцiєнтiв – негiдростатичностi s1, гi-
дродинамiчного тиску t1 та потенцiальної енергiї
β1. Iндекс ”1” тут означає, що цi коефiцiєнти вiд-
носяться до початкового перерiзу розглядуваних
явищ.

Для загального випадку довiльного перерiзу
хвилеподiбного потоку зазначенi коефiцiєнти ви-
значаються такими спiввiдношеннями:

s =
hп.д.

h
, t =

Fе.г.д.т.
Fe.г.с.т.

, β =
Eпот

h
, (39)

де hп.д. – п’єзометричний тиск на днi, виражений
у висотi водяного стовпа; Fе.г.д.т. та Fе.г.с.т. – пло-
щi епюр гiдродинамiчного та гiдростатичного тис-
ку вiдповiдно; Eпот – питома потенцiальна енер-
гiя, h – глибина потоку.

У випадку наявностi параболiчного закону роз-
подiлу гiдродинамiчного тиску по глибинi, що ха-
рактерний для перерiзiв потоку, проведених через
вершини та пiдошви хвиль [9, 42, 51], зазначенi
коефiцiєнти пов’язанi мiж собою такими залежно-
стями [9, 25]:

β =
1 + 2s

3
; t =

4s− 1

3
; β =

1 + t

2
, (40)

причому для гiдростатичного розподiлу тиску ко-
ефiцiєнти s, t, β дорiвнюють одиницi.

Позитивною рисою описаного способу врахуван-
ня можливої негiдростатики у початковому пере-
рiзi бiлякритичних течiй є простота експеримен-
тального визначення коефiцiєнта s1( а вiдповiдно i
знаходження коефiцiєнтiв t1, β1) шляхом вимiрю-
вання лише двох величин – донного п’єзометри-
чного тиску hп.д.1та глибини потоку h1 у зазна-
ченому перерiзi.

Розрахункова схема розглядуваних явищ пред-
ставлена на рис. 6. Дно вважається гладким, пря-
молiнiйним (без виступiв чи уступiв), а його похил
0 < i < iк.

Вiсь 0x проходить по дну i направлена за течi-
єю, а вiсь 0y, у вiдповiдностi з iснуючими теорети-
чними схемами, проходить через вершину першої
хвилi. У випадку гiдростатичного розподiлу тиску
в початковому перерiзi (перерiз 0–0) нахил i кри-
визна кривої вiльної поверхнi вiдсутнi, тобто h′ та
h′′ дорiвнюють нулю, а у випадку негiдростатики
(перерiз 1–1) – нахил кривої вiльної поверхнi вiд-
сутнiй, а її кривизна є додатньою, тобто h′ = 0, а
h′′ > 0.
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Рис. 6. Розрахункова схема хвилеподiбних бiлякритичних течiй

5.2. Математичне описання задачi

Побудована у вiдповiдностi до вищезазначених
вимог математична модель хвилеподiбних бi-
лякритичних течiй основується на вiдомих
залежностях Серра [44] для питомої енергiї E
та моменту M , якi враховують нахил i кривизну
елементарних струминок вiдповiдно через першу
h′ та другу h′′ похiднi функцiї h(x) кривої вiльної
поверхнi.

Математична постановка проблеми може бути
сформульована або через енергiю E:

E = h +
q2

2gh2
+

q2h′′

3gh
− q2h′2

6gh2
,

dE

dx
= i − if ,

dq

dx
= 0,































(41)

або через момент M :

M =
h2

2
+

q2

gh
+

q2h′′

3g
− q2h′2

3gh
,

dM

dx
= h (i − if ) ,

dq

dx
= 0.























(42)

У цих залежностях i – похил дна; if – похил лiнiї
енергiї, обумовлений силами тертя.

5.3. Граничнi умови

Для характерних перерiзiв розглядуваних явищ
при вибраному положеннi координатних осей гра-

ничнi умови можна виразити таким чином

перерiз 0 − 0 : x = −x0 = −∞ , h = h0,
h′ = 0, h′′ = 0, E = E0, M = M0;

перерiз 1 − 1 : x = −x1, h = h1, h′ = 0,
h′′ > 0, E = E1, M = M1;

перерiз 2 − 2 : x = −x2 , h = h2, h′ > 0,
h′′ = 0, E = E2, M = M2;

перерiз 3 − 3 : x = 0, h = hв, h′ = 0,
h′′ < 0, E = Eв , M = Mв.















































(43)
Iндекси “0”, “1”, “2”, “в” в цих виразах i далi озна-
чають, що використанi величини взятi вiдповiдно
у перерiзах 0–0, 1–1, 2–2, 3–3.

6. УЗАГАЛЬНЕНЕ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ
РIВНЯННЯ ПРОФIЛЮ ВIЛЬНОЇ
ПОВЕРХНI БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ
ТА ЙОГО РОЗВ’ЯЗКИ

6.1. Пропонований спосiб визначення енергiї,
моменту та сталих iнтегрування

Процедура розв’язування систем диференцiаль-
них рiвнянь (41), (42) висвiтлена в роботах [44,
52, 69] i пiсля iнтегрування при E(x) = const,
M(x) = const приводить до необхiдностi викори-
стання залежностей (21), (22) вiдповiдно. Подаль-
ше застосування цих залежностей вимагає знахо-
дження значень E, M та констант iнтегрування
C1, C2.

З метою розв’язування цiєї задачi автори пра-
гнуть для рiзних схем споруд використати перерiз
потоку iз плавно змiнним рухом, в якому розподiл
тиску пiдпорядковується гiдростатичному закону,
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а похiднi h′ та h′′ дорiвнюють нулю [15, 44, 59, 69,
70]. При цьому залежностi (11), (12) зводяться до
вiдомих формул

E = h +
q2

2gh2
, (44)

M =
h2

2
+

q2

gh
. (45)

Враховуючи вiдсутнiсть такого перерiзу в межах
значної довжини окремих типiв розглядуваних
явищ (див. п. 1), в роботi [45] запропоновано знахо-
дити значення E та M для початкового перерiзу
бiлякритичних течiй в умовах можливої негiдро-
статики за такими формулами:

E = E1 = β1h1 +
q2

2gh2

1

, (46)

M = M1 = t1
h2

1

2
+

q2

gh1

. (47)

При цьому константи iнтегрування C1 та C2 ви-
значаються такими залежностями:

C1 =

(

1

2
− β1

)

h2

1
− q2

gh1

, (48)

C2 = (1 + t1)
h1

2
+

q2

2gh2

1

. (49)

6.2. Узагальнене диференцiальне рiвняння
профiлю вiльної поверхнi

В результатi розгляду систем (41), (42) для гра-
ничних умов (43) з використанням залежностей
(40), (46) – (49) в роботi [45] виведено наступне уза-
гальнене диференцiальне рiвняння профiлю вiль-
ної поверхнi хвилеподiбних бiлякритичних течiй

h′2 =
3g

q2

{

−h3 +

(

2β1h1 +
q2

gh2

1

)

h2−

−
[

(2β1 − 1)h2

1 +
2q2

gh1

]

h +
q2

g

}

. (50)

Необхiдно пiдкреслити, що розв’язування обох си-
стем (41), (42) приводить до однiєї i тiєї ж за-
лежностi (50). В цьому немає нiчого особливого,
адже розглядуванi системи основуються на ви-
користаннi диференцiальних рiвнянь Серра (11),
(12), якi дають тотожнi результати (див. п. 4).

Домноживши i подiливши праву частину рiвня-
ння (50) на h3

1
, отримаємо його у безрозмiрнiй фор-

мi:

h′2 =
3

Fr1

[

−η3 + (2β1 + Fr1) η2−

− (2β1 − 1 + 2Fr1) η + Fr1] , (51)

де η = h/h1.

6.3. Загальний розв’язок диференцiального
рiвняння (51)

У роботi [45] здiйснено iнтегрування диференцi-
ального рiвняння (51) та отримано його загальний
розв’язок у виглядi наступної системи:

η = 1 + (ηв − 1) cn2

( x

∆
, k
)

,

∆ = 2h1

√

ηвFr1

3 (η2
в − Fr1)

,

k =

√

ηв (ηв − 1)

η2
в − Fr1

,

ηв =
1

2

[

t1 + Fr1 +

√

(t1 + Fr1)
2 − 4Fr1

]

,



















































(52)
де ηв = hв/h1.

Цей розв’язок вiдповiдає положенню координа-
тних осей, показаному на рис. 6, описує кноїдальнi
хвилi i дiйсний для таких умов:

Fr1
<
>

1 ,

s1 ≥ 1 .

}

(53)

При цьому максимальна глибина hв хвилеподi-
бних бiлякритичних течiй рiдини визначається та-
кою формулою (у системi (52) це остання залеж-
нiсть):

ηв =
1

2

[

t1 + Fr1 +

√

(t1 + Fr1)
2 − 4Fr1

]

. (54)

Для умов поставленої задачi в роботi [25] виведено
таке рiвняння спряжених глибин бiлякритичних
течiй:

η2 =
h2

h1

=
2√
3

√

t1 + 2Fr1×

× cos







π

3
− 1

3
arccos





3
√

3α02Fr1
√

(t1 + 2Fr1)
3











, (55)

де α02 – коефiцiєнт кiлькостi руху в перерiзi з дру-
гою спряженою глибиною h2. Рiвняння (7) є за-
гальним для всiх явищ розглядуваного класу, вiль-
на поверхня яких може бути як хвилястою, так
i вальцеподiбною, причому воно дiйсне при вико-
наннi умов (53).

6.4. Частиннi розв’язки диференцiального
рiвняння

У випадку гiдростатичного розподiлу тиску в
початковому перерiзi дослiджуваних явищ, коли
коефiцiєнти s1 = t1 = β1 = 1, диференцiальне рiв-
няння (51) iстотно спрощується i приймає насту-
пний вигляд:

h′2 =
3

Fr1

(η − 1)
2

(Fr1 − η) , (56)
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а його розв’язок зводиться до вiдомої залежностi
(31) усамiтненої хвилi.

Необхiдно пiдкреслити, що проведений в роботi
[45] аналiз показав, що умова s1 = 1.0, використа-
на у рiвняннi (56), вимагає обов’язкового викона-
ння додаткової умови Fr1 > 1, тобто фiзична реа-
лiзацiя розв’язку усамiтненої хвилi можлива лише
при

s1 = 1.0 ,
F r1 > 1.0 .

}

(57)

Загальна формула (54) для визначення макси-
мальної глибини hв хвилеподiбних бiлякритичних
течiй у випадку гiдростатики в їх початковому
перерiзi зводиться до вiдомої формули Рассела –
Буссiнеска для усамiтненої хвилi:

ηв = Fr1. (58)

Для явищ, у початковому перерiзi яких виконую-
ться умови (57) (досконалий i хвилястий гiдравлi-
чнi стрибки, усамiтнена хвиля та iн.), при коефi-
цiєнтi кiлькостi руху α02 = 1.0 загальне рiвняння
спряжених глибин (7) зводиться до формули Бе-
ланже (35).

7. ПОРIВНЯННЯ ТЕОРЕТИЧНИХ I ЕКСПЕ-
РИМЕНТАЛЬНИХ ПРОФIЛIВ ВIЛЬНОЇ ПО-
ВЕРХНI ХВИЛЯСТОГО СТРИБКА

Виведене диференцiальне рiвняння (51) та його
загальний розв’язок у виглядi системи (6) дозво-
ляють аналiтичним методом без залучення додат-
кових умов та емпiричних коефiцiєнтiв розрахо-
вувати обриси кривої вiльної поверхнi рiзних ти-
пiв хвилеподiбних бiлякритичних течiй, в тому чи-
слi i хвилястого стрибка. Порiвняння експеримен-
тальних i теоретичних профiлiв одиночної хвилi,
гiдродинамiчного солiтону та кноїдальних хвиль
дало прийнятнi результати [32], що свiдчить про
принципову правильнiсть побудованої математи-
чної моделi та виведених на її основi теоретичних
залежностей. В межах цiєї роботи розглядається
питання про можливiсть застосування розробле-
ної методики для розрахункiв профiлю вiльної по-
верхнi хвилястого стрибка. На даному етапi та-
ке порiвняння виконано лише для досить вузь-
кого дiапазону дуже малих чисел Фруда, в яко-
му фактичнi втрати енергiї у реальному потоцi
є невеликими, завдяки чому пропонована мате-
матична модель, побудована при E(h) = const,
M(h) = const, у повнiй мiрi вiдповiдає фiзицi роз-
глядуваного явища. Подiбний пiдхiд до проблеми
використано також у роботi [73].

На рис. 7 для трьох дослiдiв здiйснено порiвнян-
ня експериментальних профiлiв хвилястого стриб-
ка, отриманих у роботах [25, 40], з результата-
ми теоретичних розрахункiв за методами Хагера-
Хуттера [16], ВНДIГ - Всеросiйського науково-
дослiдного iнституту гiдротехнiки [30] та пропо-
нованою, що основується на використаннi системи
рiвнянь [52]. При цьому хвилястий стрибок роз-
глядається як сукупнiсть усамiтненої (або одино-
чної з негiдростатикою в початковому перерiзi) i
кноїдальних хвиль, а склеювання цих розв’язкiв
здiйснюється в перерiзi по вершинi першої хвилi
стрибка. Сумiщення порiвнюваних профiлiв, роз-
рахованих за рiзними методами, проведено також
у вказаному перерiзi.

Аналiз отриманої iнформацiї про профiль вiль-
ної поверхнi хвилястого стрибка в розглядуванiй
областi малих чисел Фруда Fr1 дозволив установи-
ти наступне. Результати розрахункiв за методами
Хагера-Хуттера, ВНДIГ, а також автора при кое-
фiцiєнтi негiдростатичностi s1 = 1.0 виявляються
досить близькими мiж собою. У випадку наявно-
стi негiдростатики у початковому перерiзi хвиля-
стого стрибка (рис. 7,в) методи Хагера-Хуттера та
ВНДIГ, що не враховують цей фактор, дають якi-
сно неприйнятнi результати.

Розрахунки профiлю вiльної поверхнi хвилясто-
го стрибка для дослiду, показаному на рис. 7,в,
за пропонованим методом, що враховує наявнiсть
негiдростатики у зазначеному перерiзi, дають за-
довiльну збiжнiсть з експериментальними даними.
Деяке розходження порiвнюваних результатiв мо-
жна пояснити впливом невеликого поверхневого
вальця на гребенi першої хвилi стрибка, хоча в тео-
ретичнiй схемi вiльна поверхня потоку вважається
гладкою. При цьому пропонований метод основує-
ться на системi рiвнянь (6) i для випадку негiдро-
статики у початковому перерiзi стрибка передба-
чає склеювання розв’язкiв одиночної хвилi (з негi-
дростатикою в її початковому перерiзi) з кноїдаль-
ними хвилями. Якщо допустити можливiсть наяв-
ностi негiдростатики в початковому перерiзi хви-
лястого стрибка в дослiдах Шансона, показаних
на рис. 7, а, б (в яких вiдхилення вiд гiдростатики
взагалi не дослiджувалося), i зробити розрахунки
за пропонованим методом, то теоретичнi резуль-
тати найкраще вiдповiдатимуть експерименталь-
ним даним вiдповiдно при значеннях s1 = 1.025 та
s1 = 1.035.

ВИСНОВКИ

1. Виявленi недолiки iснуючих уявлень про хви-
лястий стрибок, а також диференцiальних рiв-
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Рис. 7. Профiлi вiльної поверхнi хвилястого стрибка:
а – дослiд HCUJ8e [40] – q=0.028м2/с, Fr1=1.17, s1=1.000; б – дослiд HCUJ4b [40] – q=0.119м2/с, Fr1=1.25,

s1=1.000; в – дослiд №16 [25] – q=0.162м2/с, Fr1=1.20, s1=1.070; 1 – 6 – теоретичнi профiлi;
1 – Хагера-Хуттера [16], 2 – ВНДIГ [30]; 3 – 6 – автора за системою (52), 3 – s1=1.000, 4 – s1=1.025,

5 – s1=1.035, 6 – s1=1.070, 7 – поверхневий валець, 8 – затвор, ◦ – експериментальнi точки

нянь, використовуваних для розрахункiв профiлю
його вiльної поверхнi, обмежують можливостi що-
до коректного описання цього явища.

2. Запропонований метод врахування у явному
виглядi (через коефiцiєнти s1, t1, β1) можливих на-
хилу i кривизни елементарних струминок, а вiдпо-
вiдно i вiдхилення вiд гiдростатики у початковому
перерiзi бiлякритичних течiй, є концептуально но-
вим i дозволяє в значнiй мiрi усунути вищезазна-
ченi недолiки.

3. Побудована математична модель та отриманi
на її основi узагальнене диференцiальне рiвнян-
ня профiлю вiльної поверхнi (51), його загальний
розв’язок (6) у виглядi кноїдальних хвиль, частин-
ний розв’язок (31) у виглядi усамiтненої хвилi, а
також залежностi (54), (7), (58), (35), що опису-
ють максимальну hв та другу спряжену h2 гли-
бини, достатньо повно враховують всi визначальнi
фактори, дозволяють коректно описати розгляду-
ванi явища та надiйно визначити їх основнi хара-
ктеристики.

4. Порiвняння теоретичних профiлiв вiльної по-
верхнi хвилястого стрибка, побудованих за пропо-

нованим методом, з результатами розрахункiв за
методами Хагера i Хуттера та ВНДIГ, а також екс-
периментальними даними показало, що для випад-
ку негiдростатики у початковому перерiзi стрибка
теоретичнi залежностi Хагера i Хуттера та ВНДIГ,
якi не враховують цей фактор, дають незадовiльнi
результати.

5. Спiвставлення результатiв розрахункiв тео-
ретичного профiлю хвилястого стрибка за пропо-
нованим методом з експериментальними даними
для випадку негiдростатики в початковому перерi-
зi стрибка показало їх задовiльну збiжнiсть у вико-
ристаному дiапазонi визначальних характеристик,
що свiдчать про принципову правильнiсть побудо-
ваної математичної моделi.

6. Висвiтленi в роботах [19, 21, 22, 27, 33, 38,
59] досить перспективнi методи розрахункiв про-
фiлю вiльної поверхнi, у яких враховуються втра-
ти енергiї у хвилястому стрибку, внаслiдок чого
розрахунковi профiлi характеризуються iстотним
збiльшенням глибин пiд вершинами та вiдповiдно
пiд пiдошвами хвиль у напряму руху потоку рiди-
ни, можна використовувати у першому наближен-
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нi для випадкiв великих похилiв дна i > iк. За-
значенi методи потребують вiдповiдних уточнень
щодо врахування iнтенсивностi затухання хвиль
та можливостi застосування цих методiв для го-
ризонтальних i слабо нахилених каналiв iз i < iк.
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59. Castro-Orgaz O., Roldàın CanaTHs J., Dolz Ripollèıs
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66. Castro-Orgaz O., Giràıldez J.V., Ayuso J.L. Criti-
cal flow over spillway profiles // Water Management
161.– 2008.– April.– P. 89–95.

67. Bose S.K., Dey S. Curvilinear flow profiles based
on Reynolds averaging // Journal of Hydraulic
Engineering.– 2007.– 133(9).– P. 1074–1079.

68. Bhatnagar P.I. Nonlinear waves in one-dimensional
dispersive systems // Clarendon Press, Oxford.–
1979.– 1.– P. 214–231.

69. Смыслов В.В. К решению задачи о незатоплен-
ном водосливе с широким порогом // Гидравлика
и гидротехника.– 1968.– Вып.7.– С. 26–32.

70. Benjamin T.B., Lighthill M.J. On cnoidal waves and
bores // Proceedings of the Royal Society of London.–
1954.– A 224.– P. 448–460.

71. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике.– М.:
Наука, 1973.– 832 с.

72. Рябенко А.А. Гидравлические сопротивления око-
локритических течений с волнообразной поверхно-
стью // Гидротехническое строительство.– 2002.–
№4.– С. 27–37.

73. Рябенко А.А., Галич О.А., Поплавский Д.М.
Использование дифференциальных уравнений
для расчетов профиля свободной поверхности
волнистого прыжка // Грузинский технический
университет, Гидроинженерия.– 2013.– №1-2
(15-16).– С. 36–44.

62 О. А. Рябенко


