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Розв’язана лiнiйна задача про нестацiонарний рух зi стану спокою плоского точкового вихора в двохшаровому гли-
бокому середовищi з верхнiм шаром скiнченої товщини. Розв’язок одержано у виглядi квадратур. На прикладi двох
режимiв руху – горизонтального руху з постiйною швидкiстю з початкового моменту та такого ж руху з накла-
деним на нього перiодичним поперечним рухом з постiйною швидкiстю – проаналiзовано особливостi формування
амплiтудної картини збуреного руху на границi роздiлення шарiв та характер змiни потужностi, яка затрачується
вихором на випромiнювання енергiї цього руху.

Решена линейная задача о нестационарном движении из состояния покоя плоского точечного вихря в двухслойной
глубокой среде с верхним слоем конечной толщины. Решение получено в виде квадратур. На примере двух режимов
движения – горизонтального движения с постоянной скоростью с начального момента времени и такого же дви-
жения с наложеным на него периодическим поперечным движением с постоянной скоростью – проанализированы
особенности формирования амплитудной картины возмущенного движения на границе раздела слоев и характер
изменения мощности, затрачиваемой вихрем на излучение энергии этого движения.

The linear problem of non-stationary movementof two-dimensional vortex from the state of rest in the two-lauer deep
medium with upper lauer of finite thickness is solved. The solution is provited in quadrature. The peculiarities of forrmation
of the field of the internal waves on the interface between the lauers and the change of the power being utilized by the
vortex for emitting the energy of the wave motions ure analised based on the example of two modes of motion (the first jne
relates to anachiewement of the uniform horizontal motion und the second one relates to an achiewement of the uniform
horizontal motion to which the periodic vertical fixed-speed motion is applied).

ВСТУП

Динамiка руху та взаємодiї двовимiрних точко-
вих вихорiв є одним iз важливих напрямкiв до-
слiджень вихрових рухiв в iдеальнiй рiдинi. Окре-
мий клас складають задачi про рух таких вихо-
рiв в умовах наявностi стратифiкацiї середовища
за густиною. Вiдомо, що навiть слабка стратифi-
кацiя кардинально змiнює характер вiльного руху
таких вихорiв. При цьому можуть утворюватись
зони нестiйкого руху середовища. Тому, на вiдмiну
вiд однорiдного середовища, наявнiсть стратифi-
кацiї iстотно обмежує клас рухiв вихорiв, якi до-
пускають їх коректне математичне описання. До
такого класу належать вимушенi рухи точкових
вихорiв, результати дослiджень яких є базовими
при розв’язаннi задач динамiки руху плоских кри-
лових профiлiв довiльної форми.

Починаючи з фундаментадьних робiт Кочина
М.Є. [1,2], задачi про рух вихорiв, вихроджерел
та плоских профiлiв розв’зувались для схем ша-
руватої стратифiкацiї [3]. Найбiльш повна лiнiй-
на постановка для випадку n шарiв виконана
в [4]. Бiблiографiя викононих в цьому напрям-
ку дослiджень з вiдповiдним аналiзом наведена
в [5]. Їх характерною особливiстю є використа-
ння при розв’язання вiдповiдних задач методу
М.Є.Кочина, коли вводиться комплексний потен-
цiал течiї з подальшим застосуванням теорiї ана-

лiтичних функцiй. Для середовищ з неперервною
стратифiкацiєю такий пiдхiд неможливий, оскiль-
ки рух рiдини в таких середовищах має вихровий
характер. Стацiонарнi режими руху в середови-
щi з неперервною стратифiкацiєю розглянутi в ро-
ботах [6-9]. Зокрема, в роботi [7] одержано лiнiй-
не рiвняння, яке описує збурений рух середовища
з довiльною стiйкою стратифiкацiєю, викликаний
рухом плоского точкового вихора, i мiстить в яв-
нiй формi параметри вихора. При цьому страти-
фiкацiя може бути як неперервною, так i шарува-
тою. Останнє дозволяє при розв’язаннi таких за-
дач ефективно використовувати методи iнтеграль-
нiх перетворень, що i було зроблено в цих роботах.

На вiдмiну вiд задач про рух масових джерел,
нестацiонарний рух точкових вихорiв вивчено зна-
чно менше i то лише для шаруватих схем страти-
фiкацiї. Тут слiд вiдмiтити монографiю [3], в якiй
представленi задачi про горизонтальний рух пло-
ского вихроджерела з пульсуючою по гармонiчно-
му закону його iнтенсивнiстю бiля границi роздiле-
ння середовищ, та робiт [10, 11], де при розв’язан-
нi задач про нестацiонарний рух зi стану спокою
плоских профiлiв довiльної форми пiд вiльною по-
верхнею глибокої рiдини та бiля границi роздiлен-
ня двохшарової безмежної рiдини спецiально зна-
ходився розв’язок вiдповiдної задачi для точково-
го вихора. Щодо нестацiонарного руху вихорiв, у
неперервно стратифiкованому середoвищi, то тут
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слiд вiдмiтити лише роботу [12], де одержано лi-
нiйне рiвняння руху збуреного середовища з до-
вiльною стiйкою стратифiкацiєю, що мiстить па-
раметри рухомого вихора в явному виглядi. З йо-
го використанням розв’язана задача про генерацiю
поля внутрiшнiх хвиль (ВХ) при вертикальному
русi в шарi скiнченої товщини лiнiйно стратифi-
кованого середовища з постiйною швидкiстю про-
тягом скiнченного iнтервалу часу вихрової пари з
незмiнною iнтенсивнiстю вихорiв.

В данiй роботi в лiнiйнiй постановцi розглянута
задача про нестацiонарний рух плоского вихора в
двохшаровiй глибокiй рiдинi, де верхнiй шар має
скiнчену товщину. Дослiдженi особливостi форму-
вання внутрiшнiх хвиль на стрибку густини та ве-
личина потужностi, яка затрачується на їх випро-
мiнювання для двох режимiв руху зi стану спо-
кою в початковий момент: горизонтальний рух з
постiйною швидкiстю i горизонтальний рух з по-
стiйною швидкiстю, на який накладено попере-
чний перiодичний рух також з постiйною вели-
чиною швидкостi. Характерною особливiстю даної
роботи є використання унiверсального пiдходу до
розв’язання даної задачi з використанням методу
iнтегральних перетворень.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається нестацiонарний рух iз стану спо-
кою двовимiрного горизонтально орiєнтованого
точкового вихора, який знаходиться нижче стриб-
ка густини в глибокому шарi з густиною середо-
вища ρ1, над яким знаходиться шар скiнченої тов-
щини L з густиною ρ2. Система координат yoz
вибирається так, що додатнiй напрям вiсi y проти-
лежний напрямку руху вихора, вiсь z направлена
вгору, а початок координат знаходиться на вiльнiй
поверхнi.

В безрозмiрнiй формi, де в якостi масштаба дов-
жини взято L, часу – L/U , iнтенсивностi вихора
i функцiї течiї – UL, де U – характерне значен-
ня швидкостi руху; рiвняння, якi описують збуре-
ний рух середовища, представляються в термiнах
функцiї течiї ψi, такої, що ui = ∂ψi/∂z – гори-
зонтальна i wi = −∂ψi/∂y – вертикальна складовi
збуреної швидкостi у виглядi

∆ψ1 = 0, (1)

∆ψ2 = −Γ(t)δ[y − y0(t)]δ[z − z0(t)], (2)

де y0(t) i z0(t) – координати рухомого вихора в
часi, а δ[y − y0(t)] i δ[z − z0(t)] – дельта-функцiї
Дiрака. Приймається, що y0(0) = 0.

Граничнi умови задачi, окрiм умови "твердої
кришки" на вiльнiй поверхнi, виражають непе-
рервнiсть тиску i вертикального змiщення на гра-
ницi шарiв та затухання збурень з глибиною

при z = 0

∂ψ1

∂y
= 0 , (3)

при z = −1

∂3ψ1

∂t2∂z
− λ

∂2ψ1

∂y2
= κ

(

∂3ψ2

∂t2∂z
− λ

∂2ψ2

∂y2

)

, (4)

∂ψ1

∂y
=
∂ψ2

∂y
, (5)

при z → −∞

∂ψ2

∂y
→ 0 . (6)

Тут κ = ρ2/ρ1 > 1 , λ = gL/U2 – обернене число
Фруда.

2. МЕТОД IНТЕГРАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ

Для знаходження розв’язку задачi (1)–(6) вико-
ристовується метод iнтегральних перетворень Ла-
пласа по часу i Фур’є – по горизонтальнiй коорди-
натi y:

ψi(y, z, t) = −
1

4π2i

δ+i∞
∫

δ−i∞

estds

∞
∫

−∞

eikyψ̄i(k, z, s)dk.

(7)
Для функцiї-образу ψ̄i(k, z, s)(i = 1, 2) одержує-

ться задача для системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

ψ̄′′
1 − k2ψ̄1 = 0 , (8)

ψ̄′′
2 − k2ψ̄2 =

∞
∫

−∞

Γ(t)e[−st−iky0(t)]δ[z − z0(t)]dt , (9)

з граничними умовами

при z = 0

ψ̄1 = 0 , (10)

при z = −1

ψ̄1 = ψ̄2 , (11)

s2ψ̄′
1 + λk2ψ̄1 = κ

(

s2ψ̄′
2 + λk2ψ̄2

)

, (12)

при z → −∞

ψ̄2 → 0 . (13)

Використання методу варiацiї сталих iнтегрува-
ння для знаходження частинного розв’язку рiвня-
ння (8) приводить до розв’язку задачi (7)–(13) у
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виглядi

ψ̄1 = C1e
|k| +C2e

−|k| ,

ψ̄2 = C3e
|k| +

1

|k|

∞
∫

0

sh {|k| [z − z0(τ )]} ×

×Γ(τ )e−sτ+iky0(τ)H [z − z0(τ )]dτ ,

де H [z − z0(t)] – одинична функцiя Хевiсайда.
Пiсля визначення з граничних умов сталих iн-

тегрування має мiсце представлення

ψ̄1 =
sh (|k|z)

|k|sh |k|

(

f1
D

+ f2

)

,

ψ̄2 = −
e|k|(z+h)f1

|k|D
+

1

|k|
f3 ,

де

f1 = s2 (f11 − cth |k|f12) − λ|k|(κ− 1)f12 ,

f11 =

∞
∫

0

F (τ )ch {|k| [1 + z0(τ )]} dτ ,

f12 =

∞
∫

0

F (τ )sh {|k| [1 + z0(τ )]} dτ ,

f2 =

∞
∫

0

F (τ )sh {|k| [1 + z0(τ )]}H [z − z0(τ )]dτ ,

f3 =

∞
∫

0

F (τ )sh {|k| [z − z0(τ )]}H [z − z0(τ )]dτ ,

F (τ ) = Γ(τ )e−sτ+iky0(τ) ,

D = λ(κ − 1)|k| + s2 (κ+ cth |k|) .

Враховуючи, що вертикальна складова збуреної
швидкостi в лiнiйному наближеннi

w = −
∂ψ

∂y
=
∂η

∂t
,

де η(y, z, t) – вертикальне змiщення (на стрибку гу-
стини – це амплiтуда внутрiшнiх хвиль), розв’язки
для wi(y, z, t) i ηi(y, z, t) представляються як

wi(y, z, t) =
1

4π2i

δ+i∞
∫

δ−i∞

estds

∞
∫

−∞

kψ̄i(k, z, s)e
ikydk ,

ηi(y, z, t) =
1

4π2i

δ+i∞
∫

δ−i∞

1

s
estds

∞
∫

−∞

kψ̄i(k, z, s)e
ikydk .

Надалi розглядається лише розв’зок в областi
нижче стрибка густини. В цiй областi вiдповiдно

w2(y, z, t) =
1

2π

∞
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

k

|k|
Geik[y−y0(τ)]dk , (14)

η2(y, z, t) =
1

2π

∞
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

k

s|k|
Geik[y−y0(τ)]dk , (15)

де

G(k, t, τ) =
1

2πi

δ+i∞
∫

δ−i∞

(

−
f1
D

+ f3

)

ds .

Пiдiнтегральна функцiя виразу для D задоволь-
няє умовам леми Жордана i має полюси в s-
площинi в точках, де

D = 0 .

Вiдповiдне рiвняння

λ(κ − 1)|k|+ s2(κ+ cth |k|) = 0

дає два чисто уявних полюси

s1,2 = ±i

√

λ(κ− 1)|k|)

κ+ cth |k|
= ±iω .

Застосування апарату теорiї лишкiв дає для G
розв’язок

G(k, t, τ) = −
κ
√

λ(κ − 1)|k|

(κ+ cth |k|)
3

2

×

×

t
∫

0

Γ(τ )e|k|[1+z0(τ)] sin[ω(t− τ )]dτ .

Ця величина вiдмiнна вiд нуля лише при t > τ i
тодi з дiйсна частина розв’язку (14) для w2(y, z, t)
(враховуючи непарнiсть у k-площинi множника
перед exp {ik [y − y0(τ )]} у вiдповiдному пiдiнте-
гральному виразi) представляється у виглядi

w2(y, z, t) = −
κ
√

λ(κ − 1)

π

t
∫

0

Γ(τ )dτ

∞
∫

0

k
1

2 ×

×
ek[z+2+z0(τ)]

(κ+ cth k)
3

2

sin[ω(t− τ )] ×

× sin {k [y − y0(τ )]}dk . (16)

Аналогiчно знаходиться розв’язок для η2(y, z, t).
В цьому випадку, як це випливає з представлен-
ня (15), пiдiнтегральна функцiя має додатково ще

72 О. Г. Стеценко



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2012. Том 14, N 2. С. 70 – 79

один полюс в точцi s = 0, але вiдповiдний аналiз
показує, що цей полюс не дає вклад у розв’язок. В
результатi

η2(y, z, t) =
1

π

t
∫

0

Γ(τ )dτ

∞
∫

0

ek[z+2+z0(τ)]

(κ+ cth k)
×

× cos[ω(t− τ )] sin{k [y − y0(τ )]}dk . (17)

Надалi розв’язок для амплiтуди буде представ-
лятись лише на границi шарiв (при z = −1).

3. ПОТУЖНIСТЬ, ЗАТРАЧЕНА НА

ГЕНЕРАЦIЮ ХВИЛЬОВИХ РУХIВ

При русi вихора у стратифiкованому середовищi
вiдбувається генерацiя внутрiшнiх i поверхневих
хвиль. Потужнiсть, яку витрачає плоский вихор
на хвильове випромiнювання при нестацiонарно-
му русi, визначається сумою потоку енергiї через
довiльну замкнуту поверхню, яка оточує вихор,
та похiдної по часу вiд величини енергiї всерединi
областi, обмеженої цiєю поверхнею, в одиницю ча-
су. В роботi [13] вiдповiдна задача визначення ви-
промiнюванюї енергiї розв’язана для стацiонарно-
го режиму руху, в результатi чого визначена вели-
чина хвильового опору при горизонтальному рiв-
номiрному русi вихора. Застосований там пiдхiд
можна використати i в данiй роботi. Довiльна по-
верхню навколо вихора вибирається так, щоб вона
знаходилася в областi нижче стрибка густини.

Система рiвнянь руху середовища, з якої одер-
жується рiвняння (2) для областi нижче стрибка
густини, складається з рiвнянь Ейлера та рiняння
нерозривностi i має вигляд

ρ2
∂v2
∂t

+
∂p2

∂y
= 0 , (18)

ρ2
∂w2

∂t
+
∂p2

∂z
=

= ρ2
∂

∂t
{Γ(t)H [y − y0(t)] δ [z − z0(t)]} , (19)

∂v2
∂y

+
∂w2

∂z
= 0 . (20)

Якщо рiвняння (18)–(20) домножити на v2, w2 i
p2 вiдповiдно, а потiм додати їхнi лiвi i правi ча-
стини, то в результатi отримуємо

∂E

∂t
+ div(p2~v) =

= ρ2w
∂

∂t
{Γ(t)H [y − y0(t)] δ [z − z0(t)]} , (21)

де E =
1

2
ρ2

(

v2 +w2
)

– енергiя збуреного руху у

видiленiй точцi. Звiдси потужнiсть хвильового ви-

промiнювання в безрозмiрнiй формi, де в якостi
масштаба W взято ρ2U

3L, визначаєься з виразу

W (t) =

∫ ∫

S

w(y, z, t)× (22)

×
∂

∂t
{Γ(t)H [y − y0(t)] δ [z − z0(t)]}dydz ,

де S – площа поперечного перерiзу видiленої обла-
стi. Пiсля виконання iнтегрування по S-областi з
(16) та (22) маємо

W (t) =
κ
√

λ(κ − 1)

π

t
∫

0

Γ(τ )dτ

∞
∫

0

sin[ω(t− τ )]

(κ+ cth k)
3

2

×

×ek[z0(t)+2+z0(τ)] (F1 − F2) dk , (23)

де

F1(t) =

[

k
1

2

dz0
dt

Γ(t) +
1

k
1

2

dΓ

dt

]

cos {k [y0(t) − y0(τ )]} ,

F2(t) = k
1

2

dy0
dt

sin{k [y0(t) − y0(τ )]} .

4. ПРИКЛАДИ НЕСТАЦIОНАРНОГО РУХУ

ВИХОРА

Розглянуто двi схеми нестацiонарного руху ви-
хора зi стану спокою.

1. В момент часу t = 0 вихор постiйної iнтен-
сивностi Γ0, що знаходиться на горизонтi z0 = −h,
починає рухатись у вiд’ємному напрямку вiсi y з
постiйною горизонтальною швидкiстю U = 1 (в
якостi масштабу швидкостi вибрано власне її зна-
чення). В цьому випадку y0(t) = −t, y0(τ ) = −τ .
Даний режим руху вiдповiдає процесу виходу збу-
реного гiдродинамiчного поля на стацiонарний ре-
жим при t → ∞. В розв’язках (16), (17) i (23) в
цьому випадку легко виконується iнтегрування по
τ , в результатi чого отримується розв’язок в неру-
хомiй системi координат у виглядi квадратур:

w2(y, z, t) = −
κΓ0

√

λ(κ − 1)

2π

∞
∫

0

k
1

2 ek(z+2−h)

(κ+ cth k)
3

2

×

×(A1 +A2)dk , (24)

η2(y,−1, t) =
κΓ0

2π

∞
∫

0

ek(1−h)

κ+ cth k
×

×(B1 − B2)dk , (25)

W (t) =
κΓ2

0

√

λ(κ − 1)

2π

∞
∫

0

k
1

2 ek(2−2h)

(κ+ cth k)
3

2

×

×(R1 − R2)dk , (26)
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де

A1 =
1

ω − k
{sin[k(y+ t)] − sin(ωt + ky)} ,

A2 =
1

ω + k
{sin[k(y+ t)] + sin(ωt − ky)} ,

B1 =
1

ω − k
{cos[k(y + t)] − cos(ωt + ky)} ,

B2 =
1

ω + k
{cos[k(y + t)] − cos(ωt − ky)} ,

R1 =
1

ω − k
sin[t(ω − k)] ,

R2 =
1

ω + k
sin[t(ω + k)] .

Одержанi розв’язки для w2 i η2 зручно предста-
вити в системi координат, зв’язанiй з рухомим ви-
хором. Для цього необхiдно покласти y = −t+ y1.
Якщо опустити iндекс"1"при y, то вiдповiдний
розв’язок в цiй системi координат має вигляд

w2(y, z, t) = −
κΓ0

√

λ(κ− 1)

2π

∞
∫

0

k
1

2 ek(z+2−h)

(κ+ cth k)
3

2

×

×(A11 + A21)dk , (27)

η2(y,−1, t) =
κΓ0

2π

∞
∫

0

ek(1−h)

κ+ cth k
×

×(B11 −B21)dk , (28)

де

A11 =
1

ω − k
{sin(ky) − sin[(ω − k)t + ky]} ,

A21 =
1

ω + k
{sin(ky) + sin[(ω + k)t − ky]} ,

B11 =
1

ω − k
{cos(ky) − cos[(ω − k)t + ky]} ,

B21 =
1

ω + k
{cos(ky) − cos[(ω + k)t − ky]} .

Стацiонарний розв’язок випливає iз (28) при
t→ ∞. Отже, його можна одержати, опустивши в
(28) складовi з cos[(ω−k)t] i cos[(ω+k)] i виконав-
ши для одержаного розв’язку умову випромiню-
вання. При цьому хвильове число стацiонарного
поля внутрiшнiх хвиль визначатиметься з транс-
цендентного рiвняння

k −
λ(κ − 1)

κ+ cth k
= 0.

Необхiдностi виконувати умову випромiнювання
в нестацiонарнiй постановцi для скiнчених t не-
має, оскiльки умова затухання збурень η → 0 при

y → ±∞ при цьому виконуються apriori. Тому ви-
хiд на стацiонарний режим чисто хвильової кар-
тини (внутрiшнiх хвиль) iз розв’язку (28) тут не
розглядається, оскiльки при будь якому скiнчено-
му t пiдiнтегральна функцiя в (28) не має полюсiв
в комплекснiй k - площинi. Справдi, безпосередньо
з виразiв для A11, A21, B11, B21 випливає, що при
k → ω їх значення прямують до скiнчених вели-
чин. Однак зрозумiло, що при t → ∞ вiдповiднi
стацiонарним внутрiшнiм хвилям складовi будуть
все бiльше проявлятись.

2. В момент часу t = 0 вихор постiйної iнтенсив-
ностi починає рухатись у вiд’ємному напрямку вiсi
y з постiйною горизонтальною швидкiстю U = 1,
причому на цей рух накладається перiодичний з
перiодом T поперечний (вертикальений) рух з по-
стiйною величиною швидкостi wz такою, що ам-
плiтуда цього руху складає величину Az = wz

T
4
.

Для такого режиму руху

y0(t) = t ; y0(τ ) = −τ ,

z0(t) = bt− c− h ; z0(τ ) = bτ − c − h ,

b = (−1)n 4Az

T
; c = 2n(−1)nAz ,

n = E

[

2 (t + 0.25T )

T

]

,

де E[ ] – цiла частина числової величини в дужках.
Для цього режиму руху також вдається одержати
розв’язок у виглядi квадратур

η2(y,−1, t) =
κΓ0

2π

∞
∫

0

ek(1−c−h)

κ + cth k
Iηdk, (29)

Iη = I1 cos(ky + ωt) + I2 sin(ky + ωt) +

+I3 cos(ky − ωt) + I4 sin(ky − ωt) ,

w2[y, z0(t), t] = −
κΓ0

√

λ(κ − 1)

2π
×

×

∞
∫

0

k
1

2 ek(2−2h+bt−c)

(κ+ сthk)
3

2

Iwdk , (30)

Iw = I1 sin(ky + ωt) − I2 cos(ky + ωt) −

−I3 sin(ky − ωt) + I4 cos(ky − ωt) ,

W (t) = κΓ2
0

√

λ(κ − 1) ×

×

∞
∫

0

k
1

2 ek(2−2h+bt−c

(κ+ cth k)
3

2

IW dk , (31)

IW = (I1 + bI2) sin[t(k − ω)] +

+ (I2 − bI1) cos[t(k − ω)] −

− (I3 + bI4) sin[t(k + ω)] −

− (I4 − bI3) cos[k(t+ ω)] ,

74 О. Г. Стеценко



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2012. Том 14, N 2. С. 70 – 79

де

I1 =
ebktI1∗ + k − ω

b2k2 + (k − ω)2
,

I2 =
ebktI2∗ − bk

b2k2 + (k − ω)2
,

I3 =
ebktI3∗ + k + ω

b2k2 + (k + ω)2
,

I4 =
ebktI4∗ − bk

b2k2 + (k + ω)2
,

I1∗ = bk sin[(k − ω)t] − (k − ω) cos[(k − ω)t] ,

I2∗ = bk cos[(k − ω)t] + (k − ω) sin[(k − ω)t] ,

I3∗ = bk sin[(k + ω)t] − (k + ω) cos[(k + ω)t] ,

I4∗ = bk cos[(k+ ω)t] + (k + ω) sin[(k + ω)t] ,

5. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНИХ

ЕКСПЕРИМЕНТIВ

Для iлюстрацiї особливостей формування поля
внутрiшнiх хвиль на границi шарiв та потужностi,
яка витрачається на їх випромiнювання, проведе-
но ряд чисельних експериментiв.

Для першої схеми руху розрахунки амплiтудної
картини виконанi в рухомiй системi координат, по-
в’язанiй з центром вихора. Розглянуто два режими
руху: для λ = 16 i λ = 4 i в кожному з них для
двох значень κ− 1.02 i 1.2 та двох значень h - 1.5 i
1.2 при незмiнному значеннi iнтенсивностi вихора
Γ0 = 0.02.

Для аналiзу хвильової картини на стрибку гу-
стини важливо вiдмiтити, що в кожен момент ча-
су рухомим вихором генеруються двi системи збу-
рень, одна з яких поширюється в напрямку руху
вихора, а друга – в протилежну сторону. Збуре-
ння другої системи на своєму шляху взаємодiють
зi збуреннями першої системи, формуючи сумарну
хвильову картину.

Результати розрахункiв представленi на рис. 1 –
7. Характер становлення амплiтудної картини збу-
рення в ближнiй до вихора областi добре iлюстру-
ють рис. 1 – 3, де наведено вигляд амплiтудної
картини для значення κ = 1.02, характерного для
тонких океанських термоклiнiв, i h = 1.5, λ = 16
для рiзних моментiв часу. Як випливає з представ-
леної на рис. 1 картини, вже при t = 10 позаду ви-
хора формуються характерна область збуренння
скiнченої довжини, що мiстить двi характернi зо-
ни, роздiленi областю зi значно меншими амплiту-
дами, i хвильовим характером руху. Максимальна
амплiтуда збурень вiдповiдає координатi над цен-
тром вихора. Зi зростанням t, як це випливає з
рис. 2 i 3, максимальнi значення амплiтуд в обох

Рис. 1. Амплiтудна картина при
λ = 16, κ = 1.02, h = 1.5, t = 10

Рис. 2. Амплiтудна картина при
λ = 16, κ = 1.02, h = 1.5, t = 50

зонах за вихором змiнюються, при цьому макси-
мальнi додатнi значення зменшуються, а макси-
мальнi вiд’ємнi значення (вiдповiднi координатi
над центром вихора) зростають по модулю до пев-
ного значення, а потiм зменшуються. Поздовжнi
координати розмiщення вiдмiчених максимальних
збурень та протяжнiсть роздiльної областi з часом
зростають. Всi цi характеристики уповiльнюють з
часом темп своєї змiни. Попереду рухомого вихо-
ра вiдбувається плавне затухання збурення вiд йо-
го максимальних значень у ближнiй зонi до нуля.
Неважко бачити, що середина промiжної областi
мiнiмальних амплiтуд близька до координати цен-
тра вихора в початковий момент (адже швидкiсть
руху вихора V = 1). Таким чином, у початковий
момент вiд точки старту вихора формуються двi
зони збурень. У тiй з них, що розмiщена в сторону
вихора, збурення генеруються рухомим вихором, а
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Рис. 3. Амплiтудна картина при
λ = 16, κ = 1.02, h = 1.5, t = 100

ї ї протяжнiсть постiйно зростає. Через деякий iн-
тервал часу вiд початку руху структура збурення
в ближнiй до вихора областi набуває стацiонарно-
го характеру. Протяжнiсть цiєї областi залежить
вiд параметрiв руху. Ближня до вихора зона, крiм
збурень, якi прямують з часом до стацiонарного
вигляду, мiстить також ВХ вiд початкового збу-
рення в околi точки старту. Навпаки, в другiй ха-
рактернiй зонi характер хвильової структури та її
протяжнiсть визначаються лише еволюцiєю в ча-
сi сформованого у початковий перiод руху збурен-
ня на стрибку густини. Як показують розрахунки,
представленi на рис. 2 i 3, з часом протяжнiсть цiєї
зони зростає разом з кiлькiстю присутнiх там хви-
льових гармонiк, чиї амплiтуди зменшуються. При
t → ∞ збурення в першiй зонi формують стацiо-
нарну картину руху, включаючи поле внутрiшнiх
хвиль за вихором, а збурення в другiй областi за-
тухають. На представлених рисунках не вдається
вiдокремити складовi амплiтудної картини, якi з
часом вiдповiдають стацiонарним внутрiшнiм хви-
лям. Як вже вiдмiчалося вище, для цього необхiд-
но використовувати стацiонарний розв’язок зада-
чi.

Коли вихор рухається ближче до стрибка густи-
ни, максимуми амплiтуд збуреного хвильового па-
кету зростають, що безпосередньо випливає з ви-
гляду розв’язку (28), де величина h знаходиться
в показнику експоненти. Змiна величини λ при-
водить до певної змiни структури та енергетики
зони збурення. Так, зменшення значення λ з 16 до
4 приводить до зменшення амплiтуд у ближнiй до
вихора областi i їх збiльшення в протилежнiй вiд
точки старту областi. При цьому має мiсце змен-
шення кiлькостi хвильових гармонiк в обох iз цих
областей. Про це свiдчить порiвняння амплiтудних

картин на рис. 4, вiдповiдного λ = 4 при iнших па-
раметрах, таких як для режиму руху, вiдповiдного
рис. 2.

Рис. 4. Амплiтудна картина при
λ = 4, κ = 1.02, h = 1.5, t = 50

Характер амплiтудної картини збурень на
стрибку густини iстотно залежить вiд iнтенсив-
ностi стрибка густини. Розрахунки, виконанi для
бiльших значень κ, показують, що в цьому випад-
ку мають мiсце як перебудова структури обох ха-
рактерних зон збурення, так i iстотнi змiни їхньої
енергетики. Збiльшення iнтенсивностi стрибка гу-
стини при iнших рiвних умовах приводить до
збiльшення амплiтуд збурення в першiй характер-
нiй зонi та їх зменшення в другiй характернiй зонi.
На рис. 5 представлена амплiтудна картина збу-
рень для режиму руху, вiдповiдного рис. 2, але з
замiною величини κ з 1.02 на 1.2. Як видно з по-
рiвняння рис. 2 i 5, це приводить до збiльшення
максимальних амплiтуд ближньої зони в декiлька
разiв i, вiдповiдно, до ще помiтнiшого їх зменшен-
ня в дальнiй зонi. При цьому протяжнiсть областi,
яка роздiляє цi зони, помiтно зростає. Цiкаво вiд-
мiтити також формування при цьому режимi руху
попереду вихора областi скiнченої протяжностi, в
якiй мають мiсце збурення хвильового характеру.
Утворення цiєї областi обумовлене тим, що швид-
кiсть поширення переднього фронту внутрiшнiх
хвиль Vg0 може бути бiльшою швидкостi руху са-
мого вихора. Справдi, ця величина визначається з
дисперсiйного вiдношення ω = ω(k) як

Vg0 = lim
k→0

dω

dk
=

3

4

√

λ(κ− 1)

2

i вона визначає пороговi значення параметрiв за-
дачi, при яких попереду вихора починає утворю-
ватись хвильова зона. Для цього повинна викону-
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Рис. 5. Амплiтудна картина при
λ = 16, κ = 1.2, h = 1.5, t = 50

ватись умова
Vg0 > 1.

Неважко переконатись, що для розрахункових па-
раметрiв рис. 5 ця умова виконується. Протя-
жнiсть вiдмiченої зони зростає з часом пропорцiй-
но рiзницi швидкостей хвильового фронту i вихо-
ра.

В цiлому, амплiтудна картина збурень на грани-
цi роздiлення шарiв з часом прямує до стацiонар-
ного вигляду. При цьому вклад у розв’язок вну-
трiшнiх хвиль вiд початкового збурення в обла-
стi старту, внаслiдок дiсперсiйних ефектiв, з часом
прямує до нуля.

Про характер змiни величини W (t) можна суди-
ти з рис. 6 та 7, з яких випливає, що в початковий
перiод руху вiдбувається швидке зростання поту-
жностi випромiнюваної енергiї до свого максиму-
му, пiсля чого вона зменшується i прямує до ста-
лої величини. Значення цiєї величини, як i макси-
мальнi значення амплiтуд збурення, залежать вiд
вiддалi вихора вiд границi роздiлу шарiв, iнтенсив-
ностi стрибка густини та величини λ. Збiльшення
величин κ та λ або зменшення величини h приво-
дять до зростання випромiнюваної енергiї внутрi-
шнiх хвиль i, вiдповiдно, навпаки – при зменшен-
нi κ та λ або збiльшеннi h випромiнювана енергiя
зменшується.

З наведених рисункiв можна зробити оцiнку iн-
тервалу часу виходу цiєї величини на постiйне зна-
чення, що вiдповiдає усталеному випромiнюванню
енергiї збуреного поля внутрiшнiх хвиль на стриб-
ку густини. Цей iнтервал визначається, головним
чином, значенням параметра κ. Для λ = 16 i
κ = 1.02 протяжнiсть його близька до значення
t ∼ 70, а для λ = 4 i κ = 1.2 знаходиться десь у
районi t ≈ 200.

Стацiонарна картина хвильових збурень за ру-

Рис. 6. Змiна в часi потужностi випромiнюваної
енергiї при λ = 16, κ = 1.02, h = 1.2

Рис. 7. Змiна в часi потужностi випромiнюваної
енергiї при λ = 4, κ = 1.2, h = 1.5

хомим вихором формується протягом тривалого
часу i в виконаних розрахунках вона не може бути
представлена. Слiд вiдмiтити також, що при любо-
му скiнченому значеннi часу пiдiнтегральнi функ-
цiї одержаного розв’язку в комплекснiй k-площинi
не мають дiйсних полюсiв а, отже, у вiдповiднiй
областi збурень (яка для скiнченого t завжди має
скiнчену протяжнiсть) на стрибку густини не мо-
же бути одержане сформоване поле внутрiшнiх
хвиль.

Для другої схеми руху розрахунки виконанi в
системi координат, яка рухається горизонтально з
вихором паралельно середнiй лiнiї його руху на
горизонтi z = −h зi швидкiстю U = 1, для двох
значень амплiтуди поперечного руху Az = 0.01 та
Az = 0.03 з перiодом T = 40. Значення iнших па-
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раметрiв задачi тi самi, що i в попереднiй схемi. Ре-
зультати розрахункiв показують, що харвктер ам-
плiтудної картини на стрибку густини дуже мало
вiдрiзняються вiд розглянутої в попереднiй задачi.
Для режиму руху з Az = 0.03 вже помiтний вплив
наближення або вiддалення вихора вiд стрибка гу-
стини в процесi руху. Про це можна судити з порiв-
няння амплiтудних картин для рiвномiрного руху
на рис. 2 i з накладеним поперечним рухом на рис.
8. Як видно з рис. 8, в ближнiй до вихора зонi збу-
рень максимуми амплiтуд зросли на дiлянцi руху,
що вiдповiдає наближенню вихора до стрибка гу-
стини. Вплив iнших параметрiв задачi на характер
хвильового руху на стрибку густини аналогiчний
попереднiй схемi руху.

Рис. 8. Амплiтудна картина при
λ = 16, κ = 1.02, h = 1.5, Az − 0.03, T = 40

Рис. 9. Змiна в часi потужностi випромiнюваної
енергiї при λ = 4, κ = 1.2, h = 1.5, Az = 0.01, T = 40

Потужнiсть випромiнюваної енергiї, як показу-
ють розрахунки, виявилась бiльш чутливою хара-
ктеристикою. На рис. 9 ця величина наведена для
режиму руху, коли всi параметри, окрiм перiоду
поперечного руху, аналогiчнi режиму руху, вiдпо-
вiдному рис. 7 з Az = 0.01. Як видно з порiвняння
цих рисункiв, максимальнi значення величин W (t)
в обох випадках дуже близькi, але з часом чiтко
прослiдковується перiодичний характер її змiни у
випадку другої схеми руху.

ЗАКЛЮЧЕННЯ

У проведених дослiдженнях виконана загальна
постановка лiнiйної задачi про нестацiонарний рух
зi стану спокою плоского точкового вихора в ни-
жньому шарi двохшарового глибокого середови-
ща з верхнiм шаром скiнченої товщини. Розробле-
на вiдповiдна математична модель з використан-
ням методу iнтегральних перетворень i одержа-
нi розв’язки для двох схем такого руху вихора –
рiвномiрного горизонтального руху з початкового
моменту часу та такого ж руху з накладеним на
нього вертикальним перiодичним рухом з постiй-
ною по величинi швидкiстю. Розв’язки одержанi
у виглядi квадратур. Аналiз виконаних чисельних
розрахункiв дозволяє зробити наступнi висновки
про особливостi формування i еволюцiї поля вну-
трiшнiх хвиль для таких схем руху вихора:

1. При нестацiонарному русi вихора зi стану спо-
кою поблизу границi роздiлення середовищ з рi-
зними густинами вихором генеруються двi систе-
ми збурень з протилежними напрямками поши-
рення. В результатi на границi стрибка густини
формується поле внутрiшнiх хвиль, визначальни-
ми параметрами впливу на характер якого є iнтен-
сивнiсть стрибка густини κ та динамiчнi i геомет-
ричнi характеристики режиму руху.

2. Якщо швидкiсть переднього фронту поля вну-
трiшнiх хвиль менша вiд горизонтальної складової
швидкостi руху вихора, то позаду вихора на грани-
цi роздiлення шарiв у зонi старту формуються двi
характернi областi збурень. Одна з них розширю-
ється в напрямку руху вихора з його швидкiстю
i саме в нiй формується збурене гiдродинамiчне
поле, яке мiстить всi ознаки впливу нестацiонар-
ностi i стратифiкацiї i з часом для даного режиму
руху еволюцiонує до свого стацiонарного вигляду.
Друга область вiддiлена вiд першої зоною малих
збурень, всерединi якої знаходиться точка старту
вихора, i протяжнiсть якої з часом зростає. Ця
область, яка обумовлена винятково збуренням в
початковий момент, поширюється в протилежний
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напрямку руху вихора бiк i внутрiшнi хвилi в нiй
з часом затухають.

3. Якщо швидкiсть переднього фронту поля вну-
трiшнiх хвиль бiльша горизонтальної складової
швидкостi руху вихора, то попереду вихора утво-
рюється ще одна обасть хвильових рухiв, протя-
жнiсть якої зростає з часом зi швидкiстю Vg0 −U .

4. Потужнiсть випромiнюваних рухомим вихо-
ром внутрiшнiх хвиль у розглянених схемах ру-
ху спочатку швидко наростає до свого максиму-
му, пiсля чого плавно зменшується до свого значе-
ння, вiдповiдного стацiонарному, або перiодично-
змiнному руху. Величина потужностi випромiню-
вання зростає зi збiльшенням iнтенсивностi стриб-
ка густини та товщини верхнього шару рiдини i
зменшенням швидкостi руху вихора та вiддалi ви-
хора вiд границi роздiлення шарiв. При зворотнiй
змiнi вказаних параметрiв має мiсце зменшення
величини потужностi випромiнюваної енергiї.

Використаний в роботi метод iнтегральних пе-
ретворень можна застосовувати також i в неста-
цiонарних задачах з неперервною стратифiкацiєю,
оскiльки для таких середовищ є лiнiйне рiвняння,
яке описує збурений рух середовища, викликаний
нестацiонарним рухом точкового вихора, i мiстить
його параметри в явному виглядi.
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