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Запропоновано математичну модель генерацiї звуку протитечiйною гiдродинамiчною випромiнюючою системою.

Уведено новий, у порiвняннi з моделлю прямотечiйної системи, коефiцiєнт, який визначає ступiнь заповнення
вихреподiбним рухом рiдини тороїдального об’єму всерединi звукоутворюючого елемента до моменту його вибуху.
Виведено трансцендентне дисперсiйне рiвняння, яке зв’язує основну частоту спектру генерованих коливань з
геометричними та гiдродинамiчними параметрами випромiнюючої системи.

КЛЮЧОВI СЛОВА: протитечiйний гiдродинамiчний випромiнювач, автоколивання, звукоутворення, математична

модель

Предложенная математическая модель генерации звука противоточной гидродинамической излучающей системой.

Введен новый, по сравнению с моделью прямоточной системы, коэффициент, определяющий степень заполнения
вихреобразным движением жидкости тороидального объема внутри звукообразующего элемента к моменту его
взрыва. Выведено трансцендентное дисперсионное уравнение, которое связывает основную частоту спектра
генерируемых колебаний с геометрическими и гидродинамическими параметрами излучающей системы.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: противоточный гидродинамический излучатель, автоколебания, звукообразование, матема-
тическая модель

A mathematical model for sound generation by a counterflow hydrodynamical radiating system is offered. A factor is
introduced for determining of a degree of filling of the toroidal volume inside the sound generating element by vortex
motion of a liquid to the moment of its explosion. This one is new in comparison with the model of a direct-flow system.
The obtained transcendental dispersion equation relates the main frequency of the spectrum of generated oscillations

with geometrical and hydrodynamical parameters of radiating system.
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ВСТУП

Випромiнювачi акустичних хвиль, побудованi на
базi гiдродинамiчного принципу, широко застосо-
вуються для iнтенсифiкацiї рiзноманiтних техно-
логiчних процесiв, а також у гiдроакустицi [1 – 3].
Зокрема, до їх числа слiд вiднести гiдроакусти-
чнi системи протитечiйної й прямотечiйної дiї, якi
вирiзняються простотою конструкцiї. Однак для
їхнього проектування необхiдно мати досконалу
математичну модель, яка б описувала процес зву-
коутворення в залежностi вiд конструктивних па-
раметрiв системи. Саме розв’язанню цiєї задачi й
присвячено дане дослiдження.

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ

Незважаючи на принципову аналогiчнiсть меха-
нiзмiв генерацiї звуку протитечiйною i прямоте-
чiйної системами, їхнi деталi досить iстотно вiдрi-
зняються [1].

Як приклад на рис. 1 показано фотографiю пра-
цюючої протитечiйної системи, а на рис. 2 – її схе-
матичне представлення. Турбулентний струмiнь,
що витiкає зi швидкiстю v0 з круглого отвору (со-
пла) радiусом rc, набiгає на увiгнутий параболої-
дний вiдбивач, який знаходиться на вiдстанi h вiд
сопла. Зворотний струмiнь вiдбивається пiд кутом
θ, обумовленим параметрами параболоїда [4].
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Рис. 1. Тiньова фотографiя
працюючої протитечiйної системи

Рис. 2. Геометричнi параметри
моделi протитечiйної системи

На рiвнi торця вiдбивача падаючий струмiнь
має характерну товщину ∆0, яка збiльшується в
мiру наближення до вiдбиваючої поверхнi. Зами-
каючись на нiй, струмiнь вiдокремлює вiд навко-
лишньої рiдини бочкоподiбний об’єм V0 (див. фо-
тознiмок), який виступає у ролi звукоутворюю-
чого елемента випромiнювача кавiтацiйної приро-
ди [5]. Рiдина, яка засмоктується в нього, здiйснює
вихреподiбний рух уздовж уписаного в об’єм V0 то-
роїда зi швидкiстю u на периферiї вихру, в якому
внаслiдок ефекту мiсцевого зниження тиску роз-
вивається кавiтацiя.

За рахунок перiодично повторюваних вибухiв
кавiтацiйних каверн вихру (фiзику цього проце-
су описано, напиклад, у [5]) виникають нелiнiйнi
автоколивання, якi у першому наближеннi можна
розглядати як гармонiчнi.

Позначимо через α(y, t) кут, пiд яким нахиле-

на до осi системи y твiрна бочкоподiбного об’єму
(див. рис. 2). Рiвняння його коливань вiдносно се-
реднього значення ϕ(y), яке визначає рiвноважну
конфiгурацiю цього об’єму, аналогiчне до рiвнян-
ня коливань порожнього струменя у прямотечiй-
нiй системi [6] i має вигляд

[

∂2

∂t2
− 〈v2〉

∂2

∂y2

]

〈v2〉α(y, t) =
1

ρ

1

〈∆2〉
∂p1

∂t
. (1)

Тут 〈∆2〉; 〈v2〉 – значення товщини бочкоподiбного
струменя i швидкостi рiдини з густиною ρ у ньо-
му, усередненi уздовж твiрної; p1 – тиск в об’ємi
усерединi вихра (iндекс “2” скрiзь стосується бо-
чкоподiбного струменя).

Якщо вибрати за початок перiоду коливань мо-
мент, якраз пiсля попереднього викиду, то колива-
ння можна описати так:

α(y, t) = ϕ(y) − α(y) sin ωt,

Тут α(y) i ω – амплiтуда й циклiчна частота коли-
вань. Як i у попереднiх наших роботах, струмiнь
на торцi вiдбивача вважатимемо “затиснутим”:

α(0, t) = ϕ(0) = θ. (2)

На пiдставi аналiзу фотографiї рис. 1 можна
зробити припущення про те, що бочкоподiбний
струмiнь, наближаючись до осi системи, натiкає
на торець сопла пiд тим же (за модулем) кутом θ,
пiд яким вiн витiкає з вiдбивача. Тодi закон для
гармонiчних коливань кiнця струменя на торцi со-
пла має вигляд

α(h, t) = −θ − α(h) sin ωt. (3)

Праву частину рiвняння (1) можна оцiнити ви-
разом [6]:

dp1

dt
= χ

Q′ − Q′′

µV0

P0 + ρu
du

dt
,

де χ – безрозмiрний коефiцiєнт пропорцiйностi; Q′

i Q′′ – об’ємнi витрати при надходженнi рiдини в
обємi, обмеженому бочкоподiбним струменем, та
витоку з нього вiдповiдно; µv – частина об’єму мiж
торцями сопла й вiдбивача, зайнята кавiтацiєю [7];
Р0 – тиск у навколишнiй рiдинi.

Зазначимо, що оцiночнi значення витрат Q′ i Q′′,
а також швидкостi рiдини u на периферiї вихра i
швидкостi її змiни ∂u/∂t iстотно вiдрiзняються вiд
вiдповiдних величин у прямотечiйнiй системi. Для
того, щоб пояснити цю розбiжнiсть, слiд припусти-
ти, що у внутрiшнiй об’єм потрапляє частина ви-
трат бочкоподiбного струменя, яка досягає кромки
сопла i пропорцiйна куту натiкання α(h, t):

Q′ = ξQ2(h)α(h, t) = ξQ0ab[θ + α(h) sinωt].
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Цей вираз одержано з урахуванням формули (3).
Тут ξ – безрозмiрний коефiцiєнт пропорцiйностi, b
i a визначають змiну швидкостi i витрати рiдини
на всiм протязi обох струменiв [4]; Q2 =πrcV0 – об’-
ємнi витрати втiкаючого бочкоподiбного струменя
на торцi сопла.

Витрата Q′′ рiдини, яка видаляється з внутрi-
шнього об’єму, складається з витрати, що засмо-
ктується з неї за рахунок ефекту Бернуллi у цен-
тральний струмiнь [4], i половини витрати, що
всмоктується у бочкоподiбний струмiнь (очевидно,
що друга половина втiкає у нього ззовнi):

Q′′ = Q0

[

(b − 1) +
b(a − 1)

2

]

.

Величини u i ∂u/∂t оцiнювалися на основi ана-
лiзу моменту iмпульсу порожнього тороїдального
вихра i швидкостi його змiни. При цьому припу-
скалося, що зовнiшнiй радiус вихра дорiвнює ра-
дiусу перерiзу тора rт i залишається незмiнним,
а його внутрiшнiй радiус зменшується з часом у
мiру накачування рiдини у нього. Для визначен-
ня необхiдної для розрахункiв середньої величини
об’єму вихра Vв припускаємо, що його об’єм у мо-
мент зародження t=T/4 близький до нуля, зрос-
тає протягом другої чвертi перiоду i перед вибухом
досягає максимального значення Vв(T/2). Тут T –
перiод, що вiдповiдає основнiй частотi спектра ге-
нерованих коливань.

При цьому

〈Vв〉 ≡
1

2
Vв

(

T

2

)

.

Позначимо

〈Vв〉 = νVт,

Vв

(

T

2

)

= 2νVт.

Оскiльки максимальний об’єм вихра обмежений
об’ємом тороїда, уведений параметр ν може мiня-
тися в межах вiд 0 до 0.5.

Використання зроблених припущень дозволяє
перетворити праву частину рiвняння (1) i записа-
ти його у виглядi

[

∂2

∂t2
− 〈v2〉2

∂2

∂y2

]

[ϕ(y) − α(y) sin ωt] =

= 〈v2〉2[L + Nα(h) sin ωt],

(4)

де

N = ξ
2πrотр

( 〈v2〉
v0

)3 ( 〈∆2〉
∆0

)

a

b
×

×
{

χ
P0

ρv2

0

1

µV0

+
1

v
(

1− ν

2

)

1

Vт

〈v〉
v0

×

×
[

1

ba
− (1 − v)

〈v〉
v0

]

}

,

L =
2πrотр

(〈v2〉
v0

)3 ( 〈∆2〉
∆0

)

1

b2
[G1 + G2 + G3],

(5)

G1 = ξbaθ

{

χ
P0

ρv2

0

1

µV0

+
1

v
(

1 − ν

2

)

1

Vт

〈v〉
v0

×

×
[

1

ba
− (1 − ν)

〈v〉
v0

]

}

,

G2 =



−χ
P0

ρv2

0

1

µV0

+
1 − ν

v
(

1 − ν

2

)

1

Vт

( 〈v〉
v0

)2



×

×
[

(b − 1) +
b(a − 1)

2

]

,

G3 = − 1

v
(

1 − ν

2

)

1

Vт

〈v〉
v0

×

×
[ 〈v1〉

v0

(b − 1) +
〈v2〉
v0

1

2
b(a − 1)

]

.

Тут rотр – радiус вiдбивача; 〈v1〉 – середнє значе-
ння швидкостi в центральному струменi; 〈v〉 – її
усереднене значення в обох струменях.

Як i у моделi прямотечiйної системи, спiввiдно-
шення (4) розпадається на два рiвняння. Розв’язок
рiвняння статики

d2ϕ

dy2
= −L

з граничними умовами

ϕ(0) = θ, ϕ(h) = −θ,

якi випливають iз формул (2) i (3), дозволяє зна-
йти кут вiдхилення твiрної обмеженого бочкоподi-
бним вихром об’єму вiд вертикалi, вiдносно якого
вiдбуваються коливання:

ϕ(y) = L
h2

2

y

h

(

1 − y

h

)

+
(

1 − 2
y

h

)

θ,
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Розв’язок динамiчного рiвняння

d2α

dy2
+ k2α(y) = Nα(h), k =

ω

〈v2〉

з граничною умовою – наслiдком умови (2) –

α(0) = 0

представляє амплiтуду коливань бочкоподiбного
струменя вздовж течiї:

α(y) =
N

k2
α(h)(1 − cos ky).

Записавши вираз для значення цiєї функцiї на тор-
цi сопла, одержуємо трансцендентне рiвняння

η =
√

2Γ sin
η

2
, (6)

η =
ω

〈v2〉h
, Γ = Nh2. (7)

З формул (5) i (7) випливає, що рiвняння (6)
зв’язує частоту генерованих системою коливань з
її гiдродинамiчними параметрами, тобто є диспер-
сiйним.

ВИСНОВКИ

Таким чином, запропонована модель процесу
звукоутворення протитечiйною гiдродинамiчною

випромiнюючою системою дозволяє вивести дис-
персiйне рiвняння для основної частоти спектру
генерованих нею коливань. Отриманi результати
можуть виявитись корисними при проектуваннi
випромiнюючих акустичних систем.
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