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Исследована проблема генерации эоловых тонов при ламинарном обтекании цилиндра для чисел Рейнольдса
Re≤ 400. В предположении об отсутствии обратного влияния звукового поля на поток развит двухэтапный метод,
позволяющий оценить акустические характеристики эоловых тонов. На первом этапе численно решалась гидро-
динамическая задача в приближении вязкой несжимаемой жидкости. Это позволило определить параметры, при
которых возникает режим автоколебаний с периодическим изменением во времени распределения давлений на по-
верхности цилиндра. На втором этапе найденное распределение давлений использовалось в качестве граничного
условия при решении задачи линейной акустики. Полученные гидродинамические и акустические характеристики
хорошо согласуются с экспериментальными и теоретическими данными других исследователей. Показано, что изве-
стные приближенные оценки силы звука эоловых тонов и амплитуды колебаний подъемной силы на цилиндре в
виде степенных зависимостей от скорости набегающего потока неточны, а показатель степени существенно зависит
от числа Рейнольдса. Анализ вкладов различных мод эоловых тонов в общий звуковой сигнал показал домини-
рование первой (дипольной) составляющей. При этом с увеличением Re наблюдается заметный рост следующей
(квадрупольной) составляющей.

Дослiджено проблему генерацiї еолових тонiв при ламiнарному обтiканнi цилiндра для чисел Рейнольдса Re≤ 400. У
припущеннi при вiдсутнiсть зворотного впливу звукового поля на потiк розвинуто двоетапний метод, який дозволяє
оцiнити акустичнi характеристики еолових тонiв. На першому етапi чисельно розв’язувалась гiдродинамiчна задача
у наближеннi в’язкої нестисливої рiдини. Це дозволило визначити параметри, при яких виникає режим автоколивань
з перiодичною змiною в часi розподiлу тискiв на поверхнi цилiндра. На другому етапi знайдений розподiл тискiв
використовувався як гранична умова при розв’язаннi задачi лiнiйної акустики. Одержанi гiдродинамiчнi й акустичнi
характеристики добре узгоджуються з експериментальними й теоретичними даними iнших дослiдникiв. Показано,
що вiдомi наближенi оцiнки сили звуку еолових тонiв й амплiтуди коливань пiдйомної сили на цилiндрi у виглядi
степеневих залежностей вiд швидкостi набiгаючого потоку неточнi, а показник степеня iстотно залежить вiд числа
Рейнольдса. Аналiз внескiв рiзних мод еолових тонiв у загальний звуковий сигнал показав домiнування першої
(дипольної) складової. При цьому зi збiльшенням Re спостерiгається помiтне зростання наступної (квадрупольної)
складової.

The paper deals with studying of the problem on generation of the Aeolian tones at laminar flow past the cylinder for
the Reynolds numbers of Re≤ 400. A two-stage technique for evaluating of acoustical characteristics of the Aeolian tones
has been developed in the assumption of absent inverse effect of the sound field on the flow. On the first stage, the
hydrodynamical problem was solved in the approach of viscous incompressible fluid. In doing so, the parameters have
been determined for the occurrence of self-oscillation regime with time-periodic pressure distribution over the cylinder’s
surface. The found pressure distribution has been used on the second stage for a boundary condition when solving the
problem of linear acoustics. The obtained hydrodynamic and acoustical characteristics are in good agreement with the
experimental and theoretical data from other researchers. The known approximate estimates of the Aeolian tones sound
intensity and lift oscillation amplitude in form of power dependences from incident flow velocity are shown to be inaccurate
and the power index significantly depends on Re. The analysis of contributions of different modes of the Aeolian tones
in overall sound signal demonstrates the predomination of the first (dipole) component. However, notable increase of the
next (quadruple) component with Re is observed.

ВВЕДЕНИЕ

Как известно, эоловы тона – это звуки, возни-
кающие при обтекании потоком удлиненных тел.
Однако чаще всего эоловы тона связывают с обте-
канием удлиненных тел, имеющих сечение в виде
круга – струн, тросов, длинных стержней, высоких
труб и т. п. История их изучения подробно изложе-
на в работах [1, 2]. В этом исследовании нас будут
интересовать прежде всего полевые и энергетиче-
ские характеристики эоловых тонов и зависимость
их от скорости потока или числа Рейнольдса.

Судя по всему, первую попытку оценить ин-
тенсивность эоловых тонов предпринял В. Холле
в 1938 году [3]. На основании своих наблюдений

он эмпирическим путем установил, что интенсив-
ность эоловых тонов (сила звука) в направлени-
ях, перпендикулярных направлению движения по-
тока (здесь наблюдается максимальная интенсив-
ность излучения [1, 2]), составляет

I ≈ α
ldV q

r2
, (1)

где l, d – длина и диаметр цилиндрического стер-
жня; V – скорость набегающего потока; r – рассто-
яние от стержня до точки наблюдения. Согласно
опытам В. Холле, 6≤q≤8.

В 1946 г. Д. И. Блохинцев [3] несколько уточнил
формулу (1). Исходя из соображений размерности,
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он показал, что

I ≈ α(Re)
ldρV 6

r2c3
. (2)

Здесь ρ, c – плотность среды и скорость распро-
странения звука в ней; α(Re) – некоторый завися-
щий от числа Рейнольдса коэффициент, который
не может быть определен из соображений размер-
ности.

В 1956 г. О. М. Филлипс [4] предположил, что
действующую на цилиндрический стержень в по-
токе подъемную силу F (t) можно приближенно
представить как некоторую гармоническую силу,
действующую на единицу длины стержня:

F (t) ≈
1

2
βdρV 2 exp(−i[ωt + ϕ]) , (3)

Здесь ω – круговая частота эолового тона;
0.5≤β≤2 – константа, связанная с зависимостью
подъемной силы от степени турбулентности по-
тока и с зависимостью фазы ϕ от длины стер-
жня. Необходимость учета последнего определяе-
тся тем, что синфазный срыв вихрей наблюдается
только на относительно коротком участке, протя-
женность которого составляет три – четыре диаме-
тра стержня.

Используя приближение (3), в 1976 г.
М. Е. Голдстейн [5] предложил уточненную
формулу для оценки интенсивности эоловых
тонов на единицу длины стержня:

I ≈ β2St2
17dρV 6

32r2c3
. (4)

Здесь St – число Струхаля. Хотя формула (4) на-
шла применение на практике, вполне очевидно,
что она носит сугубо оценочный характер, по-
скольку получена на основе ряда упрощающих
предположений. Кроме того, чтобы ее использо-
вать, необходимо заранее знать число Струхаля
для конкретной скорости потока, набегающего на
цилиндрический стержень, и эмпирический коэф-
фициент β, о котором известно только то, что он
может изменяться в довольно широких пределах.

Исходя из сказанного, цель данной работы –
более строго оценить акустические характеристи-
ки эоловых тонов (в том числе и энергетические)
на основе численного решения уравнения Навье –
Стокса и последующего использования получен-
ных данных о скорости и давлении на поверхности
стержня при решении уравнения Гельмгольца.

1. ИДЕЯ МЕТОДА

В основу предлагаемого метода оценки акусти-
ческих характеристик эоловых тонов легли два

принципиальных предположения, которые в це-
лом подтверждаются экспериментами:

• мощность звука, порожденного потоком, на-
бегающим на препятствие, существенно мень-
ше общей мощности той части потока, кото-
рая набегает на препятствие;

• порожденный потоком звук не влияет на ха-
рактер самого потока.

Кроме того, будем полагать, что цилиндрический
стержень имеет бесконечную длину, причем по
всей его длине происходит одновременный синфа-
зный срыв вихрей. Это существенно упрощает за-
дачу, поскольку теперь ее можно рассматривать
как зависящую только от двух координат (пло-
скую задачу).

Теперь процедуру определения акустических
характеристик эоловых тонов можно разделить на
два этапа.

На первом из них рассматривается гидродина-
мическая задача, которую в силу малости разме-
ров источника звука (диаметра цилиндра) по срав-
нению с длиной звуковой волны можно рассматри-
вать в рамках модели вязкой несжимаемой нью-
тоновской жидкости. Проводится численное реше-
ние нестационарной системы уравнений Навье –
Стокса. На основе полученного решения опреде-
ляется частота процесса периодического срыва ви-
хрей с поверхности стержня, число Струхаля и ха-
рактер изменения давления на поверхности в те-
чение одного периода.

После этого можно перейти ко второму этапу и
рассмотреть акустическую задачу, заключающую-
ся в определении звукового поля эоловых тонов.
Полученную ранее зависимость изменения давле-
ния на поверхности стержня в течение одного пе-
риода при постановке акустической задачи можно
трактовать как граничное условие. Тогда пробле-
ма определения поля эоловых тонов сводится к ре-
шению хорошо известной плоской задачи об опре-
делении поля излучения цилиндра, на поверхно-
сти которого задано некоторое периодически изме-
няющееся распределение давления [6]. При этом,
если числа Маха малы, то движением потока мож-
но пренебречь и считать, что звук распространя-
ется так же, как в неподвижной среде. После это-
го определяются все акустические характеристи-
ки эолового тона, в том числе пространственное
распределение звукового давления (диаграмма на-
правленности), давление и сила звука на оси диа-
граммы направленности, а также полная излуча-
емая мощность.
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2. ПОСТАНОВКА ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ
ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ЕЕ РЕ-
ШЕНИЯ

Задачу нестационарного обтекания твердого
кругового цилиндра сформулируем в рамках моде-
ли вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости.
Такое течение описывается нестационарной систе-
мой уравнений Навье – Стокса, которые в безра-
змерных физических переменных можно предста-
вить в тензорной форме следующим образом:

∂U

∂t
+ ∇ · UU =

1

Re
∇ ·∇U −∇p , (5)

∇ · U = 0 , (6)

где p – скалярное поле давления; U – векторное
поле скорости; UU – тензор второго ранга, опре-
деленный как внешнее произведение векторов. По-
компонентное представление этих уравнений мож-
но найти в учебной литературе [10].

Для обезразмеривания приведенных уравнений
движения за масштаб длины принимался диаметр
цилиндра d, а за масштаб скорости – скорость рав-
номерного потока V на достаточно большом удале-
нии от цилиндра. Тогда масштабом времени будет
величина d/V , а масштабом давления – удвоенный
скоростной напор ρV 2. Основным параметром та-
кой задачи, входящим в уравнения движения, яв-
ляется число Рейнольдса Re=V d/ν, где ν – кине-
матическая вязкость среды.

Граничные условия формулировались следую-
щим образом. Для скорости на границе цилиндра
ставилось условие прилипания U =0, для давле-
ния – равенство нулю нормального градиента [12].
В качестве расчетной области был выбран ква-
драт со стороной 40d, в центре которого распо-
лагался цилиндр. На входе в расчетную область
(левая граница) задавался равномерный поток.
На верхней и нижней ее границах формулирова-
лось условие плоскости симметрии, т. е. нулевые
значения для вертикальной компоненты, Uy =0,
и отсутствие нормального градиента для гори-
зонтальной, ∂Ux/∂y=0. Это условие предполага-
ет, что уже на расстоянии 20d от центра цилин-
дра поток становится практически невозмущен-
ным. На выходе из расчетной области (правая гра-
ница) ставились “мягкие” граничные условия типа
линейной экстраполяции, соответствующие равен-
ству нулю нормального градиента скорости. Для
давления нормальный градиент полагался равным
нулю по всей границе расчетной области, включая
выход [12].

Алгоритм численного решения сформулирован-
ной задачи детально описан в [7] и использован в
работах [8, 9] для численного моделирования те-
чения в канале с двумя последовательно располо-
женными стенозами. Он основан на использова-
нии метода конечных объемов [11 –13], который в
настоящее время можно считать наиболее попу-
лярным численным подходом в задачах механики
жидкостей.

Для дискретизации расчетной области исполь-
зовалась неортогональная сетка со сгущением
узлов вблизи поверхности цилиндра. При этом
в круговой области диаметром 6d, расположен-
ной вокруг цилиндра, задавалась сетка типа O. С
целью верификации полученных результатов ра-
счеты выполнялись при разном количестве кон-
трольных объемов и различных значениях коэф-
фициентов сгущения узлов сетки. Представлен-
ные в данном исследовании результаты получены
на сетке с 230400 контрольных объемов с мини-
мальным шагом около 0.002d вблизи поверхности
цилиндра.

При расчетах использовались библиотеки ин-
струментария с открытым кодом OpenFOAM [14,
15]. Для вычисления объемных интегралов по кон-
трольному объему использовалась общая проце-
дура Гаусса, согласно которой интеграл по объе-
му представляется через интеграл по поверхно-
сти ячейки, а значение функции на поверхности
ячейки интерполируется из значений функции в
центроидах соседних ячеек. Для интерполяции
конвективных членов использовалась TVD схе-
ма, примененная в limitedLinearV [14]. Согласно
классификации, данной в [16], она соответству-
ет обобщенной кусочно-линейной схеме Чакравар-
ти – Ошера [17]. На ортогональных участках се-
тки нормальные градиенты скорости на поверх-
ности ячейки, необходимые при вычислении диф-
фузионных членов по теореме Гаусса, находились
из значений скорости в центроидах соседних яче-
ек по схеме второго порядка. На неортогональных
участках использовалась итерационная процедура
коррекции погрешности, вызванной неортогональ-
ностью сетки [18]. Для дискретизации производ-
ной по времени использовалась неявная трехто-
чечная несимметричная схема второго порядка c
разностями назад (backward differencing).

Для связанного расчета поля скорости и давле-
ния использовалась предложенная Исса [19] про-
цедура PISO (pressure implicit with splitting of
operators) с числом корректоров 4. Детальное опи-
сание этой процедуры может быть также найдено
в учебной литературе по вычислительной гидро-
механике [10, 13]. Для решения полученной сис-
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темы линейных алгебраических уравнений при-
менялись итерационные солверы PCG и PBiCG,
использующие методы сопряженных и бисопря-
женных градиентов с предобусловливанием для
симметричных и асимметричных матриц соответ-
ственно. В качестве предобусловливателя были
выбраны процедуры DIC (предобусловливатель,
основанный на упрощенной схеме неполной фа-
кторизации Холецкого) и DILU (предобусловли-
ватель, основанный на упрощенной неполной LU
факторизации) для симметричных и асимметри-
чных матриц соответственно [20].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА ТЕЧЕНИЯ И ИХ
ВЕРИФИКАЦИЯ

Обтекание кругового цилиндра потоком жидко-
сти рассматривалось в большом числе эксперимен-
тальных и расчетных работ (см. статью [21] и об-
ширную библиографию, приведенную ней). Кар-
тина обтекания цилиндра набегающим потоком
существенно зависит от числа Рейнольдса, опреде-
ляемого по диаметру цилиндра, ламинарное тече-
ние за которым, в зависимости от Re может иметь
три режима – безотрывное стационарное течение,
стационарный отрыв и периодическое отрывное
течение.

Безотрывный режим реализуется при числах
Рейнольдса, не превышающих некоторого относи-
тельно небольшого порогового значения. При уве-
личении числа Рейнольдса под действием гради-
ента давления и вязких сил ламинарный погра-
ничный слой отрывается от поверхности цилин-
дра, за которым образуется пара рециркуляцион-
ных вихрей. Эксперименты указывают на возмож-
ность отрыва при Re≈(4 . . .5), тогда как большин-
ство численных расчетов дает Re≈(5 . . .7) [22,23].

При дальнейшем увеличении числа Рейнольд-
са размеры симметричной вихревой пары, образо-
вавшейся за цилиндром, растут и вихри вытяги-
ваются вдоль направления потока. При этом те-
чение остается стационарным до достижения чи-
слом Рейнольдса следующего критического значе-
ния, равного примерно 40. Далее течение станови-
тся неустойчивым по отношению к малым возму-

Табл. 1. Параметры стационарного течения

Re 10 20 40

Lsep 0.251 0.929 2.29

Cx 2.84 2.049 1.53

щениям, нарушающим симметрию в следе за ци-
линдром, и приобретает асимметричный характер.
При Re∼50 в следе за цилиндром возникают коле-
бания, усиливающиеся с ростом числа Рейнольд-
са. Начиная с Re∼60, происходит периодический
отрыв вихрей, которые сносятся течением. Пооче-
редно отрываясь то с одной, то с другой сторо-
ны от кормовой точки цилиндра, вихри дрейфу-
ют вниз по потоку, образуя регулярную структуру,
известную как вихревая дорожка Кармана. Физи-
ка этого процесса подробно изложена в [2].

Такая картина продолжает сохраняться при
увеличении числа Рейнольдса примерно до 104,
однако здесь необходимо выделить два режима
периодического вихревого движения. В диапазо-
не 40<Re<300 реализуется устойчивое ламинар-
ное течение, при котором нет необходимости учи-
тывать влияние турбулентных пульсаций. В дан-
ном исследовании метод прямого численного мо-
делирования использован вплоть до Re=400 и
показано, что точность полученных результатов
приемлема для данной задачи. При более высо-
ких числах Рейнольдса возникает турбулизация
течения и, следовательно, необходимо использо-
вать методы моделирования турбулентности. Про-
цесс срыва вихрей становится менее организован-
ным, причем несколько нарушается регулярность
срыва крупномасштабных вихрей, вызывая ши-
рокополосные пульсации подъемной силы. Одна-
ко даже при больших числах Рейнольдса в следе
за цилиндром существуют отчетливо различимые
крупномасштабные вихревые структуры, несущие
примерно половину энергии турбулентности [4, 5].
Известно, что нерегулярные пульсации подъемной
силы генерируют широкополосный шум. Посколь-
ку здесь нас интересуют эоловы тона, в дальней-
шем сконцентрируем внимание на ламинарных ре-
жимах течения.

Для верификации используемых численных ме-
тодов в табл. 1 приведены рассчитанные параме-
тры стационарного течения – коэффициент ло-
бового сопротивления Cx и длина отрывной зо-
ны Lsep, измеряемая от задней критической точ-
ки, т. е. расстояние от кормовой точки цилиндра
до точки пересечения линий тока за вихрями (см.
рис. 1, а, б). Следует отметить хорошее (в преде-
лах одного процента) совпадение этих результатов
с данными, приведенными в работе [21].

На рис. 1 показаны линии тока для различных
значений числа Рейнольдса (графики для безо-
трывного течения при Re<5 не приведены). При
стационарном обтекании цилиндра потоком линии
тока совпадают с траекториями движущихся ча-
стиц среды. Для случая же периодического про-

6 И. В. Вовк, В. С. Малюга
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Рис. 1. Мгновенные линии тока:
а – Re=20, б – Re=40, в – Re=50, г – Re=100, д – Re=200, е – Re=400

цесса (Re>40) на рисунке изображены мгновен-
ные линии тока в тот момент, когда коэффициент
подъемной силы Cy =0 и меняет знак с положи-
тельного на отрицательный.

Обтекание цилиндра при закритических числах
Рейнольдса (Re>40) становится периодическим
по времени, характеризуется отрывом вихрей и их
сносом вниз по потоку. На рис. 2 показано тече-
ние на протяжении одного периода при Re=50.
В левой колонке представлено распределение дав-
ления p по поверхности цилиндра, а в правой –
поле завихренности в четыре момента времени с
интервалом в четверть периода1. Полярная угло-
вая координата отсчитывается от положительного
направления оси X, т. е. от кормовой точки ци-
линдра. При дальнейшем увеличении числа Рей-
нольдса (рис. 3 – 5) уменьшается размер отрыва-
ющихся вихрей и расстояние между вихрями в
следе за цилиндром. Видно, что давление на по-
верхности цилиндра периодически изменяется во
времени, причем распределения давления в мо-

1В электронной версии статьи, доступной на веб-сайте
Института гидромеханики НАН Украины [режим досту-
па: http://www.hydromech.kiev.ua], рис. 2 – 5 представлены
в цвете. Для них красный цвет соответствует положитель-
ной завихренности, а синий – отрицательной.

менты времени t1 и t2, отличающиеся на пол-
периода (t2 = t1+T/2), симметричны относитель-
но горизонтальной оси y=0. Следует также отме-
тить, что, хотя при Re=50 течение в следе за ци-
линдром будет периодическим, колебания давле-
ния на поверхности цилиндра здесь заметны сла-
бо. При дальнейшем увеличении числа Рейнольд-
са амплитуда осцилляций давления растет, так же
как и диапазон перепадов давления, под которыми
понимается разница между максимумом и мини-
мумом давления на поверхности цилиндра.

Периодический характер течения в следе при-
водит к тому, что приложенные к цилиндру силы
также периодически изменяются во времени, при-
чем взаимодействие вихрей практически не ока-
зывает влияния на переднюю критическую точку
в силу ее удаления от области отрыва вихрей. Это
демонстрирует рис. 6, на котором показано изме-
нение во времени коэффициентов лобового сопро-
тивления Cx и подъемной силы Cy соответственно.
При этом период изменения лобового сопротивле-
ния вдвое меньше, чем период изменения подъем-
ной силы. Иными словами, частота колебания дей-
ствующей на цилиндр силы в горизонтальном на-
правлении вдвое выше частоты колебания этой си-
лы по вертикали. Это приводит к тому, что ко-
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Рис. 2. Течение при Re=50 в различные моменты времени
(в левой колонке – распределение давления на поверхности цилиндра,

в правой – поле завихренности):
а, б – t=0, в, г – t=T/4, д, е – t=T/2, ж, з – t=3T/4
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Рис. 3. Течение при Re=100 в различные моменты времени
(в левой колонке – распределение давления на поверхности цилиндра,

а в правой – поле завихренности):
а, б – t=0, в, г – t=T/4, д, е – t=T/2, ж, з – t=3T/4

И. В. Вовк, В. С. Малюга 9



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2010. Том 13, N 2. С. 3 – 19

0 90 180 270 360

−0.5

0

0.5

1

polar angle

p

а б

0 90 180 270 360

−0.5

0

0.5

1

polar angle

p

в г

0 90 180 270 360

−0.5

0

0.5

1

polar angle

p

д е

0 90 180 270 360

−0.5

0

0.5

1

polar angle

p

ж з

Рис. 4. Течение при Re=200 в различные моменты времени
(в левой колонке – распределение давления на поверхности цилиндра,

в правой – поле завихренности):
а, б – t=0, в, г – t=T/4, д, е – t=T/2, ж, з – t=3T/4
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Рис. 5. Течение при Re=400 в различные моменты времени
(в левой колонке – распределение давления на поверхности цилиндра,

в правой – поле завихренности):
а, б – t=0, в, г – t=T/4, д, е – t=T/2, ж, з – t=3T/4

И. В. Вовк, В. С. Малюга 11



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2010. Том 13, N 2. С. 3 – 19

0 2 4 6 8 10

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

time

C
x

1

2

3

4

0 2 4 6 8 10

-1

-0.5

0

0.5

1

time

C
y

1 2

3
4

а б

Рис. 6. Периодическое изменение во времени сил, приложенных к цилиндру:
а – коэффициент лобового сопротивления, б – коэффициент подъемной силы;

1 – Re=50, 2 – Re=100, 3 – Re=200, 4 – Re=400
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Рис. 7. Конец вектора результирующей силы описывает с течением времени
замкнутую линию, похожую на восьмерку:

1 – Re=50, 2 – Re=100, 3 – Re=200, 4 – Re=400

Рис. 8. Зависимость числа Струхаля от числа Рейнольдса.
Сравнение наших расчетных результатов с экспериментальными

данными других исследователей (см. [2, 24]):
+ – Strouhal (1878); 4 – Hiebtone (1919); • – Rolf (1924);

� – Roshko (1924); ◦ – UTIA (1955); � – расчет для Re=50, 100, 200, 400, 1000
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нец вектора результирующей силы R=Cxix+Cyiy

описывает с течением времени замкнутую кри-
вую, похожую на узкую восьмерку, см. рис. 7. При
достаточно больших значениях числа Рейнольд-
са (Re=200 или 400) петли этой восьмерки суще-
ственно деформированы и вытянуты в направле-
нии движения потока.

Коэффициенты лобового сопротивления и по-
дъемной силы формально могут быть представ-
лены в виде суммы постоянной и осциллирующей
частей:

Cx = C̄x + C̃x, Cy = C̄y + C̃y, (7)

где C̄x, C̄y – постоянные составляющие сил, при-
ложенных к цилиндру (очевидно, что в рассма-
триваемой задаче C̄y =0); C̃x, C̃y – их осцилли-
рующие составляющие. В табл. 2 приведены зна-
чения постоянной составляющей C̄x и амплиту-
ды осциллирующих составляющих C̃x, C̃y, а так-
же их отношение. Видно, что с ростом числа Рей-
нольдса амплитуда колебаний продольной состав-
ляющей C̃x растет быстрее, чем амплитуда коле-
баний поперечной C̃y. Однако даже при Re=400

величина max |C̃x| остается на порядок меньше,
чем max |C̃y|. Кроме того, в таблице даны зна-
чения числа Струхаля St=d/(V T ). Прежде все-
го, отметим хорошее согласование наших резуль-
татов с данными, приведенными в работе [21] –
для Re=50, 100 и 200 различие составляет не бо-
лее 3 %.

На рис. 8 представлена зависимость числа Стру-
халя от числа Рейнольдса. Для Re=50, 100 и
200 отмечается хорошее совпадение расчетных
данных с экспериментальными результатами, по-
лученными ранее разными авторами [2, 24], а
при Re=400 наблюдается некоторое расхождение.
Можно предположить, что здесь начинает ска-
зываться турбулизация течения в пограничном
слое у поверхности цилиндра, приводящая к сдви-
гу точки отрыва потока и уменьшению частоты
срыва вихрей. Тем не менее, отклонение расче-
тных результатов от экспериментальных (Roshko,
1924) все еще не превышает 10 %. Следовательно,
использование методов прямого численного мо-
делирования на выбранной сетке можно считать
приемлемым. При Re=1000 расхождение состав-
ляет уже порядка 20 %. Действительно, при таких
числах Рейнольдса течение будет турбулентным и,
следовательно, в этом случае для адекватного опи-
сания процесса необходимо применять методы мо-
делирования турбулентности.

Подводя итог, можно сделать следующий вывод.
Сравнительный анализ полученных нами расче-

Табл. 2. Безразмерные параметры периодического
течения при различных числах Рейнольдса

Re 50 100 200 400

T 7.959 6.018 5.082 4.548
St 0.126 0.166 0.197 0.220

C̄x 1.450 1.347 1.343 1.414

max |C̃x| 0.001 0.007 0.050 0.121

max |C̃y| 0.062 0.326 0.686 1.088

|C̃x|/|C̃y| 1.6·10−2 2.15·10−2 7.3·10−2 1.1·10−1

тных гидродинамических параметров с теоретиче-
скими и экспериментальными данными других ав-
торов показывает, что в диапазоне Re≤400 наблю-
дается достаточно хорошее их согласование. Это
дает основание утверждать, что выбранный алго-
ритм численного решения задачи позволяет аде-
кватно описать исследуемое течение в указанном
диапазоне чисел Рейнольдса.

4. ПОСТАНОВКА АКУСТИЧЕСКОЙ ЗАДА-
ЧИ И ЕЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

При рассмотрении задачи обтекания цилиндра
возмущения потока можно условно разделить на
две составляющие. Первая – это возмущения по-
ля давления на поверхности цилиндра. Начиная с
некоторого порогового значения числа Рейнольдса
(Re≈40), они носят периодический характер и са-
моорганизуются в некоторую сложную автоколе-
бательную систему, колебания которой и вызыва-
ют появление тонального звука [1, 2]. Вторая со-
ставляющая – это возмущения, развивающиеся в
турбулентном следе за цилиндром и генерирую-
щие широкополосный шум [2,25]. Механизм возни-
кновения шума принципиально отличается от ме-
ханизма возникновения тонального звука и связан
со специфическими беспорядочными колебаниями
и взаимодействием частиц среды в турбулентном
следе. Как показано во многочисленных исследо-
ваниях (см., например, монографию [25] и обшир-
ную библиографию в ней), мощность тонально-
го звука существенно превосходит мощность ши-
рокополосного шума. Поэтому мы уделим основ-
ное внимание первой составляющей и сконцен-
трируем внимание на описании процессов гене-
рации и распространения тонального звука. Сле-
дуя основным положениям акустической аналогии
Лайтхилла [26, 27], а также ее обобщения на слу-
чай присутствия границ в потоке, сделанного Кер-
лом [28], мы не будем учитывать обратную реа-
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кцию звука на характер потока, распространение
звука с переменной скоростью внутри потока (ре-
фракцию звука) и его затухание.

Таким образом, следуя изложенной выше идее,
из численного решения соответствующей задачи
гидромеханики мы получили распределение дав-
ления на поверхности цилиндра, периодически
изменяющееся во времени с периодом T . Есте-
ственно, что эти пульсации давления на поверхно-
сти цилиндра возбуждают звуковые колебания в
окружающей среде [2]. При этом, если числа Маха
относительно невелики, движением потока можно
пренебречь и считать, что звук распространяется
так же, как в неподвижной среде. Следует также
отметить, что волновой размер источника весьма
мал [2].

Звуковое поле вне цилиндра может быть най-
дено из соответствующей граничной задачи для
волнового уравнения [6]. Граничное условие имеет
вид

p(r, φ, t) = ζ(φ, t), при r = d/2, (8)

где (r, φ) – полярные координаты с началом коор-
динат в центре цилиндра; ζ(φ, t) – создаваемое по-
током распределение давления на поверхности ци-
линдра, известное из представленного в предыду-
щем разделе численного решения соответствую-
щей задачи гидродинамики.

Поскольку заданная на границе функция
ζ(φ, t) – периодическая с периодом T , решение
сформулированной граничной задачи может быть
представлено в виде ряда Фурье по временной ко-
ординате:

p =

∞∑
n=−∞

e−inωtpn(r, φ), (9)

Здесь ω=2π/T =2πf – угловая частота;
f =StV/d – частота эоловых тонов; pn(r, φ) –
решение соответствующего уравнения Гельмголь-
ца, которое может быть представлено в виде ряда
Фурье по угловой координате [6]:

pn =

∞∑
m=0

[Anm cos mφ+Bnm sin mφ]H(1)
m (knr). (10)

В последнем выражении kn =nω/c – волновое чис-

ло; c – скорость звука в среде; H
(1)
m – функция

Ханкеля первого рода. Раскладывая правую часть
граничного условия (8) в ряды Фурье по времен-
ной и угловой координатам и приравнивая коэф-
фициенты при соответствующих членах, опреде-

ляем неизвестные коэффициенты решения (10):

An0 =
1

2πT

T∫

0

einωt

2π∫

0

ζ(φ, t) dφ dt,

Anm =
1

πT

T∫

0

einωt

2π∫

0

ζ(φ, t) cosmφ dφ dt,

Bnm =
1

πT

T∫

0

einωt

2π∫

0

ζ(φ, t) sin mφ dφ dt.

(11)

5. РАСЧЕТ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ

В предыдущих разделах расчет течения про-
водился для безразмерных величин. Для расче-
та же звукового поля необходимо перейти к
размерным параметрам. Характеристики среды
выбираем такими, как для воздуха при темпе-
ратуре 20◦C: ρ=1.204 кг/м3, ν =1.51·10−5 м2/с,
c=332 м/с. Диаметр цилиндра примем d=1 см.
Напомним, что масштабные множители для ско-
рости, времени и давления составляют V , d/V и
ρV 2 соответственно. При этом скорость невозму-
щенного потока определяется из заданного значе-
ния числа Рейнольдса: V =Re ν/d.

Размерные характеристики периодического те-
чения и звука представлены в табл. 3. Из нее оче-
видно, что положенные в основу нашей модели ги-
потезы подтверждаются расчетами. В частности,
число Маха и волновой размер цилиндра имеют
порядок 10−4. Это дает возможность считать эти
параметры малыми и оправдывает допущение о
том, что звук распространяется в таком потоке
так же, как в неподвижной среде. Кроме того, ма-
лость числа Маха и волнового размера источника
подтверждает правильность рассмотрения гидро-
динамической задачи в рамках модели вязкой не-
сжимаемой жидкости. Отношение полной акусти-
ческой мощности эолового тона к мощности на-
бегающего на цилиндр потока (иными словами,
КПД излучателя), имеет порядок 10−8, а интен-
сивность излучаемого звука (его сила) – от 10−14

до 10−12. Это говорит о справедливости заложен-
ных в основу модели основных положений акусти-
ческой аналогии Лайтхилла о том, что обратным
влиянием звука на характеристики потока среды
можно пренебречь [26 – 28].

Следует отметить, что приближенная формула
Филлипса (3) для вычисления амплитуды колеба-
ния подъемной силы max |F̃y|∼V 2 не подтвержда-
ется при малых числах Рейнольдса и лишь при
Re=400 дает приемлемый результат. В то же вре-
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Табл. 3. Размерные параметры периодического течения и звука

Re 50 100 200 400 Примечание

V, м/с 0.0755 0.151 0.302 0.604
заданная скорость пото-
ка

M 2.28 · 10−4 4.55 · 10−4 9.1 · 10−4 18.2 · 10−4 число Маха

f, Гц 0.949 2.51 5.94 13.28 f =V St/d

d

λ
=

df

c
0.286 · 10−4 0.75 · 10−4 1.78 · 10−4 4 · 10−4 волновой размер исто-

чника звука

max |F̃y|, Н 0.02 · 10−4 0.437 · 10−4 3.66 · 10−4 23.6 · 10−4 по нашим расчетным
данным

max |F̃y|, Н 0.34 · 10−4 1.35 · 10−4 5.4 · 10−4 21.5 · 10−4 по Филлипсу [4]:
max |F̃y|∼V 2

max |p|, Па 1.128 · 10−6 6.3 · 10−6 13.8 · 10−6 22.5 · 10−6
давление на оси диа-
граммы направленности

I =
maxp2

ρc
,

кг

с3
0.32 · 10−14 0.1 · 10−12 0.475 · 10−12 1.26 · 10−12

интенсивность звука
(сила звука), Вт/м2

I 0.3 · 10−16 0.2 · 10−14 0.12 · 10−12 7.7 · 10−12 по Филлипсу [4] при
β=2

Wак = IS, Вт 1.0 · 10−14 0.312 · 10−12 1.5 · 10−12 3.98 · 10−12 полная акустическая
мощность эолового тона

Wгд, Вт 0.259 · 10−5 2.07 · 10−5 16.6 · 10−5 133 · 10−5 мощность потока, набе-
гающего на цилиндр

Wак

Wгд
0.38 · 10−8 1.51 · 10−8 0.9 · 10−8 0.3 · 10−8 КПД

Табл. 4. Приближенные значения показателя
степени q в предположении, что max |F̃y| ∼ V q

Re q

50 . . .100 4.35
100 . . .200 3.1

200 . . .400 2.7

Табл. 5. Амплитуды первых двух
гармоник эолового звука

Re max |p1| max |p2|

50 1.128 · 10−6 1.78 · 10−8

100 6.3 · 10−6 1.46 · 10−7

200 1.377 · 10−5 1.04 · 10−6

400 2.25 · 10−5 2.57 · 10−6

И. В. Вовк, В. С. Малюга 15
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Рис. 9. Модули и фазы первых двух гармоник давления pn на расстоянии 1 м от центра цилиндра (Re=200):
а – |pn| при n=±1, б – arg(pn) при n=±1, в – |pn| при n=±2, г – arg(pn) при n=±2;

б, г – сплошные – n=1,2, штриховые – n=−1,−2 (единица по вертикальной оси соответствует π рад)

мя, при Re=50 она дает значения, отличающие-
ся от расчетных более чем на порядок. Вообще
же видно, что при приближенном представлении
амплитуды пульсирующей подъемной силы в виде
степенной функции от скорости набегающего по-
тока max |F̃y| ∼ V q показатель степени зависит от
числа Рейнольдса, причем q принимает значения,
близкие к 2 лишь при достаточно больших Re (см.
табл. 4). Аналогичный вывод можно сделать и по
отношению к приближенной формуле для вычис-
ления интенсивности звука в виде шестой степени
скорости набегающего потока I∼V 6, также пре-
дложенной Филлипсом. Она тоже дает неточные
результаты, особенно при небольших числах Рей-
нольса. Если же представить интенсивность зву-
ка в виде степенной функции от скорости потока,
I∼V s, то показатель степени также будет фун-
кцией числа Рейнольдса.

Поле звукового давления, порождаемое перио-
дическим срывом вихрей с поверхности цилиндра,
описывается решением (9) – (11). На рис. 9 пред-
ставлены модуль и фаза первых двух гармоник
акустического давления p1 и p2 на расстоянии 1 м
от центра цилиндра для случая Re=200. Из гра-
фика видно, что первая гармоника p1, имеющая
период T , представляет собой колебания в верти-
кальном направлении. Вторая гармоника p2, име-
ющая период T/2, соответствует колебаниям в го-
ризонтальном направлении. Такой результат пред-
ставляется вполне естественным, если принять во
внимание, что период колебания лобового сопро-
тивления равен T/2, а период колебания подъем-
ной силы – T (см. рис. 6). Следует также отметить,
что фаза колебаний имеет антисимметричный ха-
рактер относительно горизонтальной оси для p1

(это связано с тем, что отрыв вихрей происходит
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а б

в г

Рис. 10. Нормированная диаграмма направленности эоловых тонов,
возникающих за счет осцилляций подъемной силы и силы сопротивления:

а – Re=50, б – Re=100, в – Re=200, г – Re=400

не одновременно, а поочередно) и, наоборот, сим-
метричный в случае p2.

В силу изложенного автоколебательный про-
цесс, возникающий при обтекании цилиндра пото-
ком, является акустическим источником диполь-
ного типа. Для первой гармоники p1 акустическая
ось источника перпендикулярна направлению по-
тока, а для второй p2 – направлена вдоль потока.
На рис. 10 изображена нормированная диаграмма
направленности порождаемого потоком эолового
звука. Ее характер полностью согласуется с экспе-
риментальной диаграммой направленности, пред-
ставленной в [29], а также подтверждаются ре-
зультатами, полученными позже другими автора-
ми [3,30,31]. Следует отметить, что с ростом числа
Рейнольдса вклад гармоники p2, вызванной осци-
лляцией силы лобового сопротивления, возраста-

ет. В табл. 5 представлены амплитуды p1 и p2 для
четырех значений числа Рейнольдса. Видно, что
если при Re=50 отношение p1/p2 составляет 63.37,
то при Re=400 – лишь 8.75.

Вернемся к выражению (10) и обратим внима-
ние на тот факт, что сумма в нем, по сути, со-
держит бесконечный набор акустических источни-
ков различных типов – диполь (m=1), квадруполь
(m=2), а также мультиполи более высоких поряд-
ков2. Это позволяет, во-первых, определить, какие
типы источников порождает набегающий на ци-
линдр поток, а, во-вторых, оценить вклад каждо-
го источника в общее звуковое поле. В результате

2Источник монопольного типа (m=0) в нашем случае
отсутствует, поскольку цилиндр принят абсолютно жес-
тким и его поверхность не может совершать пульсирующие
колебания под воздействием сил, создаваемых потоком
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соответствующих расчетов выяснено, что домини-
рующим является источник дипольного типа. На-
пример, при Re=100 давление, создаваемое исто-
чником квадрупольного типа, примерно на два по-
рядка меньше, чем для дипольного. В свою оче-
редь, вклады мультипольных источников высшего
порядка на три порядка меньше вклада квадру-
польного источника. Это также хорошо согласуе-
тся с данными, полученными другими авторами.

В заключение хотелось бы отметить следующее.
В работах [1, 2] при анализе локальных особенно-
стей обтекающего цилиндр потока утверждается,
что в течение одного периода автоколебаний кор-
мовых вихрей рост объема большего вихря прои-
сходит за счет перекачки (отсоса) среды, заклю-
ченной в меньшем вихре. Такой отсос обуслов-
лен тем, что давление внутри большего вихря ни-
же, чем внутри меньшего. Сам факт понижения
давления внутри вихря по сравнению с давлени-
ем в окружающей его среде хорошо известен [32].
Поскольку прямых доказательств справедливости
этого утверждения в [2] не было приведено, мы
провели численные оценки уровней давления вну-
три обоих вихрей в различные моменты времени в
течение одного периода автоколебаний. Их анализ
полностью подтвердил справедливость высказан-
ного в [2] утверждения как по отношению к са-
мому процессу перекачки среды от малого вихря
к большому, так и относительно его физической
причины – разнице давлений между внутренними
областями большого и малого вихрей.

ВЫВОДЫ

Предложен двухэтапный метод, позволяющий
оценить акустические характеристики эоловых то-
нов, возникающих при обтекании цилиндра пото-
ком.

На первом этапе на основе численного решения
уравнений Навье – Стокса методом конечных объе-
мов получены основные гидродинамические хара-
ктеристики (в том числе, коэффициенты лобово-
го сопротивления и подъемной силы Cx и Cy) и
установлено явление колебаний во времени при-
ложенных к цилиндру сил. Описан процесс пери-
одического изменения распределения давления на
поверхности цилиндра. Получены значения числа
Струхаля St при различных значениях числа Рей-
нольдса Re. Проведено сравнение этих данных с
теоретическими и экспериментальными результа-
тами, полученными другими авторами. Установ-
лено, что выбранный нами алгоритм численного
решения задачи позволяет адекватно описать ис-
следуемое течение в диапазоне 50≤Re≤400, где

реализуется режим с периодическим отрывом ви-
хрей за цилиндром.

Обнаружено, что приближенная формула Фил-
липса (3), согласно которой амплитуда колебания
подъемной силы зависит от квадрата скорости на-
бегающего потока, дает результаты с приемлемой
точностью лишь при достаточно больших значе-
ния числа Рейнольдса. Нами предложена более
корректная приближенная формула, согласно ко-
торой амплитуда колебания подъемной силы зави-
сит не от квадрата, а от некоторой дробной степе-
ни скорости набегающего потока (max |F̃y|∼V q).
При этом показатель степени q зависит от числа
Рейнольдса. С его ростом в диапазоне 50≤Re≤400
величина q убывает примерно от 4.35 до 2.7.

На втором этапе с использованием данных о
распределении давления на поверхности цилин-
дра в качестве граничного условия решена задача
об излучении звука потоком, набегающим на ци-
линдр. Данные численных расчетов подтвердили
правильность сделанных предположений. В част-
ности, показано, что полная акустическая мощ-
ность эолового тона на восемь порядков меньше
мощности набегающего потока. Обнаружено, что
приближенная формула Филлипса для вычисле-
ния интенсивности звука как функции шестой сте-
пени скорости потока дает неточные результаты,
особенно при небольших Re. Показано, что более
корректно было бы приближенно оценивать ин-
тенсивность как степенную функцию от скорости
потока I∼V s, где показатель степени s существен-
но зависит от числа Рейнольдса.

Получены пространственные распределения
звукового поля (диаграммы направленности) при
различных Re. Показано, что ось диаграммы
направленности эолового тона p1, возбуждаемо-
го колебаниями подъемной силы, расположена
перпендикулярно потоку, а ось диаграммы
направленности тона p2, возбуждаемого колеба-
ниями силы лобового сопротивления, совпадает с
направлением потока. Установлено, что p2/p1�1,
однако с ростом числа Рейнольдса это отношение
заметно возрастает.
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