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ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ АНТИСИММЕТРИЧНЫЕ ВОЛНЫ
В СТРУКТУРЕ “ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫЙ СЛОЙ
МЕЖДУ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫМИ
ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ”

Для волноводной структуры в виде трансверсально-изотропного слоя, заключенного меж-
ду двумя идеально контактирующими с ним однотипными по физико-механическим свой-
ствам трансверсально-изотропными полупространствами, построена аналитическая форма
трансцендентного дисперсионного соотношения, описывающего распространение локализо-
ванных продольно-сдвиговых упругих волн с антисимметричными по толщинной коорди-
нате колебательными перемещениями. Получен ряд результатов качественного асимпто-
тического и численного анализа дисперсионного соотношения. Представлены результаты
расчетов характеристик нескольких низших действительных ветвей дисперсионных спект-
ров для рассматриваемых волноводных структур из реальных геоматериалов.

Ключевые слова: трансверсально-изотропный слой между трансверсально-изотроп-
ными полупространствами, антисимметричные локализованные продольно-сдвиговые
упругие волны, трансцендентные дисперсионные уравнения, волноводы с компонентами
из геоматериалов.

Введение. Теоретические исследования спектров и свойств локализо-
ванных волн деформаций в волноводной структуре в виде трансверсально-
изотропного слоя, заключенного между двумя идеально контактирующи-
ми с ним однотипными по физико-механическим свойствам трансверсально-
изотропными полупространствами, представляют интерес в связи с вопроса-
ми совершенствования геоакустических технологий и методов ультразвуково-
го зондирования пластов полезных ископаемых [4, 8, 9]. Фрагментарное иссле-
дование этой проблемы осуществлено без учета различных типов анизотро-
пии физико-механических свойств компонентов подобных волноводов. В ча-
стности, в работах [2, 6, 7] представлены численно-аналитические исследова-
ния процессов распространения локализованных упругих волн в изотропном
слое, заключенном между однотипными изотропными полупространствами
при условии идеального механического контакта составляющих рассматри-
ваемой волноводной структуры. В [3] рассмотрена волноводная структура,
образуемая тонким анизотропным слоем, заключенным между двумя одно-
типными изотропными слоями произвольной толщины, что в ситуации не-
ограниченно увеличивающейся толщины слоев позволяет интерпретировать
волновод как слой, контактирующий с полупространствами. В [5] представле-
ны сугубо теоретические аналитические результаты исследований, посвящен-
ных формулировке дисперсионных соотношений для волновода в виде заклю-
ченного между полупространствами слоя, материалы которых принадлежат
произвольному классу анизотропии. При этом для реальных геоструктур,
образующих волновод рассматриваемого типа, составленный из осадочных
либо вулканических пород, учет поперечной анизотропии является важным

122



Локализованные антисимметричные волны

элементом адекватности используемых моделей.
Целью настоящей работы является построение аналитической формы

трансцендентного дисперсионного соотношения, описывающего распростра-
нение локализованных продольно-сдвиговых упругих волн с антисимметри-
чными по толщинной координате слоя колебательными перемещениями, в
случае идеального механического контакта компонентов волновода.

1. Постановка задачи. Рассматривается волновод, занимающий в
отнесенных к нормирующему параметру R∗ = h безразмерных прямоуголь-
ных координатах Ox1x2x3 область

VΣ = V (H+) ∪ V (L) ∪ V (H
−
),

где V (H+) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 > h/2}, V (H
−
) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 < −h/2},

V (L) = {(x1, x2) ∈ R2,−h/2 ≤ x3 ≤ h/2}. Компоненты волновода составлены
из трансверсально-изотропных материалов с осями упругой симметрии, кол-
линеарными Ox3. Физико-механические свойства полупространств V (H+) и
V (H

−
) идентичны и отличаются от физико-механических свойств слоя V (L).

Материалы компонентов волновода характеризуются модулями упругости

c
(L)
ij и c

(H+)
ij = c

(H
−
)

ij = c
(H)
ij , отнесенными к нормирующему параметру c∗,

а также плотностями ρ(L) и ρ(H+) = ρ(H−
) = ρ(H). Анализу подлежат про-

цессы распространения в данном волноводе антисимметричных по толщи-
не слоя гармонических упругих волн P − SV типа вдоль произвольно ори-
ентированного направления в его плоскости. В качестве такого направле-
ния без ограничения общности выбирается координатное направление Ox1.
Рассматриваемая модель распространения локализованных волн описыва-
ется краевой задачей, включающей системы уравнений волнового деформи-
рования для всех компонентов волновода

L
(ξ)
j1 u

(ξ)
1 (x1, x3, t) + L

(ξ)
j2 u

(ξ)
3 (x1, x3, t) = 0 (j = 1, 2; ξ = L,H+,H−), (1)

и краевыми условиями их идеального механического контакта

u(H−
)

s (x1,−h/2, t) = u(L)s (x1,−h/2, t), σ
(H

−
)

3s (x1,−h/2, t) = σ
(L)
3s (x1,−h/2, t),

u(H+)
s (x1, h/2, t) = u(L)s (x1, h/2, t), σ

(H+)
3s (x1, h/2, t) = σ

(L)
3s (x1, h/2, t), (2)

в которых

L
(ξ)
11 (∂1, ∂3, ∂t) = c

(ξ)
11 ∂

2
1 + c

(ξ)
44 ∂

2
3 + ρ(ξ)∂2

t ,

L
(ξ)
22 (∂1, ∂3, ∂t) = c

(ξ)
44 ∂

2
1 + c

(ξ)
33 ∂

2
3 + ρ(ξ)∂2

t ,

L
(ξ)
12 (∂1, ∂3, ∂t) = L

(ξ)
21 (∂1, ∂3, ∂t) = (c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )∂1∂3,
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∂s = ∂/∂xs (s = 1; 3), ∂t = ∂/∂t,

u
(ξ)
1 (x1, x3, t), u

(ξ)
3 (x1, x3, t) – безразмерные компоненты отнесенного к R∗

комплексного вектора волновых упругих перемещений, σ
(ξ)
ij – отнесенные к

c∗ нормированные компоненты тензора динамических напряжений.

2. Построение основного дисперсионного соотношения. Для со-
ставляющих вектора волновых динамических перемещений в компонентах
волновода с учетом идентичности свойств вмещающих полупространств вво-
дятся исходные представления

u
(H+)
1 (x1, x3, t) = (A

(H)
11 exp(−α

(H)
1 x3) +A

(H)
21 exp(−α

(H)
2 x3))E(x1, t),

u
(H+)
3 (x1, x3, t) = (A

(H)
13 exp(−α

(H)
1 x3) +A

(H)
23 exp(−α

(H)
2 x3))E(x1, t);

u
(L)
1 (x1, x3, t) = (A

(L)
11 sinh(α

(L)
1 x3) +A

(L)
21 sinh(α

(L)
2 x3))E(x1, t),

u
(L)
3 (x1, x3, t) = (A

(L)
13 cosh(α

(L)
1 x3) +A

(L)
23 cosh(α

(L)
2 x3))E(x1, t);

u
(H

−
)

1 (x1, x3, t) = (A
(H)
11 exp(α

(H)
1 x3) +A

(H)
21 exp(α

(H)
2 x3))E(x1, t),

u
(H

−
)

3 (x1, x3, t) = (A
(H)
13 exp(α

(H)
1 x3) +A

(H)
23 exp(α

(H)
2 x3))E(x1, t);

E(x1, t) = exp[−i(ωt− kx1)],

(3)

в которых α
(ξ)
j = (−b(ξ) + (−1)j((b(ξ))2 − 4a(ξ)c(ξ))1/2)/(2a(ξ)) – корни ха-

рактеристических полиномов

(α(ξ))4 + b(ξ)/a(ξ)(α(ξ))2 + c(ξ)/a(ξ) = 0 (4)

с коэффициентами вида

a(ξ) = c
(ξ)
33 c

(ξ)
44 , b(ξ) = (c

(ξ)
33 + c

(ξ)
44 )(Ω

(ξ))2 + ((c
(ξ)
13 )

2 − 2c
(ξ)
13 c

(ξ)
44 − c

(ξ)
11 c

(ξ)
33 )k

2,

c(ξ) = ((Ω(ξ))2 − c
(ξ)
11 k

2)((Ω(ξ))2 − c
(ξ)
44 k

2),

(Ω(ξ))2 = ρ(ξ)ω2R2
∗/c∗ = (ρ(ξ)/ρ∗)Ω

2 (ξ = L;H).

Подстановка (3) в дифференциальные уравнения (1) позволяет записать со-
отношения

A
(H)
13 = δ

(H)
13 A

(H)
11 , A

(H)
23 = δ

(H)
23 A

(H)
21 , A

(L)
13 = δ

(L)
13 A

(L)
11 , A

(L)
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(L)
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(L)
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(H)
13 = [((Ω(H))2 − c

(H)
11 k2 − c
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(H)
1 )2)/(ik(c

(H)
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(H)
1 δ(H)],

δ
(H)
23 = [(ik(c

(H)
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(H)
44 )α
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1 δ(H)/((Ω(H))2 − c

(H)
44 k2 − c
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33 (α

(H)
1 )2)],

δ
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(L)
11 k2 − c

(L)
44 (α
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1 )2)/(ik(c

(L)
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44 )α
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δ
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1 δ(L)/((Ω(L))2 − c
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44 k2 − c

(L)
33 (α

(L)
1 )2)].

(5)
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Использование соотношений (3) в краевых условиях (2) порождает одно-
родную систему линейных алгебраических уравнений относительно неопре-

деленных постоянных коэффициентов A
(H)
11 , A

(H)
21 , A

(L)
11 , A

(L)
21 с матрицей

‖dn,m(Ω, k)‖, имеющей ненулевые элементы вида

d1,m = −cm, d1,m+2 = e(H)
m , d2,m = −δ

(L)
m3sm, d2,m+2 = δ

(H)
m3 e

(H)
m ,

d3,m = c
(L)
44 (ikδ

(L)
m3 + α(L)

m )sm, d3,m+2 = c
(H)
44 (ikδ

(H)
m3 − α(H)

m )e(H)
m ,

d4,m = −(c
(L)
13 ik + c

(L)
33 δ

(L)
m3α

(L)
m )cm,

d4,m+2 = (c
(H)
13 ik − c

(H)
33 α(H)

m δ
(H)
m3 )e

(H)
m (m = 1, 2),

e
(H)
j = exp(−α

(H)
j h/2), cj = sinh(α

(L)
j h/2), sj = cosh(α

(L)
j h/2).

При этом равенство
det ‖dn,m(Ω, k)‖ = 0 (6)

и является искомым дисперсионным соотношением, связывающим пара-
метры нормированного безразмерного волнового числа k и приведенной
частоты Ω.

3. Качественное исследование свойств дисперсионного соотноше-
ния. Анализ областей существования локализованных бегущих волн иссле-
дуемого типа на множестве изменения параметров (Ω, k) при различных соче-
таниях физико-механических свойств слоя и окружающих полупространств
связан с качественным исследованием распределений корней характеристи-
ческих полиномов для систем обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно комплексных амплитудных функций волновых перемещений в
компонентах волновода, зависящих от толщиной координаты x3. Описыва-
емая схема анализа типологии корней характеристических полиномов за-
ключается в делении области {Ω ∈ [0,∞), k ∈ [0,∞)} на секторы с грани-

цами, уравнения которых следуют из условий c(ξ)(Ω, k) = 0 и имеют вид

Ω = (c
(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k, Ω = (c
(ξ)
44 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k. Выделенные таким обра-
зом секторы являются областями постоянства типа корней характеристи-
ческих полиномов. Они классифицируются как секторы вида 1, в которых

Ω > (c
(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k; секторы вида 2, в которых (c
(ξ)
44 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k <

< Ω < (c
(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k и секторы вида 3, в которых Ω < (c
(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))1/2R∗k.
В подобласти (Ω, k) потенциального существования локализованных бегущих

волн исследуемого типа значения корней α
(H)
j характеристических полиномов

вида (4) должны быть действительными. Для оценки типа корней в секторах
первого вида анализируется асимптотический вариант характеристического
полинома (4) при Ω >> k, имеющего вид

(α(ξ))4 +Ω2((c
(ξ)
33 )

−1 + (c
(ξ)
44 )

−1)(α(ξ))2 +Ω4(c
(ξ)
33 c

(ξ)
44 )

−1 = 0.
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Из его анализа следует, что в секторах вида 1 корни характеристических
полиномов имеют мнимые значения. Тип корней полиномов (4) в секторах
вида 3 может быть установлен путем анализа асимптотического варианта
характеристического полинома

(α(ξ))4 + k2((c
(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2 − c
(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2)(c
(ξ)
33 c

(ξ)
44 )

−1(α(ξ))2 + k4c
(ξ)
11 c

(ξ)
44 = 0

при Ω << k. Устанавливаемый тип зависит от знакоопределенности комби-
наций упругих постоянных

R1(c
(ξ)
ij ) = ((c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2 − c
(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2)/(c
(ξ)
33 c

(ξ)
44 ))

2 − 4c
(ξ)
11 /c

(ξ)
33 ,

R
(±)
2 (c

(ξ)
ij ) = −((c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2 − c
(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2)/(c
(ξ)
33 c

(ξ)
44 ))± (R1(c

(ξ)
ij ))1/2.

В частности, при условиях R1(c
(ξ)
ij ) ≥ 0, R

(+)
2 (c

(ξ)
ij ) > 0, R

(−)
2 (c

(ξ)
ij ) > 0 ха-

рактеристические полиномы в секторах третьего вида имеют действительные
корни, что является необходимым условием для существования анализируе-
мых локализованных волн.

4. Результаты численных исследований. Качественный анализ вол-
новодных свойств для рассматриваемой структуры, а также расчеты действи-
тельных ветвей дисперсионных спектров с использованием дисперсионного
соотношения (6) реализованы для волноводов, составленных из реальных
трансверсально-изотропных геоматериалов с техническими упругими посто-
янными, приведенными в [1]. Значения независимых нормированных модулей
упругости cij и параметров плотности ρ c ρ∗ = 103 кг/м3 для этих материалов
представлены в табл. 1.

Для рассматриваемых волноводов возможны следующие классифициру-
емые типы взаимозависимостей между характеристиками скоростей объем-
ных волн продольного clξ и сдвигового ctξ типа в слое (L) и полупростран-
стве (H): тип A – ctL < clL < ctH < clH ; тип B – ctL < ctH < clL < clH ;
тип C – ctL < ctH < clH < clL; тип D – ctH < clH < ctL < clL; тип E –
ctH < ctL < clH < clL; тип F – ctH < ctL < clL < clH . В табл. 2 отраже-
ны результаты анализа типологии таких зависимостей для волноводов с раз-
личными сочетаниями геоматериалов слоя и вмещающих полупространств из
числа приведенных табл. 1.

Расчеты подмножеств низших ветвей дисперсионных спектров локализо-
ванных антисимметричных бегущих волн осуществлены для четырех видов
волноводов рассматриваемой геометрической структуры, относящихся к ти-
пу А по представляемым в табл. 2 и табл. 3 сочетаниям физико-механических
свойств компонентов. На рис. 1 – 4 в одинаковых диапазонах изменения при-
веденной частоты и нормированного волнового числа соответственно приве-
дены фрагменты действительных ветвей спектров для волновода 1 с компо-
нентами “песчаный сланец (L) – известняк 3 (H)”; для волновода 2 с компонен-
тами “песчаный сланец (L) – базальт 1 (H)”; для волновода 3 с компонентами
“песчаный сланец (L) – песчаник 3 (H)”; для волновода 4 с компонентами
“песчаник 1 (L) – известняк 3 (H)”.
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Таблица 1.

Обнаруживаемым характерным свойством рассчитанных распределений
является высокая степень зависимости топологии низших ветвей в спектрах
бегущих локализованных волн от типа материала компоненты L. В рас-
сматриваемом диапазоне изменения частоты и волнового числа рассчитан-
ные спектры для волноводов первого и второго видов содержат по шесть
фрагментов ветвей с различающимися частотами запирания и относитель-
ными длинами волн на этих частотах; для волновода вида 3 – семь фрагмен-
тов действительных ветвей спектра; для волновода вида 4 – три фрагмента
действительных ветвей. Проведенный численный анализ позволяет выделить
частотные диапазоны, в которых для каждого из волноводов рассматривае-
мого типа существует единственная, принадлежащая низшей моде спектра,
локализованная бегущая волна, наиболее востребованная в схемах геоаку-
стической диагностики. Данные диапазоны ограничены частотами запирания
для первой и второй мод бегущих локализованных волн.

Для волновода первого вида таким диапазоном в приведенных частотах
приблизительно является диапазон Ω ∈ (0, 6; 1, 2); для волновода второго
вида – диапазон Ω ∈ (0, 4; 1, 4); для волновода третьего вида – диапазон
Ω ∈ (1, 2; 1, 9); для волновода четвертого вида – диапазон Ω ∈ (1, 0; 1, 4).

127



И.А. Глухов, В.И. Сторожев

Таблица 2.

Таблица 3.

При этом, к примеру, технические частоты волн, приблизительно ограни-
чивающие данные диапазоны для рассматриваемых волноводов с толщиной
вмещаемого слоя 0,6м, соответственно равны: 503 Гц и 1006 Гц для волно-
вода первого вида, 335 Гц и 1173 Гц для волновода второго вида, 1006 Гц
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и 1592 Гц для волновода третьего вида, 838 Гц и 1173 Гц для волновода
четвертого вида.

Рис. 1

Рис. 2
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Рис. 3

Рис. 4
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I.A. Glukhov, V.I. Storozhev

Localized antisymmetric waves in structure “transversely isotropic layer
between the transversely isotropic half-spaces”

In the view of the functional determinant of the fourth order, an analytical form is obtained
for the transcendental dispersion relation describing the properties of localized symmetrical
longitudinal-shear elastic waves along a transversely-isotropic layer between two transversely-
isotropic half-spaces with identical physical and mechanical properties. Some qualitative results
of asymptotic analysis of dispersion equations are obtained. Results of calculation of low real
branches of dispersion spectrums for considered geomaterials waveguides are presented.

Keywords: transversely isotropic layer between two transversely isotropic half-spaces, localized
longitudinal-shear elastic waves, transcendental dispersion relations, waveguides with components
of geomaterials.

I.А. Глухов, В.I. Сторожев

Локалiзованi антисиметричнi хвилi в структурi “трансверсально-
iзотропний шар помiж трансверсально-iзотропних пiвпросторiв”

В аналiтичнiй формi функцiонального визначника четвертого порядку визначено диспер-
сiйну функцiю, яка описує закономiрностi поширення симетричних за товщинною коорди-
натою локалiзованих поздовжньо-зсувних пружних хвиль у трансверсально-iзотропному
шарi промiж двома iдеально контактуючими з ним однотипними за фiзико-механiчними
властивостями трансверсально-iзотропними пiвпросторами. Подано окремi результати
якiсного асимптотичного аналiзу дисперсiйного спiввiдношення та результати розрахункiв
дiйсних гiлок дисперсiйних спектрiв для декiлькох типiв розглянутих хвилеводних струк-
тур, утворених з реальних геоматерiалiв.

Ключовi слова: трансверсально-iзотропний шар промiж трансверсально-iзотропними
пiвпросторами, антисиметричнi локалiзованi поздовжньо-зсувнi пружнi хвилi, транс-
цендентнi дисперсiйнi рiвняння, хвилеводи з компонентами iз геоматерiалiв.
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