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Èíòåãðàëüíûå ìîäåëè
â çàäà÷àõ àíàëèçà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ. Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ è
ñðåäñòâ ðàñ÷åòà äèíàìèêè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé øèðîêîãî êëàññà ïðè èñïîëüçîâàíèè èí-
òåãðàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ìîäåëåé ïðè àíàë³ç³ äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â â åëåêò-
ðè÷íèõ êîëàõ. Îá´ðóíòîâàíî ìîæëèâ³ñòü ï³äâèùåííÿ åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â ³ çàñîá³â ðîç-
ðàõóíêó äèíàì³êè åëåêòðè÷íèõ ê³ë øèðîêîãî êëàñó ïðè çàñòîñóâàíí³ ³íòåãðàëüíèõ äèíà-
ì³÷íèõ ìîäåëåé.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýëåêòðè÷åñêèå öåïè, äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû.

Òðàäèöèîííî îñíîâíûì è âåñüìà ýôôåêòèâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì

ðàñ÷åòà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåí-

íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå ïðè èñïîëüçîâàíèè øèðî-

êî ðàñïðîñòðàíåííîãî êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà è ìåòîäà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.

Îäíàêî âîçìîæíîñòè ýòîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îãðàíè÷åíû â

ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ öåïåé, öåïåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè, ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàçâèòèåì ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè

ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïðèåìîâ îïðåäåëåíèÿ èíòå-
ãðàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó èçâåñòíûìè èñõîäíûìè
äàííûìè è îïðåäåëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, à òàêæå
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ñïîñîáîâ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è òî÷-
íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî èõ ðåøåíèÿ [1—6]. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå
ìåòîäû ðàñ÷åòà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ öåïÿõ
ïðè íàëè÷èè â íèõ ýëåìåíòîâ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè, îñíîâàííûå íà
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôîðì çàêîíà Îìà—Äþàìåëÿ è âïåðâûå èñïîëü-
çîâàííûå â ðàáîòàõ Ã.Å. Ïóõîâà [1].

Ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé (ìåòîä Ïóõîâà), îñíîâàííûé íà
ïîíÿòèÿõ ïåðåõîäíûõ ñîïðîòèâëåíèé è ïðîâîäèìîñòåé ïàññèâíûõ è àêòèâ-
íûõ äâóõïîëþñíèêîâ. Ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûå ïî-
ëîæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé öåïåé
ïðîèçâîëüíîãî âèäà êàê ñòàöèîíàðíûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ, è íåëèíåéíûõ,
â ðåçóëüòàòå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ çàêîíà Îìà— Äþàìåëÿ.

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé îñíîâàíû, êàê
èçâåñòíî, íà òðåõ ãðóïïàõ óðàâíåíèé, à èìåííî:

1) óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿåìûå ïî ïåðâîìó çàêîíó Êèðõãîôà äëÿ óçëîâ;
2) óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿåìûå ïî âòîðîìó çàêîíó Êèðõãîôà äëÿ êîíòóðîâ;
3) óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿåìûå äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ öåïè òàê, ÷òîáû

îíè îòðàæàëè ñâÿçè ìåæäó òîêàìè è íàïðÿæåíèÿìè ýëåìåíòà.
Óðàâíåíèÿ òðåòüåé ãðóïïû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíûõ òîêîâ è
íàïðÿæåíèé, óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðíûìè òîêàìè è íàïðÿæå-
íèÿìè, óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó èõ êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ãàðìîíèê è äð.

Åñòü îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåòîäû, ðàññ÷èòàííûå íà èñïîëü-
çîâàíèå ÝÂÌ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèâàþòñÿ òàê, ÷òîáû íà âñåõ ýòàïàõ
ðàñ÷åòà íå âîçíèêàëî íåîáõîäèìîñòè â ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè â îïåðà-
òîðíîé, êîìïëåêñíîé è äðóãèõ ôîðìàõ. Ïðåæäå âñåãî ýòî îòíîñèòñÿ ê
ìåòîäàì ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ öåïåé è öåïåé ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè.
Óñïåøíîå ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ â íàïðàâëåíèè, îðèåíòèðîâàííîì
íà øèðîêîå ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïå-
íè çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî àäåêâàòíî óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿåìûå äëÿ
êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ öåïè, áóäóò îòðàæàòü ñâÿçè ìåæäó òîêàìè è íàïðÿ-
æåíèÿìè ýëåìåíòà.

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ìåòî-
äîâ, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèÿõ ñâÿçè ìåæäó òîêàìè è íàïðÿæåíèÿìè ýëåìåí-
òà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííûõ èíòåãðàëîâ Äþàìåëÿ. Ñâÿçü ìåæäó
òîêîì è íàïðÿæåíèåì íà ïîëþñàõ àêòèâíîãî äâóõïîëþñíèêà ñ ïîñòîÿííûìè
ïàðàìåòðàìè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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ãäå y t( ) è z t( ) — ïåðåõîäíàÿ ïðîâîäèìîñòü è ïåðåõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå

ñîîòâåòñòâåííî ïî îòíîøåíèþ ê åäèíè÷íîìó íàïðÿæåíèþ è åäèíè÷íîìó

òîêó; u t( ) è i t( ) — íàïðÿæåíèå õîëîñòîãî õîäà è òîê êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ

äâóõïîëþñíèêà; s — ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðàëû ïðàâûõ ÷àñ-

òåé óðàâíåíèé (1), (2) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ñâåðòêàìè ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

èíòåãðàë îò òîêà äâóõïîëþñíèêà ðàâåí ñâåðòêå ïåðåõîäíîé ïðîâîäèìîñòè

è ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòè íàïðÿæåíèé, à óðàâíåíèå (2) — î òîì, ÷òî

èíòåãðàë îò íàïðÿæåíèÿ äâóõïîëþñíèêà ðàâåí ñâåðòêå ïåðåõîäíîãî ñî-

ïðîòèâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíèöû òîêîâ.

Âûðàæåíèÿ (1) è (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííûå èíòåãðà-

ëû Äþàìåëÿ è ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ y t( )è z t( )ñîîòâåòñòâóþò çàêîíó

Îìà. Ïîýòîìó äëÿ äâóõïîëþñíèêà ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ñïðàâåä-

ëèâ çàêîí Îìà—Äþàìåëÿ, ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

óðàâíåíèÿ (1), (2). Â îáùåì ñëó÷àå îíè îïðåäåëÿþò ñâÿçü ìåæäó òîêîì è

íàïðÿæåíèåì íà çàæèìàõ äâóõïîëþñíèêà.

Ïðè ðàñ÷åòå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ èíòåãðàëüíûå ìåòîäû èìåþò îï-

ðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà, èç êîòîðûõ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà:

1) âîçìîæíîñòü ïðîñòî ïåðåõîäèòü îò îáùèõ âûðàæåíèé ê ÷èñëåííûì

ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëó÷àòü ïðè

ýòîì áîëåå óñòîé÷èâûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íî-ðàç-

íîñòíûõ ìåòîäîâ;

2) âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

öåïåé ñ íåëèíåéíûìè è ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìå-

òîäàìè, îñíîâàííûìè íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ ôóíêöèé ïî Ëàïëàñó è Ôóðüå,

òàê êàê ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â âûïîëíåíèè îïåðàöèé

óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó òîêàìè è íàïðÿæåíèÿìè íåëèíåéíûõ ýëåìåí-

òîâ è ýëåìåíòîâ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè â îïåðàòîðíîé è êîìïëåêñ-

íîé ôîðìàõ.

Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ öåïåé

ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîãî ìåòîäà. Ðàñ÷åòíûå îïåðàöèè, ñâîéñòâåí-

íûå íåëèíåéíîé çàäà÷å, ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè. Ðåøåíèå

òàêîé çàäà÷è ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ýòè îïåðàöèè îòíåñòè òîëüêî ê íå-

ëèíåéíîé ÷àñòè ñõåìû [2].

Èíòåãðàëüíûå ìîäåëè â çàäà÷àõ àíàëèçà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé
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Ïðè ðàñ÷åòàõ óñòàíîâèâøèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äåéñòâóþùèå â
âåòâÿõ öåïè èñòî÷íèêè ý.ä.ñ., ïàðàìåòðû ëèíåéíûõ è õàðàêòåðèñòèêè íå-
ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ îáû÷íî çàäàþò àíàëèòè÷åñêè, ãðàôè÷åñêè èëè â âèäå
òàáëèö. Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòåïåííûì ðÿäîì. Ïîñòîÿííûé ÷ëåí ðÿäà è
÷ëåí, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó â ïåðâîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâëÿþò
ïðè ýòîì ëèíåéíóþ ÷àñòü õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé íåëèíåéíûé ýëåìåíò
ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ — ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî.

Â êàæäîì êîíòóðå ìíîãîêîíòóðíîé ñõåìû ñ ëèíåéíûìè è íåëèíåé-
íûìè ýëåìåíòàìè ðàçíîñòü ñóììû ý.ä.ñ. è ïàäåíèé íàïðÿæåíèé íà íåëè-
íåéíûõ ýëåìåíòàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåêîòîðîãî íàïðÿæåíèÿ,
äåéñòâóþùåãî íà ëèíåéíóþ ÷àñòü êîíòóðà. Òîãäà íåëèíåéíîñòü çàäà÷è
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ýòîãî íàïðÿæåíèÿ îò
òîêà, à ê ëèíåéíîé ÷àñòè çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðàñ÷åòà ëèíåé-
íûõ öåïåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí îïå-
ðàòîðíûé ìåòîä. Â ýòîì ñëó÷àå èçîáðàæåíèå íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî
íà ëèíåéíóþ ÷àñòü êîíòóðà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü èçîáðàæåíèé
çàäàííûõ ý.ä.ñ. è èçîáðàæåíèé ïàäåíèé íàïðÿæåíèé íà íåëèíåéíûõ ýëå-
ìåíòàõ, ÿâëÿþùèõñÿ íåèçâåñòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ
çàäà÷ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì
ëèíåéíàÿ ÷àñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåò èçâåñòíóþ ôóíêöèþ îò âðåìåíè, à ïîä
çíàê èíòåãðàëà ïîïàäàþò òîëüêî íåëèíåéíûå ÷àñòè õàðàêòåðèñòèê. Ïîëó-
÷åííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû èçâåñòíûìè ìàòåìà-
òè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Äëÿ ñõåìû, èìåþùåé m âåòâåé è n óçëîâ, íà îñ-
íîâàíèè âòîðîãî çàêîíà Êèðõãîôà çàïèøåì m n� �1 íåçàâèñèìûõ óðàâíå-
íèé. Óðàâíåíèå äëÿ íåêîòîðîãî s-ãî êîíòóðà èìååò âèä

s

q

s

q

s

q qe p u p i p Z p� � �� �( ) ( ) ( ) ( ),

ãäå e pq ( ), u pq ( ), i pq ( ), Z pq ( )— ñîîòâåòñòâåííî ý.ä.ñ., ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé
íà íåëèíåéíîì ýëåìåíòå, òîêè è ñîïðîòèâëåíèÿ ëèíåéíîãî ýëåìåíòà q-é
âåòâè ñõåìû. Ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âåòâÿì, âõîäÿùèì â s-êîí-
òóð. Âñå èçîáðàæåíèÿ e pq ( ) è Z pq ( ) èçâåñòíû èçíà÷àëüíî, à èçîáðàæåíèÿ
u pq ( ) è i pq ( ) — íåèçâåñòíû. Õàðàêòåðèñòèêà íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà q-é
âåòâè çàäàíà â âèäå çàâèñèìîñòè íåêîòîðîé âåëè÷èíû v pq ( ) (ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ, åìêîñòè, ïîòîêîñöåïëåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ è äð.) îò òîêà i pq ( ). Â îïå-
ðàòîðíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåíèÿ íà íåëèíåéíîì ýëåìåíòå èìååò
âèä u p v p f pq q q( ) ( ) ( )� , ãäå f pq ( ) — èçîáðàæåíèå çàâèñèìîñòè, ñâÿçû-
âàþùåé v pq ( ) è u pq ( ).
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Â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå âòîðîãî çàêîíà

Êèðõãîôà, ñîñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî óðàâíåíèé íà îñíîâå ïåð-

âîãî çàêîíà Êèðõãîôà. Ðåøèâ m óðàâíåíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ òîêîâ

âî âñåõ âåòâÿõ öåïè. Òàê, âûðàæåíèå äëÿ òîêà â íåêîòîðîé k-é âåòâè ñõåìû

áóäåò èìåòü âèä

i p e p v p f pk

s

m n
ks

s

q q q( ) [ ( ) ( ) ( )]� �
�

� �

� �
1

1 �

�
, (3)

ãäå � — îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû m óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè òîêàìè;

� ks — àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ, ïîëó÷àåìûå âû÷åðêèâàíèåì èç îïðå-

äåëèòåëÿ � k-ãî ñòîëáöà è s-é ñòðîêè è óìíîæåíèåì íà ( )� �1 k s. Ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä

i p F p v p pk k

q

m

q kq( ) ( ) ( ) ( )� �
�

�
1

	 , (4)

ãäå

F p e pk

s

m n
ks

s

( ) ( )�
�

� �

� �
1

1 �

�
;

	 kq — êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò íîìåðà âåòâè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òîê.

Îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ (4) çàïèøåì â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

i t F t v t dk k

t

q

m

q kq( ) ( ) ( ) ( )� � �� �
�0 1


 	 
 
 ,

ãäå vq — íåèçâåñòíûå íåëèíåéíûå ôóíêöèè òîêîâ iq , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

èñêîìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïèñàíèÿ ïðîèçâîëüíîé

öåïè ïî ÷àñòÿì, êîãäà ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ïîäñõåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÿäðàìè, ò.å. ïåðåõîäíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

ó÷àñòêîâ (èëè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè), êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

àíàëèòè÷åñêè [3]. Àíàëîãîì òàêîé ìåòîäèêè ðàçäåëåíèÿ è îïèñàíèÿ öåïè

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

èíòåãðàëüíûå, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðà

óðàâíåíèÿ íà ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ ÷àñòè ñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì

ëèíåéíîé ÷àñòè êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàñùåïëåíèÿ. Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ.

Ïóñòü çàäàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y t a y t F y t f tn

i

n

i
n i( ) ( )( ) ( ) [ ( )] ( )� � �

�

�
��

1

1

. (5)
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Áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èçâåñòíûìè è ðåøèì óðàâíåíèå (5), êàê

ëèíåéíîå, îïåðàòîðíûì ìåòîäîì:

V p Y p S p p Q p( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �� ,

ãäå S p( ) — èçîáðàæåíèå ôóíêöèè F y t[ ( )]; Q p Q p y y( ) [ , ( ), ( ), ...� �0 0

..., ( )] ( )( )y q tn� �1 0 ; Y p K p p Q p K p S p( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )� � �� ; K p
V p

( )
( )

�
1

.

Îò óðàâíåíèÿ äëÿ èçîáðàæåíèé ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ â îðèãèíàëàõ,

y t k t s f s q s y y y d

t
n( ) ( )[ ( ) ( , ( ), ( ), ..., ( )]( )� � � ��

�

0

10 0 0 s �

� ��
0

t

k t s F y s ds( ) [ ( )] ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì. Åãî ÿäðî k t( ) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ëèíåéíîé ÷àñòè öåïè. Ïåðå-

õîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ è ó÷àñòêîâ öåïåé îòîáðàæàþò ïîñëå-

äåéñòâèå ëèíåéíîé ñèñòåìû. Èõ ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêîìó

èñïîëüçîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è óðàâíåíèé â êà÷åñòâå îñíîâ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [3].

Ôîðìèðîâàíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíûõ öåïåé.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðàñ÷åòà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â öåïÿõ ïðè íàëè÷èè â

íèõ ýëåìåíòîâ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ,

îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôîðì çàêîíà Îìà—Äþàìåëÿ [1].

Ïðè ðàñ÷åòå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â öåïè ñ îäíèì íåëèíåéíûì èëè

ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì öåïü âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ-

ïîëþñíèêîâ 1 è 2, ò.å. ïåðåìåííîé èëè íåëèíåéíîé ïðîâîäèìîñòüþ, èí-

äóêòèâíîñòüþ èëè åìêîñòüþ (ðèñ. 1).

Ïóñòü äâóõïîëþñíèê 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé îìè÷åñêîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ g g t� ( ). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

0

1

0

t t

i s ds y t s u s u s ds� �� � �( ) ( ) [ ( ) ( )] , (6)

i t i t1 2 0( ) ( )� � , i t g t u t2( ) ( ) ( )� .

Èñêëþ÷èâ èç (6) òîêè i1 è i2, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

0 0

t t

y t s g s u s ds y t s u s ds� �� � � �[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )] , (7)
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ðåøèâ êîòîðîå íàéäåì íàïðÿæåíèå u u t� ( ) íà ïåðåìåííîé ïðîâîäèìîñòè

g g t� ( ). Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âìåñòî (7) áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó íåëè-

íåéíûõ êîíå÷íûõ óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äâóõïîëþñíèê 2 ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé îìè-

÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ öåïè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1,
ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå

0

1

0

t t

i s ds y t s u s u s ds� �� � �( ) ( ) [ ( ) ( )] , (8)

i t i t1 2 0( ) ( )� � , i t i u2( ) ( )� .

ãäå ³ (u) — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ u. Èñêëþ÷èâ èç (8) òîêè, ïîëó-
÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

{ ( ) ( ) [ ( )]} ( ) ( )

0 0

t t

y t s u s i u s ds y t s u s ds� �� � � � , (9)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íàïðÿæåíèå íà íåëèíåéíîé ïðîâîäèìîñòè.
Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âìåñòî (9) áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ
êîíå÷íûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð. Ïóñòü öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ïîñ-
òîÿííîé èíäóêòèâíîñòè L, ïîñòîÿííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ R è ïåðåìåííîé ïðî-
âîäèìîñòè g t at( ) � , âêëþ÷àåòñÿ íà èñòî÷íèê ñ ïîñòîÿííîé ý.ä.ñ. Å (ðèñ. 2).
Íåîáõîäèìî íàéòè íàïðÿæåíèå íà ïðîâîäèìîñòè g (t). Â äàííîì ñëó÷àå

y t
e

R

Rt

L

( ) �
�

�
1

, u E� .

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî íàïðÿæåíèÿ
èìååò âèä

0 0

1 1
t

Rt

L
t

Rt

Le

R
as u s ds

e

R
Eds� �

�
�



�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�

� �

( ) .
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìàÐèñ. 1. Ñõåìà ýêâèâàëåíòíîãî äâóõïîëþñíèêà:
Ï — ïàññèâíûé äâóõïîëþñíèê



Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ çàìåíû èíòåãðàëîâ
ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé:

( )y g u y E1 0 0 1� � ,

( ) ( ) ( )y g u y g u y y E2 0 0 2 1 1 2 1� � � � � ,

( ) ( ) ( ) ( )y g u y g u y g u y y y E3 0 0 2 1 1 1 2 2 3 2 1� � � � � � � � ...,

ãäå y
R

wk
k� �

1
1( ); g kahk � ; w e

R

L
h

�
�

. Çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ u
k

ïðè t �

� �t khk îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî: èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì u0,

èç âòîðîãî — u1, èç òðåòüåãî — u2 è òàê äàëåå.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå ìåòîäû óçëîâûõ íàïðÿæåíèé è êîíòóðíûõ

òîêîâ. Èñïîëüçóÿ ñõåìû çàìåùåíèÿ àêòèâíûõ äâóõïîëþñíèêîâ, çàêîí
Îìà—Äþàìåëÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ è ñ÷èòàÿ íåèçâåñòíûìè óçëîâûå íà-
ïðÿæåíèÿ öåïè (ðèñ. 3), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âåêòîð óçëîâûõ íàïðÿæåíèé
ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøèâ ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

0 0 0

t t t

Y t s u s ds Y s u t s ds i s ds� � �� � � �( ) ( ) ( ) ( )] ( ) . (10)

Çäåñü u t( ) — âåêòîð óçëîâûõ íàïðÿæåíèé,

u t

u t

u t

u tn

( )

( )

( )

( )

�

1

2

�

;
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Ðèñ. 3. Ñõåìà çàìåùåíèÿ: Ak 1— Akn è Ïk 1 — Ïkn — àêòèâíûå è ïàññèâíûå äâóõïîëþñíèêè



i t( ) — âåêòîð òîêîâ êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ,

i t

i t

i t

i t

i t i t i t i

n

n

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ...

� �

� � � �1

2

10 11 12 1

�

( )

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( )

t

i t i t i t i t

i t i t i

n

n n

20 21 22 2

0 1

� � � �

� �

�

n nnt i t2( ) ... ( )� �

;

Y t( ) — ìàòðèöà ñîáñòâåííîé è âçàèìíîé ïåðåõîäíîé ïðîâîäèìîñòåé,

Y t

y t y t y t

y t y t y t

n

n
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
�

� �

� �
11 12 1

21 22 2

�

�

� � � �

�� �y t y t y tn n nn1 2( ) ( ) ( )

,

ãäå y t y t y t y tkk k k kn( ) ( ) ( ) ... ( )� � � �0 1 , k n�1 2, ,..., . Äëÿ ñòàòè÷åñêèõ (áåçû-

íåðöèîííûõ) öåïåé ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (10) âû-

ðîæäàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó Yu i� , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòîäó óç-

ëîâûõ íàïðÿæåíèé.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ìåòîä êîíòóðíûõ òîêîâ. Èñïîëüçóÿ ñõåìû

çàìåùåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ äâóõïîëþñíèêîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî àëãåáðàè÷åñ-

êàÿ ñóììà âñåõ íàïðÿæåíèé â êàæäîì èç çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ýëåêòðè-

÷åñêîé öåïè äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðè÷íî-âåêòîð-

íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

0 0 0

t t t

Z t s i s ds Z s i t s ds u s ds� � �� � � �( ) ( ) ( ) ( )] ( ) , (11)

ãäå i s( ) — âåêòîð êîíòóðíûõ òîêîâ; u t( ) — âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòî-

ðîãî ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñóììû íàïðÿæåíèé õîëîñòîãî õîäà, ýëå-

ìåíòîâ öåïè, âõîäÿùèõ â çàìêíóòûå êîíòóðû; Z t( ) — ìàòðèöà ñîáñòâåí-

íûõ è âçàèìíûõ ñîïðîòèâëåíèé êîíòóðîâ. Ïðè ïîñòîÿííûõ ïåðåõîäíûõ

ñîïðîòèâëåíèÿõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (11) âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå

Zi u� , ñîîòâåòñòâóþùåå ìåòîäó êîíòóðíûõ òîêîâ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ìåòîä ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñ

íåñêîëüêèìè íåëèíåéíûìè è ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè. Öåïü, èìåþùàÿ

n äâóõïîëþñíèêîâ ñ íåëèíåéíûìè è ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè, âñåãäà

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîãî ìíîãîïîëþñíèêà A ñ ïîñòîÿí-

íûìè ïàðàìåòðàìè è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó äâóõïîëþñíèêîâ 1, 2, ..., n ñ

íåëèíåéíûìè è ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè (ðèñ. 4, à). Ñõåìû çàìåùåíèÿ

öåïè ñ èñòî÷íèêàìè íàïðÿæåíèÿ u u tk k� ( ), ðàâíûìè íàïðÿæåíèþ õî-

Èíòåãðàëüíûå ìîäåëè â çàäà÷àõ àíàëèçà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 38. ¹ 4 43



ëîñòîãî õîäà, è ñ èñòî÷íèêàìè òîêà i i tk k� ( ), ðàâíûìè òîêàì êîðîòêîãî

çàìûêàíèÿ (ðèñ. 4, á, â), îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáîáùåíèå äâóõïîëþñíûõ ñõåì

çàìåùåíèÿ íà ìíîãîïîëþñíèê.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç u âåêòîð íàïðÿæåíèé äâóõïîëþñíèêîâ 1, 2, ..., n, ÷å-

ðåç u è i — âåêòîð íàïðÿæåíèé uk è òîêîâ ik , à ÷åðåçY t( )è Z t( )— ìàòðèöû

ñîáñòâåííîé è âçàèìíîé ïåðåõîäíîé ïðîâîäèìîñòè è ñîïðîòèâëåíèÿ ëè-

íåéíîãî ìíîãîïîëþñíèêà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà u

â ñëó÷àå, êîãäà äâóõïîëþñíèêè 1, 2, ..., n ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííîé îìè÷åñêîé

ïðîâîäèìîñòüþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìíîãîïîëþñíèêà ñïðàâåäëèâî èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå

0 0

t t

Y t s u s u s ds i s ds� �� � � �( )[ ( ) ( )] ( ) , (12)

à äëÿ ñèñòåìû äâóõïîëþñíèêîâ — óðàâíåíèå

i t Gu t( ) ( )� , (13)

ãäå G G t� ( ) — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåìåííîé ïðîâîäèìîñòè,

G

g t

g t

g tn

�

1

2

( )

( )

( )

�

.
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Ðèñ. 4. Ñõåìà çàìåùåíèÿ ñëîæíîé öåïè



Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé (12) è (13) âåêòîðû òîêà i t( ), ïîëó÷èì èñêîìîå èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå

0 0

t t

Y t s G s u s ds Y t s u s ds� �� � � �[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) (14)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ u = u (t).

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (14) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå, êîãäà

äâóõïîëþñíèêè 1, 2, ..., n ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíîé îìè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ

g g us s s� ( ), èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿùåé îò íàïðÿæåíèÿ us, s = 1, 2, ..., n.

Â ñëó÷àå, åñëè äâóõïîëþñíèêè ïðåäñòàâëÿþò íå îìè÷åñêèå, à íåëèíåéíûå

è ïåðåìåííûå èíäóêòèâíîñòè èëè åìêîñòè, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïè-

ñûâàþùèå ñîñòîÿíèå öåïè, ñîñòàâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü, íàïðèìåð, íåëèíåéíûå äâóõïîëþñíèêè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíû-

ìè èíäóêòèâíîñòÿìè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ èçâåñòíà çàâèñèìîñòü ìåæäó

ïîòîêîñöåïëåíèåì 	 k è òîêîì ik:

i ik k k� ( )	 , k n�1 2, ,..., . (15)

Â âåêòîðíîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä i i� ( )	 . Âåêòîð íàïðÿæåíèÿ íà

íåëèíåéíûõ èíäóêòèâíîñòÿõ çàïèøåì â âèäå

u
d

dt
�

	
. (16)

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå îò t �0 äî t, ïîëó÷àåì

	 	� ��0

0

t

u s ds( ) . (17)

Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ìíîãîïîëþñíèêà ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå

0 0

t t

Z t s i s i s ds u s ds� �� � � �( )[ ( ) ( )] ( ) ,

èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (16), (17) è èñêëþ÷àÿ âåêòîðû u (t), i (t),

ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

	 	 	� � � � �� �
0 0

0

t t

Z t s i ds Z t s i y ds( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
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ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü âåêòîð ïîòîêîñöåïëåíèé â èíäóêòèâíîñòÿõ, à

çàòåì èç (15) è êîìïîíåíòû âåêòîðà òîêîâ. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñëå-

äóåò çàìåíèòü èíòåãðàëû ñîîòâåòñòâóþùèìè ñóììàìè è ðåøàòü ïîëó÷åí-

íóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííûì äîñòîèíñòâîì ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ÿâëÿåòñÿ èõ óíèâåðñàëüíîñòü ïðè

îïèñàíèè öåïåé ñ ðàçíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå âîçìîæíîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ åäèíîîáðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.
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A.F. Verlan, K.N. Klyuchka

INTEGRAL MODELS IN THE PROBLEMS

OF ANALYSIS OF ELECTRICAL CIRCUITS

The use of integral models in analysis of dynamic processes in electrical circuits has been conside-
red. A possibility of raising efficiency of the methods and means of design of broad class electri-

cal circuits based on the use of integral dynamic models has been substantiated.

K e y w o r d s: electrical circuits, dynamic characteristics, Volterra integral equations.
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