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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà
äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óñëîâíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ. Ââåäåíî ïî-
íÿòèå ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà è ÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-
âîê. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà îñíîâå ñîçäàííîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, ãðàô ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà, ìå-
òîä îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà, çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî âîçðîñëà íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ åâêëè-

äîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà âåðøèííî ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ,

â ÷àñòíîñòè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Òàêèìè ìîäåëÿìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü

çàäà÷è èç ðàçëè÷íûõ ñôåð ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, íàïðèìåð, ïðîìûø-

ëåííîñòè, ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî ñåêòîðà è ò.ä. [1–5]. Ïîÿâëÿþòñÿ çàäà÷è è ìî-

äåëè, êîòîðûå èìåþò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó è ò.ï. Äëÿ

ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê íå-

îáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿò ýôôåêòèâíåå ðå-

øàòü îïðåäåëåííûå êëàññû çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Â ðàáîòàõ [4, 6–9] ðàññìîòðåíû ìåòîäû îòñå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáè-

íàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà âåðøèííî ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ ñ ëèíåéíûìè

äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à â ðàáîòàõ [10, 11] — ñ íåëèíåéíîé öåëåâîé

ôóíêöèåé è íåëèíåéíûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Àëãîðèòìû ýòèõ

ìåòîäîâ íåïîëèíîìèàëüíûå. Â ðàáîòàõ [12, 13] ïðèâåäåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ

çàäà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ, êîòîðûé èñïîëüçóåò àïïàðàò òåîðèè ãðàôîâ.

Â ðàáîòàõ [5, 14] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà åâêëèäîâîãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-

âîê E Gk� ( ) è åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè conv E Gk� ( ) — ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-

ãðàííèêà Ï Gk� ( ) . Àêòóàëüíà ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé

ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, áîëåå ýôôåêòèâíûõ, ÷åì ñóùåñòâóþùèå, çà ñ÷åò ó÷åòà

èìåþùèõñÿ ñâîéñòâ êàê ïîãðóæåííîãî [3, 5, 14] â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìíî-

æåñòâà ïåðåñòàíîâîê, òàê è ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà [5, 14].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà ìíîãîãðàííè-

êà [15], êîòîðûì äëÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
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x X R k� � , (3)
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ãäå c Rj � 1 � � �j J kk { }1 2, , ..., ; E Gk� ( ) — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç � ýëå-

ìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G g gk� { }1, ..., (v — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îñíîâû

S G e e( ) ( , ..., )� 1 � ) óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç G. Åñëè

X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì, òî (1)–(3) — ëèíåéíàÿ óñëîâíàÿ çàäà-

÷à åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê, èíà÷å

(1)–(3) — íåëèíåéíàÿ ñ ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé óñëîâíàÿ çàäà÷à îïòèìè-

çàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ.

ÎÒÑÅ×ÅÍÈÅ ÂÅÐØÈÍ ÃÐÀÔÀ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÎÃÎ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÀ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [5],

êîòîðûå íåîáõîäèìû ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà ìåòîäà îòñå÷å-

íèÿ âåðøèí ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê Ï G conv E Gk k� �( ) ( )� ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé

îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê E Gk� ( ) , êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí vert Ï Gk� ( ) äàííîãî ìíîãîãðàííèêà:

E G vert conv E Gk k� �( ) ( )� .

Êàê èçâåñòíî èç êðèòåðèÿ ñìåæíîñòè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Ï Gk� ( ) , âåð-

øèíû � �g g g
k

( , ..., )� �1
è �� �g g g

k
( , ..., )� �1

ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè (ëåæàò íà îä-

íîì ðåáðå), åñëè �g è ��g ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ýëåìåí-

òîâ: ei , ei	1 � � 
i J� 1, îñíîâû S G e e( ) ( , ..., )� 1 � ìóëüòèìíîæåñòâà G ïðè óñëîâèè

e e e ei i1 1� � � � �	� � � . (4)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), ò.å. áåçóñëîâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè c c ck1 2� � �� è ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

g g gk1 2� � �� , åñòü òî÷êà x x xk
* * *( , ..., )� 1 òàêàÿ, ÷òî x gi i

* � � �i Jk .

Ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, à ðåáðàìè —

ðåáðà ìíîãîãðàííèêà, åñòü 1-ñêåëåòîì ìíîãîãðàííèêà [15]. Áóäåì íàçûâàòü åãî

ãðàôîì ìíîãîãðàííèêà. Ãðàô ìíîãîãðàííèêà Ï Gk� ( ) íàçîâåì ãðàôîì

ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàô ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-

ãðàííèêà (åãî 1-ñêåëåò) Ï J Ï44 4 4( ) � , ãäå G J� �4 1 2 3 4{ }., , ,

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì A A1 24, ..., ãðàôà.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìåòîäà ðåøåíèÿ ëèíåéíîé óñëîâíîé çàäà÷è (1)–(3).

Àëãîðèòì ìåòîäà îòñå÷åíèÿ âåð-

øèí ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-

ãðàííèêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòåïåííîì

èõ àíàëèçå. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ïîý-

òàïíûé ïåðåõîä ìåæäó âåðøèíàìè ãðà-

ôà ïî åãî ðåáðàì.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà,

ïðè êîòîðîé âû÷èñëåíèå ïðîâîäÿòñÿ íå

íà ãðàôå ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàí-

íèêà, à ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòè÷íîãî

ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê.

Ââåäåì ïîíÿòèå ãðàôà ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê Ã ï � � E Mk� , , ãäå Ek� —

ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç ðàçíûõ
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Ðèñ. 1. Ãðàô ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà
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ýëåìåíòîâ g g gk1 2, , ..., , M — ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Ã ï . Ãðàô ìíîæåñòâà ïåðå-

ñòàíîâîê â îòëè÷èå îò ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà èìååò â îáùåì

ñëó÷àå äðóãîå ìíîæåñòâî ðåáåð.

×àñòè÷íûì ãðàôîì ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê íàçîâåì ãðàô Ã ð � � P Sk , , ãäå

P Ek k� � , S — ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Ã ð .

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôà Ã ð â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü

â ãðàô è àíàëèçèðîâàòü íå âñå âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîã-

ðàííèêà, à ïîñòåïåííî äîáàâëÿòü èõ ê ÷àñòè÷íîìó ãðàôó ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Øàã 1. Çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è, à èìåííî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè, äîïîëíèòåëüíûå ëè-

íåéíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Øàã 2. Ðåøàåòñÿ áåçóñëîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè (1), (2), ò.å. ïî-

ëó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ âåðøèíà äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðàÿ

äîáàâëÿåòñÿ ê ìíîæåñòâó âåðøèí ÷àñòè÷íîãî ãðàôà âíà÷àëå ïóñòîãî ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê.

Øàã 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ âåðøèíó ðåøåíèÿ, ê òåêóùåé

âåðøèíå ÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê äîáàâëÿþòñÿ ñìåæíûå ñ íåé

âåðøèíû (ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñìåæíîñòè âåðøèí), à òàêæå ðåáðà, ñâÿçûâàþùèå

äàííûå âåðøèíû ñ òåêóùåé. Ñðåäè ýòèõ ñìåæíûõ âåðøèí âûáèðàåòñÿ òà, ó êîòî-

ðîé ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòà âåðøèíà áóäåò ñëåäóþùåé

âåðøèíîé äëÿ àíàëèçà ïðè ðåøåíèè.

Øàã 4. Ïðè ïåðåõîäå ïî ñìåæíûì âåðøèíàì ÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê óäàëÿþòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàííûå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà âåðøèí

ãðàôà. Ïðè ýòîì âñå ñìåæíûå ñ íåé ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðàìè.

Øàã 5. Ðàáîòà àëãîðèòìà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåòñÿ âåðøè-

íà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è)

èëè íå ïðîàíàëèçèðóþòñÿ âñå âåðøèíû ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà

è óñòàíîâèòñÿ ôàêò íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìåòîäà îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî

ìíîãîãðàííèêà äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé óñëîâíîé çàäà÷è (1)–(3) (áëîê-ñõåìà àëãî-

ðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2).

Øàã 0. Çàäàþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê G g g gk� { }1 2, , ..., (óïîðÿ-

äî÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: g g gk1 2� � �� ), êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè

c c ck1 2, , ..., è äîïîëíèòåëüíûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1)–(3).

Øàã 1. Óïîðÿäî÷èâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ïî íåóáûâàíèþ

c c ci i ik1 2
� � �� .
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Ò à á ë è ö à 1

Âåðøèíà
ãðàôà

Êîîðäèíàòû
âåðøèí Ï 4

Âåðøèíà
ãðàôà

Êîîðäèíàòû
âåðøèí Ï 4

Âåðøèíà
ãðàôà

Êîîðäèíàòû
âåðøèí Ï 4

A1 ( , , , )1 2 3 4 A9 ( , , , )1 4 2 3 A17 ( , , , )3 4 1 2

A2 ( , , , )2 1 3 4 A10 ( , , , )4 1 2 3 A18 ( , , , )4 3 1 2

A3 ( , , , )1 3 2 4 A11 ( , , , )2 4 1 3 A19 ( , , , )2 3 4 1

A4 ( , , , )3 1 2 4 A12 ( , , , )4 2 1 3 A20 ( , , , )3 2 4 1

A5 ( , , , )2 3 1 4 A13 ( , , , )1 3 4 2 A21 ( , , , )2 4 3 1

A6 ( , , , )3 2 1 4 A14 ( , , , )3 1 4 2 A22 ( , , , )4 2 3 1

A7 ( , , , )1 2 4 3 A15 ( , , , )1 4 3 2 A23 ( , , , )3 4 2 1

A8 ( , , , )2 1 4 3 A16 ( , , , )4 1 3 2 A24 ( , , , )4 3 2 1



Øàã 2. Îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè

f x( )max
* çàäà÷è (1), (2) áåç ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé

x g x gi i kk1 1� �, ..., .

Øàã 3. Óñòàíàâëèâàåòñÿ íîìåð èòåðàöèè N �1.

Øàã 4. Ê ìíîæåñòâó âåðøèí ÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê äî-

áàâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ âåðøèíà x x xN � �1 max
* .

Øàã 5. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñìåæíîñòè âåðøèí ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîã-

ðàííèêà íàõîäÿòñÿ âåðøèíû x x x k1 1 1 2 1 1, , ,, , ..., 
 , ñìåæíûå ñ âåðøèíîé x1.

Øàã 6. Äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû x x x k1 1 1 2 1 1, , ,, , ..., 
 ê ìíîæåñòâó Pk âåðøèí

÷àñòè÷íîãî ãðàôà Ã ð ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê.

Øàã 7. Ñîåäèíÿåòñÿ âåðøèíà x1 ñ êàæäîé ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíîé x x1 1 1 2, ,, , ...

..., ,x k1 1
 äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð ê ìíîæåñòâó S ãðàôà Ã ð .

Øàã 8. Ïðîâåðÿåòñÿ, óäîâëåòâîðÿåò ëè íàéäåííàÿ âåðøèíà x N äîïîëíèòåëü-

íûì ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì (3). Åñëè äà, òî çàäà÷à èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

(âåðøèíà x N ), èíà÷å ïåðåõîä ê øàãó 9.

Øàã 9. Îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð num ýòîé âåðøèíû â ìíîæåñòâå âåðøèí ÷àñòè÷-

íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê.

Øàã 10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ñóùåñòâóþò ëè íåðàññìîòðåííûå ñìåæíûå âåðøèíû

ñ âåðøèíîé x num ãðàôà. Åñëè íåò, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ðàáîòà

àëãîðèòì çàâåðøåíà. Â èíîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê øàãó 11.

Øàã 11. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñìåæíîñòè âåðøèí ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíî-

ãîãðàííèêà íàõîäÿòñÿ âåðøèíû, ñìåæíûå ñ òåêóùåé x num : x x xnum num
t
num

1 2
, , ...,

(t — êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ âåðøèí).

Øàã 12. Ñ êàæäîé âåðøèíîé x j
num ( j J t� ) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

— óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü âåðøèíû x j
num ñî âñåìè äðóãèìè âåðøèíàìè xi

num

� �i J t , i j� , ñ äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà ê ìíîæåñòâó ðåáåð S ÷àñ-

òè÷íîãî ãðàôà Ã ð ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê;

— óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâà ðåáåð S ÷àñòè÷íîãî ãðàôà Ã ð ìíîæåñòâà ïåðåñòà-

íîâîê ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå òî÷êó x num ñ x j
num .

Øàã 13. Ñðåäè âåðøèí x j
num ( j J t� ) îïðåäåëÿåòñÿ âåðøèíà x num

max ñ ìàêñè-

ìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè (1).

Øàã 14. Èç ìíîæåñòâà Pk âåðøèí ãðàôà óäàëÿåòñÿ âåðøèíà x num .

Øàã 15. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñìåæíîñòè âåðøèí íàõîäÿòñÿ âåðøèíû

� � � 
x x xk1 2 1, , ..., , ñìåæíûå ñ x num
max .

Øàã 16. Ïðîâåðÿþòñÿ âåðøèíû � � � 
x x xk1 2 1, , ..., íà ïðèíàäëåæíîñòü ê ìíî-

æåñòâó âåðøèí Pk ãðàôà Ã ð . Åñëè âåðøèíà �xi � � 
i Jk 1 îòñóòñòâóåò â ìíîæåñ-

òâå, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

— äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà �xi ê ìíîæåñòâó âåðøèí Pk ÷àñòè÷íîãî ãðàôà Ã ð

ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê;

— äîáàâëÿåòñÿ ðåáðî ê ìíîæåñòâó ðåáåð S ãðàôà Ã ð , êîòîðîå ñîåäèíÿåò âåð-

øèíó �xi ñ âåðøèíîé x num
max ;

— îïðåäåëÿþòñÿ ñìåæíûå ñ âåðøèíîé �xi âåðøèíû �� �� ��
x x xk1 2 1, , ..., ;

— äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû �� �� ��
x x xk1 2 1, , ..., ê ìíîæåñòâó âåðøèí Pk ãðàôà Ã ð;

— ê ìíîæåñòâó ðåáåð S ãðàôà Ã ð äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøè-

íó �xi ñ âåðøèíàìè �� �� ��
x x xk1 2 1, , ..., .
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Øàã 17. Óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó çíà÷åíèå íîìåðà èòåðàöèè N N: � 	1 .

Øàã 18. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 8, ïðè ýòîì âåðøèíà x xN
num� max

ïðèíèìàåòñÿ êàê çíà÷åíèå òåêóùåãî ðåøåíèÿ.
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Íà÷àëî
Î÷èñòêà äàííûõ,

ïîäãîòîâêà ñòðóêòóð

ê ðàáîòå

Çàäàåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, êîýôôèöèåíòû

öåëåâîé ôóíêöèè, äîïîëíèòåëüíûå

ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ

Óïîðÿäî÷èâàåì êîýôôèöèåíòû

öåëåâîé ôóíêöèè ïî íåóáûâàíèþ

Íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè áåçóñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

â ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïîëó÷àåì âåðøèíó

x1, äîáàâëÿåì åå â ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà

Óñòàíàâëèâàåì íîìåð èòåðàöèè

N � 1

Òåêóùàÿ âåðøèíà

óäîâëåòâîðÿåò âñåì

îãðàíè÷åíèÿì?

Íåò

Äà

Íàéäåíî îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå (âåðøèíà xN )

Åñòü íåðàññìîòðåííûå

âåðøèíû â ÷àñòè÷íîì

ãðàôå?

Íåò

Âûõîä èç

àëãîðèòìà

Çàäà÷à íå èìååò

ðåøåíèÿ

Äà

Îïðåäåëÿåì íîìåð òåêóùåé âåðøèíû

â ìíîæåñòâå âåðøèí ÷àñòè÷íîãî

ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

Á

Äëÿ êàæäîé ñìåæíîé

âåðøèíû ñ òåêóùåé

Äîáàâëÿåì ðåáðà êî âñåì äðóãèì âåðøèíàì,

ñìåæíûì ñ òåêóùåé âåðøèíîé-ðåøåíèåì

(â ñëó÷àå èõ îòñóòñòâèÿ)

Óäàëÿåì ðåáðî ñ òåêóùåé âåðøèíîé-ðåøåíèåì

èç ìíîæåñòâà ðåáåð ÷àñòè÷íîãî ãðàôà

Ñðåäè ñìåæíûõ âåðøèí ñ

òåêóùåé âåðøèíîé îïðåäåëÿåì

âåðøèíó ñ ìàêñèìàëüíûì

çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

Ñîõðàíÿåì íîìåð num

âåðøèíû è ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

À
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îñóùåñòâëåíà íà ÿçûêå Object

Pascal â ñðåäå Delphi è ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà êîìïüþ-

òåðå ñ ïðîöåññîðîì AMD Athlon II ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.7 Ããö.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 2, â êîòîðîé óêàçàíà ðàçìåðíîñòü

çàäà÷è (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ N P â ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê) è âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ

(ðåøàëîñü ïî 10 çàäà÷ ïðè îäíîì N P , âðåìÿ âû÷èñëåíèé óñðåäíÿëîñü ïî çàäà÷àì).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî âðåìÿ âû÷èñëåíèé óêàçàííûõ çàäà÷ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî ìåòîäà êîìáèíàòîðíîãî îòñå÷åíèÿ [6, 7, 16], â êîòîðîì

âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàëèñü ñèìïëåêñ-ìåòî-

äîì. Â ñòîëáöå ² ïðèâåäåíî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì îòñå÷åíèÿ âåðøèí

ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà, â ñòîëáöå ²² — âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çàäà-

÷è ïåðâûì ìåòîäîì êîìáèíàòîðíîãî îòñå÷åíèÿ. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ãå-
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Óäàëÿåì òåêóùóþ âåðøèíó-ðåøåíèå

èç ìíîæåñòâà âåðøèí ÷àñòè÷íîãî ãðàôà

Óñòàíàâëèâàåì

çíà÷åíèå N : � N 	 1

Äà

Á

À

Íàõîäèì ñìåæíûå âåðøèíû x� c òåêóùåé

âåðøèíîé (ñ íîìåðîì) (num)

Äëÿ êàæäîé òàêîé

âåðøèíû x�

Âåðøèíà âõîäèò

â ìíîæåñòâî âåðøèí

÷àñòè÷íîãî ãðàôà?

Äîáàâëÿåì âåðøèíó â ìíîæåñòâî âåðøèí

÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

Íåò

Ïåðåõîäèì â ñëåäóþùóþ

âåðøèíó-ðåøåíèå

Äîáàâëÿåì ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè:

òåêóùèì ðåøåíèåì è äîáàâëåííîé

Íàõîäèì ñìåæíûå âåðøèíû x��

ñ äîáàâëåííîé âåðøèíîé ñ áîëüøèì

çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

Äëÿ êàæäîé òàêîé

âåðøèíû x��

Âåðøèíà âõîäèò

â ìíîæåñòâî âåðøèí

÷àñòè÷íîãî ãðàôà?

Íåò

Äîáàâëÿåì âåðøèíó â ìíîæåñòâî âåðøèí

÷àñòè÷íîãî ãðàôà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

Äîáàâëÿåì ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè:

òåêóùèì ðåøåíèåì è äîáàâëåííîé

Äà

Ðèñ. 2. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà (ïðîäîëæåíèå)



íåðèðîâàëè ëèíåéíûå óñëîâíûå çàäà÷è âèäà (1)–(3), ïðè÷åì (3) — ýòî ñèñòåìà k

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåðàâåíñòâî âèäà

c x c c c( ) ( )max max min� 
 
� , ãäå cmax — ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè áåçóñëîâíîé çàäà÷è (1), (2), cmin — ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

áåçóñëîâíîé çàäà÷è (1), (2), � — ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî çàäàâàëîñü ñîãëàñ-

íî äàííûì òàáë. 2. Â îñòàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ êîýôôèöèåíòû ãåíåðèðîâàëèñü

ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà

[ , ]
100 100 .

Â òàáë. 2 çíàê * îáîçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû êîìïüþòåðà ïå-

ðåïîëíåíû, à ïðî÷åðê — ÷òî âû÷èñëåíèÿ íå ïðîâîäèëèñü â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åíèåì

íà âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.

Ñ ðîñòîì � ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ñíèæàåòñÿ, åñëè ðåøåíèå áëèçêî ê çíà÷å-

íèþ c c cmax max min( )
 
� . Ïðè ýòîì âðåìÿ ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ ïðèåìëåìûì äëÿ

ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèäè ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìåòîäà ïðè

ìàëûõ N P âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ � (äî 1). Ïðè ìàëûõ � ìåòîä îêàçàëñÿ

ýôôåêòèâíåå ïåðâîãî ìåòîäà êîìáèíàòîðíîãî îòñå÷åíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåí ìåòîä îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà

äëÿ óñëîâíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ îïðåäåëåíà ñôåðà ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè

ìåòîäà. Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé öåëåñîîáðàçíî ðàçðàáîòàòü ïðèáëèæåí-

íûé ìåòîä íà èäåÿõ îòñå÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà, êîòîðûé áóäåò èìåòü ïîëèíîìè-

àëüíóþ îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ïî ôóíêöè-

îíàëó. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îêàçàëñÿ ëó÷øå ìåòîäà îòñå÷åíèé, êîãäà äëÿ ïî-

ñëåäíåãî íå õâàòàåò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
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Ò à á ë è ö à 2

N p

Âðåìÿ âû÷èñëåíèé çàäà÷

� � 0 01, � � 0 02, � � 0 03, � � 0 04, � � 0 05, � � 0 06, � � 0 1,

² ²² ² ²² ² ²² ² ²² ² ²² ² ²² ² ²²

5 10 ìñ 123 ìñ 8 ìñ 123 ìñ 10 ìñ 121 ìñ 10 ìñ 122 ìñ 8 ìñ 120 ìñ 10 ìñ 262 ìñ 10 ìñ 605 ìñ

6 10 ìñ 129 ìñ 7 ìñ 130 ìñ 10 ìñ 130 ìñ 8 ìñ 127 ìñ 11 ìñ 1,3 ñ 11 ìñ 1,24 ñ 50 ìñ 720 ìñ

7 14 ìñ 146 ìñ 10 ìñ 145 ìñ 15 ìñ 1,2 ñ 20 ìñ 1,2 ñ 45 ìñ 155 ìñ 42 ìñ 150 ìñ 1,2 ñ 152 ìñ

8 12 ìñ 207 ìñ 17 ìñ 1,02 ñ 80 ìñ 222 ìñ 80 ìñ 223 ìñ 332 ìñ 2,1 ñ 3,7 ñ 1,01 ñ
1,75

ìèí
4,3 ñ

9 9 ìñ 445 ìñ 34 ìñ 4,08 ñ 1,7 ñ 4,05 ñ 27,4 ñ 12,4 ñ
2,08

ìèí
450 ìñ

6,75

ìèí
10,05 ñ

58 ÷àñ

8 ìèí
*

10 36 ìñ 1,9 ñ 450 ìñ 1,9 ñ
2,9

ìèí
2,3 ñ

1 ÷àñ

12 ìèí
* — — — — — —

11 60 ìñ 15,9 ñ 52 ñ 20 ñ
11 ÷àñ

57 ìèí
* — — — — — — — —

12 3 ñ
1,9

ìèí

10 ÷àñ

2 ìèí
* — — — — — — — — — —

13
18,09

ìèí
* — — — — — — — — — — — —
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