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Линейная авторегрессия со случайными коэффициентами на основе метода  
группового учета аргументов в условиях квазиповторных наблюдений  

Предложен критерий регулярности с разбиением выборок наблюдений на обучающие и проверочные подвыборки в условиях квази-
повторных наблюдений для моделирования в классе авторегрессионных уравнений со случайными коэффициентами. Выявлено ус-
ловие редукции оптимальной авторегрессионной модели, которое зависит от параметров модели и объемов выборок. 
Ключевые слова: структурная неопределенность, критерий регулярности. 
Запропоновано критерій регулярності з розбиттям вибірок спостережень на навчальні та перевірні підвибірки за умов квазіпо-
вторних спостережень для моделювання в класі авторегресійних рівнянь з випадковими коефіцієнтами. Виявлено умову реду-
кції оптимальної авторегресійної моделі, що залежить від параметрів моделі і обсягів вибірок. 
Ключові слова: структурна невизначеність, критерій регулярності. 
 

Введение. Класс авторегрессионных уравнений 
со случайными коэффициентами – известный 
класс моделей в задачах структурной иденти-
фикации. Определение порядка авторегресси-
онных моделей в условиях неопределенности 
по количеству и составу входных переменных – 
актуальная задача в теории идентификации и 
управления, и для ее решения существуют раз-
личные подходы [1–8]. 

Эта задача есть одним из объектов исследо-
вания в методе группового учета аргументов 
(МГУА) [9–16], разработанного академиком 
НАН Украины Алексеем Григорьевичем Ивах-
ненко. Подход основан на разбиении выборки 
наблюдений на обучающую и проверочную час-
ти: на обучающей выборке оцениваются коэф-
фициенты модели, а на проверочной – качество 
модели. В соответствии с принципами модели-
рования в МГУА, для того чтобы построить ав-
торегрессионное уравнение оптимальной слож-
ности, необходимо: 

 указать метод оценивания коэффициентов 
в авторегрессионном уравнении; 

 задать алгоритм генерирования авторег-
рессионных уравнений (структур моделей); 

 разработать внешний критерий для оценки 
качества перебираемых структур; 

 исследовать поведение математического 
ожидания внешнего критерия в зависимости от 
состава регрессоров; 

 доказать существование авторегрессион-
ной модели оптимальной сложности. 

При моделировании в классе авторегресси-
онных уравнений в МГУА традиционно при-
меняется критерий регулярности: обучающая 
выборка формируется первыми ( )n A  наблюде-
ниями временного ряда, проверочная выборка – 
последующими ( )n B  наблюдениями, причем 
выполняется ( )n A ( ) ,n B n   где n – объем ис-
ходного временного ряда. Применение крите-
рия регулярности в таком виде нуждается в 
контроле, поскольку динамические свойства 
объекта могут проявляться неодинаково в раз-
ных фазах переходных процессов. 

В данной статье предложено рассчитывать 
критерий регулярности в так называемой схе-
ме квазиповторных наблюдений, возможной в 
условиях активного эксперимента. В этой схе-
ме обучающая (A) и проверочная (B) выборки 
получены особым способом как пара реализа-
ций функционирования объекта с близкими на-
чальными условиями, качественно одинаковым 
характером переходных процессов и близкими 
состояниями в конечные моменты времени. 

Априорные предположения о динамиче-
ской системе 

Пусть функционирование динамического объ-
екта подчиняется закону в виде авторегрессион-
ного уравнения со случайными коэффициентами  
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где ix


 – ненаблюдаемое значение выходной 
переменной объекта в дискретные моменты 
времени it t , 1, 2,...,i n ; n – общее число 
наблюдений; p – число предыдущих значений 
выходной переменной, влияющих на ее теку-
щее значение; 1ζi  – ненаблюдаемая случайная 
величина. 

В модели функционирования (1) матрица 

( )p


Z   – ( )n p -матрица p предыдущих нена-
блюдаемых значений переменной; в обозначе-
нии этой матрицы p означает, что в формиро-
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 участвуют величины 1,ix
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а , ( )i p


Z  означает ту строку ( )p


Z , в которой 

первый элемент – 1ix


 . 
В модели (1) матрица ( )pΘ  – ( )p n -мат-

рица n реализаций ( 1)p -вектора ненаблюда-
емых случайных величин; в обозначении этой 
матрицы p означает, что при формировании 

величины ix


 i-я ( 1)p -строка матрицы ( )p


Z  
умножается на i-й ( 1)p -столбец матрицы 

, ( )i pΘ .  

Пусть относительно (p  1)-вектора случай-
ных коэффициентов , ( )i pΘ  выполняется (i = 1, 
2, , n): 

 
o o

, ,( ) ( ) ( )i i ip p p    Θ θ Η θ η , (3) 
где  

 
o o o o

T
1 2(θ , θ , ... ,θ )pθ  (4) 

– ( 1)p -вектор неизвестных детерминирован-
ных коэффициентов; ( )pΗ  – ( )p n -матрица n 
реализаций p ненаблюдаемых случайных ве-
личин, а в обозначении этой матрицы p озна-

чает, что при формировании в (1) величины ix


 
i-й ( 1)p -столбец этой матрицы –  
 T

, ( ) ( ) ( η (1), η (2), ... , η ( ) )i i i i ip p p  Η η  (5) 
умножается на i-ю (p  1)-строку матрицы 

( )p


Z . 
В (1), (2) предполагается, что в формировании 

текущего значения выходной переменной участ-
вуют все p ее предыдущих значений. В общем 
же случае не все предыдущие значения пере-
менной могут участвовать в этом формировании. 
Для того чтобы записать модель функциониро-
вания в таком общем случае, введем в рассмот-
рение структурные матрицы, смысл которых по-
кажем на конкретном примере. 

Пусть на текущее значение выходной пере-
менной влияют первое, второе и четвертое ее 
предыдущие значения из заданного макси-
мально возможного числа влияющих преды-
дущих значений 5p  . Тогда вместо строки 

, ( )i p


Z  в (1) следует записать произведение  
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где (5  3)-матрица S  представляет собой струк-
турную матрицу, отражающую влияние перво-
го, второго и четвертого предыдущих значений 
переменной на ее текущее значение. 

Априорная информация о значении p и о том, 
какие именно предыдущие значения определя-
ют текущее значение переменной в законе 
функционирования объекта (1) и (2), представ-
ляется структурной (p  m)-матрицей S (m – чис-
ло столбцов в матрице S, равное числу неизвест-
ных коэффициентов в модели). Будем предпола-
гать, что эта структурная матрица задана. 

С учетом введенной структурной матрицы 
закон функционирования (1) для общего слу-
чая формирования выходной переменной за-
пишем в виде 

 
o

, , 1( ) ( ) ( ) ζi i i i ix p p m
  

    Z Sθ Z S η , (7) 

где 
o
θ  – ( 1)m -вектор неизвестных детерми-

нированных коэффициентов.  
Введем обозначения  

 
o

, ( )i ix p


 Z Sθ , 1 ,φ ( ) ( )i i ip m


  Z S η ; (8) 

учитывая (8), запишем (7)  

 1 1φ ζi i i ix x


    , 1, 2, ... ,i n . (9) 
Введем обозначения  
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где ( 1)ζ , ( 1)φ  – ненаблюдаемые случайные 
( 1)n -векторы; –1 означает, что величина 

1ζ ( 1) ζi i   в (1) и (7), а величина φ ( 1)i    

1φi  в (9) аддитивно участвуют при форми-

ровании величины ix


. 
Учитывая (10) и (11), запишем модель функ-

ционирования в векторном виде  

 ( 1) ( 1)


    x x φ ζ , 
o

( )p


x Z Sθ , (12) 

где x  – ненаблюдаемая составляющая ( 1)n -
вектора значений переменной. 

Пусть для наблюдений выходной перемен-
ной объекта выполняется  

 ε , 1, 2,...,i i ix x i n


   , (13) 
где xi – наблюдаемое значение переменной, из-
меренное в момент времени ,it t  1, 2,...,i n ; 

ix


 – ненаблюдаемое значение, формируемое 
согласно (1) и (7); i – случайная ненаблюдае-
мая ошибка измерения. 

Учитывая (13), получаем модель наблюде-
ния объекта в векторном виде  

 


 x x ε . (14) 
Сформулируем предположения о статисти-

ческих свойствах случайных величин в моде-
лях функционирования и наблюдения.  

Пусть относительно ( 1)ζ  в (11) выполня-
ются следующие предположения: 

T
ζ{ ( 1)} , { ( 1) ( 1)} σn nE E     ζ 0 ζ ζ I , (15) 

где { }E   – знак математического ожидания по 
возможным реализациям вектора ( 1)ζ ; n0  – 
нулевой ( 1)n -вектор; ζσ  – дисперсия случай-
ной величины ζ ( 1),i   1, 2,...,i n , ограничен-
ная величина; nI  – единичная ( )n n -матрица. 

Пусть относительно i(m) в (5) выполняются 
предположения 
 { ( )} , 1, 2, ... ,i mE m i n η 0 ; (16) 

 
T

η

η η η

{ ( ) ( )}
diag {σ (1), σ (2), ... , σ ( )},

i iE m m
m

 



η η Σ
 (17) 

где { }E   – знак математического ожидания по 
возможным реализациям вектора ( )i mη ; 0m – 
нулевой (m  1)-вектор; ησ ( )j  – дисперсия флук-
туаций j-го коэффициента в (5), j = 1, 2, , m; 
 – диагональная (m  m)-матрица. 

Пусть относительно ε  выполняются пред-
положения 
 T

ε{ } , { } σn nE E  ε 0 εε I , (18) 
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где { }E   – знак математического ожидания по 
возможным реализациям вектора ε ; ε – дис-
персия величины i, j = 1, 2, , m, ограниченная 
величина. 

Предположим, что ζσ ,  η η ησ (1),σ (2),... ,σ ( ),m  

εσ  – дисперсии случайных величин в моделях 
функционирования и наблюдения – заданы. 

Будем также предполагать, что случайные 
векторы ( 1)ζ , ε  и ( )i mη , 1, 2, ... ,i n , ста-
тистически независимы: 
   T1 n nE     Ο , T

( ){ ( ) ( 1)}i m nE m  η ζ O , 

 T
( ){ ( ) }i m nE m η ε O , (19) 

где ( )n nO  – нулевая ( )n n -матрица; ( )m nO  – 
нулевая ( )m n -матрица. 

Пусть в результате наблюдения в моменты 
времени ,it t  1 2 ,i p   2 2 , ... ,0,p  1,2, ... ,n  
получен ( 2 )n p -вектор значений выходной 
переменной  

  T

1 2 2 2 0 1 2

(0)
, , ... , , , , ... ,p p nx x x x x x 

 
   
 

x
x , (20) 

где (2 1)p -вектор (0)x  будет использован в 
качестве начальных условий. 

Пусть заданы: 
 p – число предыдущих значений выходной 

переменной, влияющих на их текущее значение; 
 структурная ( )p m -матрица ,S  указы-

вающая, какие именно предыдущие значения 
переменной определяют ее текущее значение 
объекта (1)–(19). 

Для оценивания неизвестных коэффициен-

тов 
o
θ  по наблюдениям объекта (20) исполь-

зуем результаты [17], где разработана итера-
ционная процедура параметрической иденти-
фикации для системы авторегрессионных урав-
нений со случайными коэффициентами. 

Оценивание параметров в авторегресси-
онном уравнении со случайными коэффи-
циентами 

Из модели функционирования (12) следует  

 ( ) ( ) ( 2, ) ( 2, )p p Z Z


    Z Z Φ Γ , (21) 

где ( )pZ  – ( )n p -матрица ненаблюдаемых 
значений переменной объекта, по своей струк-

туре аналогичная матрице ( )p


Z  в (1) и (2):  
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; (22) 

( 2, )ZΦ  – ( )n p -матрица ненаблюдаемых 
случайных величин 
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в обозначении которой –2 означает, что в (21) 

при формировании величины 1ix


  аддитивно 
участвует величина i–2; ( 2, )ZΓ  – (n  p)-мат-
рица ненаблюдаемых случайных величин  
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, (24) 

в обозначении которой –2 означает, что в (21) 

при формировании величины 1ix


  аддитивно 
участвует величина i–2. 

Подставим в (14) вектор 


x  из (12) и ис-

пользуем (21) для ( )p


Z :  

 
o

( )p x Z S θ ξ , (25) 
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где  – (n  1)-вектор ненаблюдаемых случай-
ных аддитивных составляющих  

 
o

( 2, )Z   ξ ε Φ S θ  

 
o

( 2, ) ( 1) ( 1).Z     Γ S θ φ ζ  (26) 
Используя (15) – (19) и учитывая, что все 

случайные векторы ε , ( 1)φ , ( 1)ζ  и слу-
чайные матрицы ( 2, )ZΦ , ( 2, )ZΓ  имеют 
нулевые математические ожидания, и все эти 
величины статистически независимы, для ма-
тематического ожидания ξ  получаем 
 { } nE ξ 0 , (27) 
где n0  – нулевой ( 1)n -вектор.  

Введем обозначения  

 , ( )p y x R Z S , (28) 
где R  – ( )n m -матрица регрессоров для вы-
ходной переменной.  

Учитывая (28), регрессионную модель (25) 
записываем в виде  

 
o o

   y R θ ξ y ξ , (29) 
где y  – ( 1)n -вектор наблюдаемых зашум-

ленных значений выходной переменной; 
o
y  – 

( 1)n -вектор ненаблюдаемых значений; 
o
θ  – 

( 1)m -вектор неизвестных коэффициентов.  
Согласно [17], для оценки коэффициентов 

o
θ  выполняется  

 


d C y , (30) 
где для ( )m n -матрицы C  выполняется  

 T 1 1 T 1
ξ ξ( )  C R Σ R R Σ ; (31) 

ξΣ  – ковариационная ( )n n -матрица введен-
ного в (26) ( 1)n -вектора ненаблюдаемой ад-
дитивной случайной составляющей ξ . 

Для ковариационной матрицы выполняется 
соотношение из [17]: 

ξ εσ ( ) ( 1,φ) σn n        Σ I Λ Ψ Λ I , (32) 
где εσ , ζσ  – дисперсии случайных величин в  

моделях функционирования и наблюдения, вве-
денные в (18) и (15) соответственно; ( )Λ  – 
диагональная ( )n n -матрица 

 11 22( ) diag ( ), ( ),..., ( )nn       Λ , (33) 

элементы которой определены в формуле (59) 
в [17]; ( 1,φ)Λ – диагональная (n  n)-матрица 

 11 22

( 1,φ)
diag σ ( 1,φ),σ ( 1,φ),...,σ ( 1,φ) ,nn

 

   

Λ
 (34) 

элементы которой вычисляются по формулам 
(55) и (56) в [17]. 

В (32) Ψ – (n  n)-матрица вида: 
(0) ( 1) ( 1) 0 0 0
( 1) (0) ( 2) ( 1) 0 0

(1 ) (2 ) (0) ( 1) 0 0
0 (1 ) ( 1) (0) 0 0

0 0 0 0 (0) ( 1)
0 0 0 0 ( 1) (0)

p
p p

p p
p

     
        
 
              
 
 
   
 

    

Ψ

 
 

       
 
 

       
 
 

,(35)

 

где величины ( ),  1, 2,..., –1,0,p p       
1,..., 2, 1p p  , определены в формулах (59) – 
(62) в статье [17]. 

С учетом (31) – (35) для оценок коэффици-
ентов выполняется  

 T 1 1 T 1( )


  
 d R Σ R R Σ y . (36) 

В формулу (31) для матрицы C  входит не-
наблюдаемая матрица регрессоров R , а в 
формулу (32) для матрицы Σ  – матрица Ψ , 
элементы которой, как следует из (33) – (49), 

зависят от неизвестных коэффициентов 
o
θ . 

Эти обстоятельства использованы в [17] для 
построения итерационной процедуры вычис-
ления неизвестных коэффициентов в виде (30) 
для случая, когда дисперсии ζσ , η ησ (1), σ (2),  

η... , σ ( )m , εσ  – дисперсии случайных вели-
чин в моделях функционирования и наблю-
дения – априорно известны. Процедура ис-
следована методом статистических испыта-
ний. 

Для оценки 


d  с учетом (29) и (36) получим  
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o o
T 1 1 T 1[ ( ) ]


  
    d R Σ R R Σ R θ Cξ θ Cξ . (37) 

С учетом (37) регрессионную модель запи-
шем в виде  

 
 

   y y u R d u , (38) 

где 


y  – ( 1)n -вектор выхода регрессионной 
модели 

 
o o 

    y R d R θ R C ξ y R C ξ ; (39) 
u  – ( 1)n -вектор остатков [18], для которого 
выполняется 
  u ξ R C ξ , { } nE u 0 , (40) 
т.е. его математическое ожидание равно нуле-
вому ( 1)n -вектору. 

Критерий регулярности МГУА для ли-
нейной авторегрессии со случайными ко-
эффициентами 

Пусть структурная 
o

( )p m -матрица 
o
S  соот-

ветствует истинной структуре модели объекта 
(1) – (19), т.е. однозначно задает структуру ав-
торегрессионного уравнения: указывает, какие 
именно предыдущие значения определяют те-
кущие значения выходной переменной. Пусть 
эта структурная матрица неизвестна и требует-
ся ее определить по результатам наблюдения 
(20), т.е. рассмотреть задачу структурной иде-
нтификации. Далее будем предполагать, что 
для генерации и анализа структур моделей 
применяется алгоритм полного перебора всех 
возможных структур моделей, а значение p – 
число предыдущих значений выходной пере-
менной, влияющих на ее текущее значение – 
априорно известно. Пусть структурная (p  s)-
матрица S соответствует текущей анализируе-
мой структуре модели. 

Рассмотрим так называемый J-функционал 
качества регрессионного уравнения, отражаю-
щий требование минимизации математическо-
го ожидания 

 
o o

T{( ) ( )}J E
 

  y y y y , (41) 
известный для модели одномерной по выходу 
регрессии [19] и получивший в МГУА назва-

ние идеальный внешний критерий [11]. Функ-
ционал (41) не может применяться при реше-
нии практических задач, так как содержит не-

наблюдаемый вектор 
o
y , но может быть ис-

пользован для теоретического сравнения мето-
дов оценивания, в том числе на основе метода 
статистических испытаний [16]. 

Существует ли конструктивная альтернати-

ва ненаблюдаемому вектору 
o
y  в J-функцио-

нале (41), сохраняющая для соответствующего 
функционала свойства J-функционала? Поло-
жительный ответ на этот вопрос для систем 
статических (одновременных) регрессионных 
уравнений [20, 21] получен в рамках так назы-
ваемой схемы повторных наблюдений, которая 
может быть реализована в условиях активного 
эксперимента. В этой схеме для заданного век-
тора значений входных переменных объекта 
проводится не одно, а пара независимых на-
блюдения выходных переменных. Первое на-
блюдение из этой пары участвует в формиро-
вании выборки A, другое – выборки B, и, в ре-
зультате, в схеме повторных наблюдений вы-
полняется ( ) ( )A BX X . 

Такую схему можно реализовать для статиче-
ских регрессионных моделей, но для авторегрес-
сионных моделей она принципиально нереали-
зуема: значение каждой из переменных множе-
ства X  в силу модели (1) формируется с уча-
стием случайной ненаблюдаемой составляющей, 
которую «воспроизвести» нельзя. Поскольку до-
биться выполнения ( ) ( )A BX X  невозможно, 
остается попытка обеспечить выполнение 
 T ( ) ( )A A X X T ( ) ( )B BX X  (42) 
и провести исследование критерия регулярно-
сти в этих условиях. 

Будем предполагать, что объект, для кото-
рого решается задача структурной идентифи-
кации, принадлежит к классу объектов, допус-
кающих возможность неоднократного наблю-
дения реализаций функционирования (напри-
мер, временные ряды показателей некоторого 
технологического процесса). Будем выбирать 
такие реализации, которые начинаются с при-
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близительно одинаковых начальных условий 
T ( ,0) ( ,0)A Ax x T ( ,0) ( ,0)B B x x , имеют каче-

ственно одинаковый характер переходных 
процессов и заканчиваются близкими состоя-
ниями в конечные моменты времени. 

Пусть в качестве двух выборок наблюдений 
A и B выбраны наблюдения двух реализаций 
функционирования объекта – две выборки на-
блюдений выходной переменной, обладающих 
указанными свойствами. Первую выборку A бу-
дем называть обучающей, а вторую B – прове-
рочной. На обучающей выборке будем оцени-
вать коэффициенты в авторегрессионном урав-
нении с текущей анализируемой структурой, а 
на проверочной – качество построенной модели. 
В дальнейшем будем называть такой способ 
формирования обучающей и проверочной выбо-
рок «схемой квазиповторных наблюдений». 

В соответствии с (40) для ( ( ) 1)n B  -вектора 
остатков на выборке B выполняется  

 
( | , ) ( ) ( | , )

( ) ( , ) ( , ),

B A S B B A S

B B S A S





  

 

u y y

y R d
 (43) 

где y(B) – (n(B)1)-вектор наблюдений выход-

ной переменной выборки B; ( | , )B A S


y  – 
(n(B)1)-вектор выходов регрессионной моде-
ли на выборке B, рассчитанный по модели, 

оценки коэффициентов которой ( , )A S


d  по-
лучены в соответствии с (37) – (43) на обу-
чающей выборке A для структуры S; ( )n B  – 
объем проверочной выборки. 

В соответствии с (39) – (41) для ( | , )B A Su  
выполняется 

o o
( | , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )
B A S B B B S A S A

B S A S A
   
 

u y ξ R C y
R C ξ

 

( | , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )B A S B B S A S A  δ ξ R C ξ , (44) 
где  

o o
( | , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )B A S B B S A S A δ y R C y  (45) 

– ( 1)n -вектор смещения, обусловленный вы-

бором структуры S вместо 
o
S . 

Определение 1. Случайная величина  
 * T( ) ( | , ) ( | , )ARD S B A S B A S u u  (46) 
называется критерием регулярности для авто-
регрессионного уравнения, где звездочка озна-
чает, что выборки A и B получены в условиях 
квазиповторных наблюдений. 

Определение 2. Оптимальным множеством 
регрессоров называется множество регрессо-
ров, соответствующее набору структурных 
матриц S0: 
 

*

*
0 ( )

arg min { ( )}
S S p

S E ARD S


 , (47) 

где S(p) – множество возможных структурных 
матриц при заданном p. 

Определение 3. Оптимальным по количест-
ву и составу регрессоров называется авторег-
рессионное уравнение, построенное на множе-
стве регрессоров, соответствующем структур-
ной матрице S0. 

Для математического ожидания *( )ARD S  с 
учетом результатов [21] выполняется  

*{ ( )}E ARD S   
T T( | , ) ( | , ) {[ ( ) ( )]}B A S B A S E B B  δ δ ξ ξ  

T{ ( ) ( , ) ( , ) ( )}E B B S A S A ξ R C ξ –
T{[ ( , ) ( , ) ( )] ( )}E B S A S A B R C ξ ξ  

 




T[ ( , ) ( , ) ( )]

( , ) ( , ) ( ) .

E B S A S A

B S A S A

 



R C ξ

R C ξ
 (48) 

Для второго слагаемого в (48) с учетом (32) – 
(35) выполняется  

T
ε{ ( ) ( )} ( ) (σ ψ(0, ) σ )E B B n B S     ξ ξ  

 
( ) ( )

1 1
λ ( , ) σ ( 1, , )

n B n B

ii ii
i i

S S
 

      , (49) 

а третье и четвертое слагаемые равны нулю в 
силу независимости ( )Aξ  и ( )Bξ .  

Для пятого слагаемого в (48), учитывая (31), 
получаем  

T{[ ( , ) ( , ) ( )] ( , ) ( , ) ( )}E B S A S A B S A S A R C ξ R C ξ  

 


T 1 1 T

tr ( , )

( ( , ) ( , )) ( , ) .

B S

A S A S B S 


 

 

R

R Σ R R
 (50) 

Подставляя в (48) выражения (49) и (50), 
получаем  
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*{ ( )}E ARD S   
 ε( | , ) ( ) (σ ψ(0, ) σ )B A S n B S         
 tr[ ( , , ) ] tr[ ( | , ) ]S B A S   Λ P , (51) 
где Δ( | , )B A S  – смещение, обусловленное вы-

бором структуры S  вместо 
o
S : 

 T( | , ) ( | , ) ( | , )B A S B A S B A S  δ δ ; (52) 
(, , S) – диагональная (n(B)n(B))-матрица 

11[ ( , , )] diag[λ ( , )S S    Λ  
 11+σ ( 1, , ),... , λ ( , ) σ ( 1, , ) ]nn nnS S S      ;(53) 

T 1 1 T

( | , )
( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ).

B A S
B S A S A S B S 







P
R R Σ R R

 (54) 

Исследование критерия регулярности 
МГУА 

Установим свойства критерия регулярности 
МГУА (46). С этой целью исследуем, как из-
меняется математическое ожидание критерия в 
зависимости от состава множества регрессоров. 

В случае истинной структуры 
o
S  для матема-

тического ожидания критерия регулярности 
выполняется  

 
o o

*
ε{ ( )} ( ) (σ ψ(0, ) σ )E ARD S n B S       

 
o o

tr[ ( , , ) ] tr[ ( | , ) ]S B A S   Λ P , (55) 

где матрицы 
o

( , , )S Λ , 
o

( | , )B A SP  могут 
быть записаны аналогично (53), (54). 

Случай недостающего регрессора. Рассмот-
рим случай, когда в текущей структуре про-
пущен один регрессор. Предположим для про-
стоты, что это регрессор с номером p, он – 
максимально удален предыдущим значением 
переменной, участвующим в формировании ее 
текущего значения, т.е. для структурных мат-
риц выполняется 

  
o
S S s , (56) 

где 
o
S  – структурная 

o
( )p m -матрица истин-

ной модели; S  – структурная 
o

( ( 1))p m  -мат-
рица текущей модели; для s  – (p  1)-вектора 
выполняется  

   T0, 0, ..., 0,1s . (57) 
Другими словами, в модели функциониро-

вания (4) в формировании величины ix


 уча-

ствует величина i px


 , но в текущую модель 
она не включена. 

Для матриц регрессоров, соответствующих 
o
S  и S в (56), выполняется 

  
o o

( )S  R X S X S s = 
    ( )S X S X s R m , (58) 

где m – (n  1)-вектор наблюдений пропущенно-
го регрессора.  

Используя (51) – (55), вычислим разность 
математических ожиданий критерия регуляр-
ности для текущей структуры S  и истинной 

структуры 
o
S : 

 
o o

* *
1Δ ( , ) { ( )} { ( )}S S E ARD S E ARD S    

 
o

( | , ) ( ) ψ(0, ) ( ) ψ(0, )B A S n B S n B S        

 
o

tr[ ( , , ) ] tr[ ( , , ) ]S S     Λ Λ + 

 
o

tr[ ( | , ) ] tr[ ( | , ) ]B A S B A S P P , (59) 

где T( | , ) ( | , ) ( | , )B A S B A S B A S δ δ ; ( | , )B A Sδ – 
введенный в (45) (n  1)-вектор смещения, обу-

словленный выбором структуры S  вместо 
o
S . 

Вычисление разности (59) состоит из ряда 
шагов. 

Ш а г  1. Для вектора смещения ( | , )B A Sδ  
выполняется  

( | , )B A S δ  
o o

T 1 1( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ))B S B S A S A S 
  R θ R R Σ R  

 
o o

T 1( , ) ( , ) .A S A S
 R Σ R θ  (60) 

Запишем (60) с учетом (58)  
),|( SABδ  

  
o

)(),( θmR BSB  

– T 1( , ) ( , ) ( ( , )B S B S A S 
 R R R Σ  
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o
1 T 1( , )) ( , ) ( )A S A S A 

  R R Σ m θ  

o

o
1

( 1)
[ ( ) ( | , ) ( )]

n m
B B A S A


 

 O m P Σ m θ , (61) 

 T 1 1 T

( | , ) ( , )
( ( , ) ( , )) ( , ).

B A S B S
A S A S A S 



 



P R
R Σ R R

 (62) 

Учитывая (61) и (62) для величины ( | , )B A S  
в (59), получаем  

o o o

o

( 1) ( 1) 1
o o

T T T 1 T
T

11

( | , )

.( ( ) ( ) ( | , ) )

( ( ) ( | , ) ( ) )

m m m

m

B A S

B A B A S

B B A S A

   







 

 
 
   
 
  
 

O 0

θ θm m Σ P
0

m P Σ m

 (63)
 

Для 
o o

( , )m m -го элемента матрицы в (63) вы-
полняется  

 

T T

T 1 1 T 1

T 1 T

1 1 T

T 1 T

( ) ( ) ( ) ( , )
( ( , ) ( , )) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ( , )

( , )) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ( , )

a B B B B S
A S A S A S A

A A S A S

A S B S B

A A S A S

  
 




 





  

 

 

 

 

m m m R
R Σ R R Σ m

m Σ R R

Σ R R m

m Σ R R

 

1 1 T( , )) ( , )A S B S 
 Σ R R  

 
T 1 1

T 1

( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( ).

B S A S A S

A S A

 





 



R R Σ R

R Σ m
 

(64)
 

Далее используем то обстоятельство, что 
обучающая (A) и проверочная (B) выборки по-
лучены особым способом как пара реализаций 
функционирования объекта с близкими началь-
ными условиями, качественно одинаковым ха-
рактером переходных процессов и близкими 
состояниями в конечные моменты времени. 
Введем в рассмотрение разности:  
 T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )X B B A A G X X X X , (65) 

 T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )g B B A A m m m m m , (66) 
T T( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),R S B S B S A S A S G R R R R  (67) 

T T T( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )R S B B S A A S g m R m R . (68) 
Оценивание влияния скаляра ( )g m , векто-

ра ( , )R Sg , матрицы ( , )R SG  на условие ре-

дукции (упрощения) структуры по числу рег-
рессоров проведено методом статистических 
испытаний в отдельном исследовании [22]. 

Учитывая (65) – (68), для (64) получаем  
T T

1( )[ ( , ) ( , )] ( ) ( )a A A S A S A m M M m m ,(69) 
где ),( SAM  – ))()(( AnAn  -матрица  

 
T

( )

1 1 T 1

( , ) [ ( , )( ( , )

( , )) ( , ) ],
n AA S A S A S

A S A S  
 

  



M I R R

Σ R R Σ
 (70) 

а для скаляра 1(m) выполняется  

  T
1

T T

( ) ( , ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( , )

g R S A S A

A A S R S

   

 

m m g C m
m C g

 

 T T( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )A A S R S A S Am C G C m . (71) 
Учитывая (56), (69), (70) и соотношение  

 o
o o o o

T
1 2(θ ,θ ,...,θ )mθ , (72) 

получаем  

o o o

o

o o( 1) ( 1) 1T
T T T

1
1

( | , )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
m m m

m

B A S

A A S A S A
   



 

 
  
  
  

O 0
θ θ

0 m M M m m

 

 o o
o o

2 T 2
1(θ ) ( ) ( , ) ( ) (θ ) ( )m mA A S A   m H m m ,(73) 

 T( , ) ( , ) ( , )A S A S A SH M M . (74) 
Итак, в (60) – (74) установлено  

 T( | , ) ( | , ) ( | , )B A S B A S B A S  δ δ  
o o

o o
2 T 2

1(θ ) ( ) ( , ) ( ) (θ ) ( )m mA A S A   m H m m . (75) 

Ш а г  2. Для скалярных величин n(B)  (0, S) 

и 
o

( ) ψ(0, )n B S  в (59) с учетом формул (59), 
(60) в статье [17] выполняется 

 
o

o

o
2

ζ

(ψ) ( ) ψ(0, ) ( ) ψ(0, )

( ) σ (θ ) .m

n B S n B S

n B

     

   
 (76) 

Ш а г  3. Для следов tr[ ( , , ) ]S Λ  и 
o

tr[ ( , , )]S Λ  в (59) с учетом формул (55), (56) 
и (59) в [17] выполняется  

 
o

tr[ ( , , ) ] tr[ ( , , ) ]S S     Λ Λ   

 o
o

2
1 , 1 ,

1
(θ ) ( 1) ( 1)

n

m i p p i p p
i

   


      Z Z . (77) 
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Ш а г  4. Для разности tr[ ( | , ) ]B A S P  
o

tr[ ( | , ) ]B A S P  в (59), учитывая (58) и приме-
няя формулу обращения блочной матрицы (ча-
стный случай формулы Фробениуса [19]) для 
перемножения матриц, получаем: 

o
( | , ) ( | , )B A S B A S P P  

T 1 1 T( , )[ ( , ) ( , ) ] ( , )B S A S A S B S 
 R R Σ R R  

 
 

1T 1 T 1

T 1 T 1

T

T

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( )

( , )
( )

B S B

A S A S A S A
A A S A A

B S
B

 
 

 
 

 

 
  
  

 
  
  

R m

R Σ R R Σ m
m Σ R m Σ m

R
m

  

1 1 T 1

T 1 1 T

( , ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( , )

f B S A S A

A A S B S

  


 


   

 

R B R Σ m

m Σ R B R
 

1 1 T 1 T( , ) ( , ) ( ) ( )f B S A S A B  
  R B R Σ m m  

 
1 T 1

1 T 1 T

( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( ),

f B A A S

B S f B B

 


 

  

  

m m Σ R

B R m m
 

(78)
 

где  
 

 )()( 1T AAf mΣm  
T 1 T( ) ( , ) ( ( , )A A S A S

 m Σ R R  
1 1 T 1( , )) ( , ) ( )A S A S A  

  Σ R R Σ m  
 T 1( ) ( , ) ( )A A S A

 m Σ M m . (79) 

Учитывая (65) – (68), для (78) получаем  
o

tr[ ( | , ) ( | , )]B A S B A S P P  
1 T 1( ) ( , ) ( ) ( )f A A S A f q     m H m m , (80) 

где T( , ) ( , ) ( , );A S A S A SH M M  ( , )A SM  – 
( ( ) ( ))n A n A -матрица введена в (69), (70), а 
для скалярной величины ( )q m  выполняется  

  T

T T T

( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )

q g R A S A

A A S R

  

 

m m g C m
m C g

 

 T T( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )A A S R A S Am C G C m . (81) 
Объединив результаты четырех шагов, полу-

чим 

 o o
o o o

2 T 2
1 1Δ ( , ) (θ ) ( ) ( , ) ( ) (θ ) ( )m mS S A A S A    m H m m   

 

o

o

o
2

ζ

o
2

1 , 1 ,
1

( ) σ (θ )

(θ ) ( 1) ( 1)

m

n

m i p p i p p
i

n B

   


   

      Z Z
  

 1 T 1( ) ( , ) ( ) ( )f A A S A f q    m H m m . (82) 

Если 
o

1Δ ( , ) 0,S S   то структура 
o
S  лучше S; 

если 
o

1Δ ( , ) 0S S  , то структура S лучше 
o
S ; если 

o

1Δ ( , ) 0S S  , то структура S лучше 
o
S  по допол-

нительному принципу простоты. Выполнение 
o

1Δ ( , ) 0S S   служит условием так называемой 
редукции (упрощения), оптимальной по струк-
туре модели. Из (82) для условия редукции по-
лучим  

 o o
o o

2 T 2
1(θ ) ( ) ( , ) ( ) (θ ) ( )m mA A S A   m H m m  

 

o

o

o
2

ζ

o
2

1 , 1 ,
1

( ) σ (θ )

(θ ) ( 1) ( 1)

m

n

m i p p i p p
i

n B

   


   

      Z Z
 

 1 T 1( ) ( , ) ( ) ( )f A A S A f q    m H m m , (83) 
где ( , )A SH  – ( )n n -матрица введена в (80); 

1( ) m , f и ( )q m  – скалярные величины, опре-
деленные в (71), (79) и (81) соответственно. 

Исследование степени влияния скалярных 
величин 1( ) m  и ( )q m  на условие редукции 
(83) в условиях схемы квазиповторных наблю-
дений, проведенное методом статистических 
испытаний, показало, что этими величинами 
можно пренебречь [22]. Тогда условие редук-
ции примет вид 

 o o
o o

2 T 2
ζ(θ ) ( ) ( , ) ( ) ( ) σ (θ )m mA A S A n B    m H m  

 
o

o
2

1 , 1 ,
1

1 T

(θ ) ( 1) ( 1)

( ) ( , ) ( ).

n

m i p p i p p
i

f A A S A

   




     

 

 Z Z

m H m
. (84) 

Учитывая (79), из (84) получаем  

 

o
o

2 T 1

T 1

T

(θ ) ( ) ( , ) ( ) 1

( ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( )

m A A S A

A A S A
A A S A







  

 

m Σ M m

m Σ M m
m H m
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o

o

o
2

ζ

o
2

1 , 1 ,
1

{ ( ) σ (θ )

(θ ) ( 1) ( 1) }.

m

n

m i p p i p p
i

n B

   


   

     Z Z
 (85) 

Из (85) следует, что возможность редукции 
модели может быть обусловлена четырьмя при-
чинами: 

 малой нормой коэффициента o
o
θm ; 

 малой нормой вектора наблюдений рег-
рессора ( )Am ; 

 малым объемом выборок наблюдений 
( )n B ; 
 малым значением величины ζσ . 
Редукция модели, оптимальной по составу 

регрессоров, означает, что при выполнении со-
отношения между параметрами модели (85) 
следует исключить из модели регрессор m . Ре-
дуцированная (упрощенная) модель будет иметь 
меньшую ошибку прогнозирования выходных 
переменных на новых выборках наблюдений в 
сравнении с моделью с истинной структурой. 

Случай избыточного регрессора. Рассмот-
рим случай, когда в текущую структуру вклю-
чен излишний регрессор. Предположим для 
простоты, что это – регрессор с номером p , 
максимально удаленный предыдущим значе-
нием переменной и не участвует в формирова-
нии ее текущего значения, т.е. для структур-
ных матриц выполняется  

 
o

[ ]S S s , (86) 

где 
o
S  – структурная 

o
( )p m -матрица истин-

ной модели; S  – структурная 
o

( ( 1))p m  -ма-
трица текущей модели; s  – ( 1)p -вектор  

   T0, 0, ... , 0,1s . (87) 
Другими словами, в модели функциониро-

вания (7) в формировании ix


 не участвует ве-

личина i px


 , но в текущую модель она вклю-
чена.  

Сначала вычислим математическое ожида-
ние критерия регулярности. В рассматривае-

мом случае избыточного регрессора величина 
( | , )B A S  в (52) – нулевая. Для доказатель-

ства покажем, что вектор смещения ( | , )B A Sδ  
в случае избыточного регрессора – нулевой. 
Действительно, различие в структурных мат-
рицах (86), (87) приводит к выполнению  

 
o

( ) [ ]S  R XS X S s  

 
o o

[ ] [ ( ) ]S X S X s R r , (88) 
где r  – ( 1)n -вектор наблюдений избыточ-
ного регрессора. 

Используя (51)–(55), вычислим разность ма-
тематических ожиданий критерия регулярно-
сти для текущей структуры S  и истинной 

структуры 
o
S : 

 
o o

* *
2Δ ( , ) { ( )} { ( )}S S E ARD S E ARD S    

o
( | , ) tr[ ( | , )] tr[ ( | , )]B A S B A S B A S   P P , (89) 

где T( | , ) ( | , ) ( | , );B A S B A S B A S δ δ  ( | , )B A Sδ  – 
введенный в (45) ( 1)n -вектор смещения, обу-

словленный выбором структуры S вместо 
o
S . 

Для смещения ( | , )B A Sδ  в случае избы-
точного регрессора выполняется  

( | , )B A Sδ
o o o

( , ) [ ( , ) ( )]B S B S B  R θ R r  
1o

T o
1

T

o
T o o

1
T

( , ) [ ( , ) ( )]
( )

( , ) ( , ) .
( )

A S A S A
A

A S A S
A









  
   
    

 
 
  

R Σ R r
r

R Σ R θ
r

 (90) 

Далее, проведя вычисления аналогично (60)– 
(75), получим ( | , )B A S δ 0  и, соответствен-
но, ( | , ) 0B A S  .  

Для случая избыточного регрессора анало-
гично (78) – (81) получим  

o
tr[ ( , , ) ( , , )]B A S B A S P P  

o o o
1 T T

o
1

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

( ) ( ),

f S A A S A S A

f S q





  

 

r M M r

r
 (91) 
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где  
o o

T 1 T 1

o o o
T 1 1 T 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )

f S A A A S

S S S A

 
 

  
 

  

 

r Σ r r Σ R

R Σ R R Σ r
 

 
o

T 1( ) ( , ) ( )A A S A
 r Σ M r  (92) 

 – положительная величина, поскольку матри-

цы 1
Σ  и 

o
( , )A SM  положительно определены; 

o
( , )A SM  – ( )n n -матрица аналогична (69),(70); 

( )Ar  – ( 1)n -вектор, определенный в (88); для 
скалярной величины ( )q r  выполняется  

o
T 1 T 1( ) ( ) ( ) ( , ) ( )q g R A S A 

  r r g B R Σ r  
o

T 1 1( ) ( , ) ( )A A S R 
 r Σ R B g  

o o
T 1 1 1 T 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )A A S R A S A   

 r Σ R B G B R Σ r .(93) 

Учитывая (91), пренебрегая влиянием 
o

1( ) ( )f S q  r , получаем  

 
o o

1 T T
2

o o

Δ ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) 0,

S S f S A

A S A S A

  

 

r M

M r
 (94) 

где матрица 
o o o

T( , ) ( , ) ( , )A S A S A SH M M  – по-

ложительно определена, а величина 
o

1( )f S  
положительна, откуда следует выполнение (94). 
Из (94) следует, что в случае избыточного рег-

рессора истинная структура 
o
S  всегда лучше 

структуры S, а регрессор r  действительно не 
следует включать в модель. 

Заключение. Критерий регулярности для 
моделирования в классе авторегрессионных 
уравнений со случайными коэффициентами в 
условиях квазиповторных наблюдений постро-
ен и исследован по принципам МГУА. Полу-
чены условия существования оптимального 
множества регрессоров, зависящие от коэффи-
циентов моделей, матриц наблюдений регрес-
соров, дисперсии случайных составляющих и 
объемов выборок. Выявлены закономерности 
упрощения (редукции) оптимальной регресси-
онной модели. При выполнении условия ре-

дукции модель будет иметь меньшую ошибку 
прогнозирования выходной переменной на но-
вых выборках наблюдений в сравнении с мо-
делью, построенной на истинной структуре. 
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A.P. Sarychev 

Linear Autoregression with Random Coefficients Based on the Group Method of Data Handling  
in Conditions of Quasirepeated Observations  
Keywords: structural uncertainty, criterion of regulatory. 

Introduction and purpose: The linear autoregression equation is traditional mathematical object in the theory and prac-
tice of the Group Method of Data Handling (GMDH). In 80-th years of the last century academician O.G. Ivakhnenko often 
posed such tasks in connection with so-called “the objective system analysis (OSA)” and then, as a rule, as criterion of selec-
tion of models (parameter of quality of regression equation) the criterion of regularity of GMDH was applied. The developed 
criterion is the criterion of regularity which is constructed with dividing of observations on training and testing subsamples in 
conditions of quasirepeated observations.  

Methods: Object of research is process of modelling in a class of autoregression equations in conditions of uncertainty on 
structure of regressors. In this theoretical article we used the multivariate statistical analysis, the regression analysis, the the-
ory of matrixes, the mathematical analysis and the Group Method of Data Handling.  

Results: For modeling in a class of autoregression equations the criterion of regularity with dividing of observation sam-
ple on training and testing subsamples in conditions of quasirepeated observations is offered. It is proved, that the optimum 
set of regressors exists. The condition of a reduction of optimal autoregression equation is obtained. This condition depends 
on parameters of autoregression equation and volumes of samples.  

Conclusion: The developed criterion of regularity allows solving a problem of structural identification in a class of auto-
regression equations in conditions of quasirepeated observations and can be recommended at the decision of various scientific 
and practical problems. 
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