
ÓÄÊ 539.3;518

Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

òðåùèí â íåîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ñðåäå

Ï. Ï. Âîðîøêî

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïðî÷íîñòè èì. Ã. Ñ. Ïèñàðåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, Óêðàèíà

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïëîñêèõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ òðåùèí, èñïîëüçóþùàÿ èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà äëÿ ïåðåìåùåíèé è

äåôîðìàöèé íà ïîâåðõíîñòè òðåùèí. Ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëèðîâêè êðàåâûõ çàäà÷ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ óçëîâûå ïåðå-

ìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè òðåùèí. Ïðèâåäåííûå äàííûå ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè

ðåøåíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ñïîñîáàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ïðîñòðàíñòâåí-

íûå òðåùèíû, èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèé.
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V S, – ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà è îãðàíè÷èâàþùàÿ åå ïîâåðõíîñòü

n, u, �, � – âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S , âåêòîð ïåðåìåùåíèé,

åãî äèâåðãåíöèÿ è âèõðü ñîîòâåòñòâåííî
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Ââåäåíèå. Îäíèì èç âàæíûõ àñïåêòîâ ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-

æåíèé (ÊÈÍ) K I , K II , K III â òðåõìåðíûõ òåëàõ ñ òðåùèíàìè ðàçëè÷íîé

êîíôèãóðàöèè. Ñ ýòèì ÷àùå âñåãî ñòàëêèâàþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ðàçëè÷íûìè 3D êîäàìè. Èçâåñòíî

ìíîãî ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ, êîòîðûå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè (ÍÄÑ) îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû.

Âûáîð ìåòîäà çàâèñèò îò ðàñ÷åòíîé ñõåìû è ñòðóêòóðû ìîäåëè ÌÊÝ îáúåêòà

èññëåäîâàíèÿ. Óíèâåðñàëüíûå ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ èíôîðìàöèè

î ÍÄÑ â ðàìêàõ òåõíîëîãèè è ðåàëèçàöèè ÌÊÝ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ

îòñóòñòâóþò. Òàê, â ýêñïåðòíîì èññëåäîâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòîâ îïðå-

© Ï. Ï. ÂÎÐÎØÊÎ, 2011

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2011, ¹ 2 71



äåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ñðåäñòâàìè ïàêåòà ABAQUS [1] è

èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ óêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ðåêîìåíäàöèè âðÿä ëè

áóäóò ðàçðàáîòàíû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé íà

ïîâåðõíîñòè òðåùèí íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé õàðàêòåðèñòèê

ÍÄÑ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíûõ òåë è

âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðó-

øåíèÿ [2]. Èñïîëüçîâàòü ïåðåìåùåíèÿ åñòåñòâåííî, òàê êàê îøèáêà ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ ÌÊÝ ïî ïåðåìåùåíèÿì ìèíèìàëüíà, è âû÷èñëåíèÿ íå

òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (óñðåäíåíèå, àïïðîêñèìàöèÿ ïðî-

èçâîäíûõ, ââåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ è ò.ï.). Èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè

âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ ïî ïåðåìåùåíèÿì ïðè ìîäåëèðîâàíèè óñòàëîñòíîãî ðîñòà

òðåùèí [3] ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ïðè íåçíà-

÷èòåëüíûõ çàòðàòàõ íà ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ÌÊÝ. Èññëåäîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ

íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïî äàííûì ÌÊÝ ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà âòîðîãî

ðîäà âäîëü ëèíèè íîðìàëè ê ôðîíòó òðåùèíû [4] ïîäòâåðæäàþò âûâîäû

ðàáîòû [3].

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðèâåäåíû ðàíåå [5] è

èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåìåùåíèé. Â

íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòè ïîëîæåíèÿ ðàçðàáîòàíû â ðóñëå èäåé ïðÿìûõ ìåòîäîâ

ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÌÑÈÓ) [6] ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ ðàç-

ìåðíîñòè ìàòðèö ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

óñèëèé è âðåìåíè íà èõ ôîðìèðîâàíèå, à òàêæå çàòðàò íà äèñêðåòèçàöèþ

ïîâåðõíîñòè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Â âûêëàäêàõ íå ó÷èòûâàþòñÿ îáúåìíûå

ñèëû óðàâíåíèé â ïåðåìåùåíèÿõ Ëàìå.

Èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé. Â ðà-

áîòå [5] íà îñíîâå òåîðåìû âçàèìíîñòè ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïåðåìåùåíèé, äèâåðãåíöèè è âèõðÿ â âèäå

�( ) |( ) | ,x u p s U u W� � � � � S � � 	( ) |( ) | ;x p s�� � �
1

1c S

� � 	 � 	( ) |( ) | ,x p s n� � � � �  S �( ) ,x �1 x �V ,

�( ) , ,x �0 5 x � S ;

(1)

s u n n�  � � � , p s n n� � � �c1� �; (2)

U 1 r� �  �c c2 3	 	 , W n n n 1� �  �  � � �	 	 	 . (3)

Ïðåäñòàâëåíèÿ (1)–(3) îòëè÷àþòñÿ îò ïðèíÿòûõ â ïðÿìûõ ìåòîäàõ ñèíãó-

ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âûäåëåíèåì â âûðàæåíèè âåêòîðà ïîâåðõ-

íîñòíûõ íàïðÿæåíèé ñëàãàåìîãî s è ïðèâîäÿòñÿ ê íèì âêëþ÷åíèåì â “ñèëî-

âîé” òåíçîð W âåêòîðà s U� . Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ â

äàëüíåéøåì äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òðåùèí ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ôðîí-

òîì.
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Ïðåîáðàçóåì òåíçîð W. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

| ( , ) | | ( , ) ( )| ,s u n s u n u n n	 	 	 	S S� � � �  �  �

ïîëó÷àåì

� 	 	( ) |( ) | |( ) ( )| .x u p s U u W p s U s u n� � � � � � � � � � �S S (4)

Ïóñòü ïëîñêîñòü òðåùèíû S ò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà Õ 3 0� , îãðàíè÷åííîé ãëàäêèì êîíòóðîì Lò (ðèñ. 1).

Â ïðåäñòàâëåíèè (4) âûäåëèì êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ u1 , u2 , x � S ò

è îïðåäåëèì äâóõìåðíóþ äèâåðãåíöèþ � � � � �( ) .u � �u x u x1 1 2 2

Â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ � 	( ),u r� � ãäå u u� ( )y – ïðî-

èçâîëüíûé âåêòîð, ïîëó÷èì

� 	 	( ) ( )u r u r� � � �  � �div

� � � � � � � � � � � �u r r r u r r r r( ( )) ( ) ,2 3 3 03 3 3 5r r r rx

è ïðåäñòàâëåíèå (4) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

� 	( ) |( | .u s s n� � �� �
1

1c S (5)
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Ðèñ. 1. Ïëîñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ òðåùèíà S ò ïî ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà Õ 3 0� .



Ïîñòàíîâêà çàäà÷ äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ äåôîðìàöèè îêðåñòíîñòè

ôðîíòà òðåùèíû. Ñèììåòðè÷íîå íàãðóæåíèå (íîðìàëüíûé îòðûâ). Âñëåä-

ñòâèå ñèììåòðèè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà, ãäå ðàñïîëîæåíà òðåùèíà, êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è çàïèñûâà-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p c3 3 1 3� � � � �p i s i� , p� �0, x � S , ��1 2, ,

u w3 0� � , x � �S S ò .
(6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè (1), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

(5) ïîëó÷àåì

� �� �2 1 2 3( ) ,p s i� ��3

1

2
�, � � �u x3 3

1

2
� , x � S ò (7)

è ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè � ñî ñìåøàííûìè êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè íà ëèíèè ôðîíòà òðåùèíû:

� �� 0, õ �V ;

� �� �2 1 2 3( ) ,p x � �S Lò ò ; i 3 0� �� , x � �S S ò .
(8)

Íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé çàäà÷è (8) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ –

îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëåìåíòà óïðóãîé ñðåäû, ÷òî ïðåäïî÷òè-

òåëüíåå äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Òàê, ïðèâåäåííûå â [7] óñëîâèÿ (7)

ñîáëþäàþòñÿ, åñëè �, s3 , � �u x3 îïðåäåëÿòü ÷åðåç âòîðûå ïðîèçâîäíûå

ñêàëÿðíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f x( ), ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

ðåøåíèÿ â ôîðìå Òðåôôöà. Èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ Ãðèíà è

Ñíåääîíà [7], Ëóðüå [8] è äðóãèõ àâòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì,

îäíàêî ôîðìóëèðîâêà êðàåâûõ çàäà÷ ÿâíî èõ íå ó÷èòûâàåò.

Ïîñêîëüêó íà ïîâåðõíîñòè òðåùèíû äèâåðãåíöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîð-

ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü

( )| | ( )| | | | | |1 1 3� � � � ��  � �� � 	p u S S y S Sp w w w
ò ò ò

��  �  �  � | | | | |( ) |( ) | | .w w w wx y S S x y S S	 	
ò ò ò ò

(9)

Ïðèäàäèì óðàâíåíèþ (9) ñëåäóþùèé âèä:

� w x y S Sp w w w� � � �  �  �[| ( ) ( ) |( ) | | ] .1 03� 	
ò ò

(10)

Âåëè÷èíó � w íàçîâåì ÷àñòüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, çàâèñÿ-

ùåé îò ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òðåùèíû, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ

óñëîâèÿ ñèììåòðèè íàãðóçêè è ôîðìóëû (7).

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï “âèðòóàëüíûõ ðàáîò”, ïîëó÷àåì

� � � � 	� w x y S Sp w w w� � � �  �  �[| ( ) ( ) |( ) | | ] .1 03 ò ò
(11)

74 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2011, ¹ 2

Ï. Ï. Âîðîøêî



Ïðèðàâíèâàíèå äèâåðãåíöèè íà ïîâåðõíîñòè òðåùèíû ñîãëàñíî (7) ïðè-

âîäèò ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà îòíîñè-

òåëüíî ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé. Ýòà ñèñòåìà íîðìàëüíî íåðàçðåøèìà. Â

óðàâíåíèè (11) ó÷èòûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ðàáîòû âíåøíèõ ñèë, è íåèçâåñò-

íàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèåì ñ îïðåäåëåííûìè íà êîíòóðå òðåùèíû

çíà÷åíèÿìè. Êðàåâûå óñëîâèÿ åñòü åñòåñòâåííûìè è àâòîìîäåëüíûìè íà

ïîâåðõíîñòè òðåùèíû ïðè àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè V .

Â ïîäòâåðæäåíèå äîñòîâåðíîñòè ôîðìóë (8) ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ

êðóãîâîé òðåùèíû ðàäèóñà R , íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîé çàäàíà èçìåíÿþùàÿñÿ

âäîëü ðàäèóñà íàãðóçêà p3 ( ).� Èñïîëüçóåì ôîðìóëó äèâåðãåíöèè è îïðå-

äåëèì ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå íà ïîâåðõíîñòè òðåùèíû:

� �
�

� � ���� � �2 1 2
1

3( ) ( ) ,p u u p d�

�

� �� ��2 1 2 3

0

( ) , 0� �� R. (12)

Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé u � äëÿ ïîñòîÿííîé íàãðóçêè ñ äàííûìè ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [9] ïîêàçûâàåò ïðàêòè÷åñêè îäèíà-

êîâûå ðåçóëüòàòû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì äëÿ ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (12) êàêèì-ëèáî ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

Àíòèñèììåòðè÷íîå íàãðóæåíèå (ïîïåðå÷íûé è ïðîäîëüíûé ñäâèã). Äëÿ

ýòîãî âèäà íàãðóæåíèÿ êðàåâûå óñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå

p3 0� , x � S , p q� �� , x � S ò , u� �0, x � �S S ò , ��1 2, . (13)

Íà ïîâåðõíîñòè S êîìïîíåíòû âèõðÿ è ïåðåìåùåíèå w áóäóò:

� 	 � 	1 3 2 3 12� �| | ,, ,s S ò
� 	 � 	2 3 1 3 22� � �| | ;, ,s S ò

s u u3 1 1 2 2�� �( ),, , �3 1 2 2 1

1

2
� �( ),, ,u u w

c
s S��

1

1
3 | | .	

ò

(14)

Äèôôåðåíöèðóÿ w è êîìáèíèðóÿ ñ �1 , �2 , à òàêæå ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-

äåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé u1 , u2 :

| | | |( ) | |(, , , , ,p u u u u u u uS S1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2

1

1
�

�
� 	 �

ò ò
�

�
� � � 2 1, ) | | ;	 S Sò ò

| | | |( ) | |(, , , , ,p u u u u u u uS S2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1

1
�

�
� 	 �

ò ò
�

�
� � � 2 1, ) | | .	 S Sò ò

(15)

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïî çíà÷åíèÿì ïåðåìåùåíèé ó ôðîíòà òðåùèíû îïðå-

äåëÿåì ÊÈÍ K II è K III .

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è îïðåäåëåíèå

ÊÈÍ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (11) è (15) ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì êîíòóðîì

òðåùèíû ñ ïîçèöèé äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëîâ è àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîä-

íûõ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ÌÊÝ. Îáëàñòü òðåùèíû ðàçáèâàëè òðåõóçëî-
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âûìè òðåóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ó êîíòóðà òðåùèíû ìîäåëèðîâàëè �-ïîÿñîê

òàê, ÷òîáû “ðàçìåð ýëåìåíòà” ïî íîðìàëè ê êîíòóðó áûë ïðèáëèæåííî ðàâåí

ïîëîâèíå “ðàçìåðà” âäîëü êîíòóðà. Ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàëè ëèíåé-

íûìè ôóíêöèÿìè ôîðì, à èíòåãðèðîâàíèå – ñóììèðîâàíèåì ïî ýëåìåíòàì.

Äëÿ èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííîé òî÷êîé õ èñïîëüçîâàëè êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [10]. Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé ñòðîêà

ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âàðèàöèè �� w èìååò âèä

�� w
i j i i m

m ne

n n

n

w f w f w( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

,

[ ] [ ]

,

�  � 
� �

� �
1 1 3

�

�

�
�

�

�

�
�

��

��
kj ne

m
I

1 71

1

,,

[ ]
,	 (16)

ãäå ne – ÷èñëî ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè;  �[ ] ( )j – ãðàäèåíò îáúåêòà j-ãî

ýëåìåíòà ïî îáëàñòè S j[ ] ; f i[ ] – ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðì; I
m

1	
[ ]

– ïîòåíöèàë

ïðîñòîãî ñëîÿ ïî ýëåìåíòó; k – íîìåð óçëà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ñèñòåìó (15) ôîðìèðîâàëè àíàëîãè÷íî ñõåìå âàðèàöèè (16). Ïîòåíöèàëû

ïðîñòîãî ñëîÿ â (16) ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè èíòåãðàëàìè, êîòîðûå èñïîëü-

çóþòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ñèñòåì óðàâíåíèé ÌÑÈÓ [6]. Êîýôôèöèåíòû

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âû÷èñëÿëè ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì äëÿ

óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòà ñ äâóìÿ óçëàìè íà êîíòóðå òðåùèíû è

îòíîñèëè ê ñðåäíåé òî÷êå ñòîðîíû ýëåìåíòà êîíòóðà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ

äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ òðåùèí ñ ïîëóîñÿìè à, b ïðè äåéñòâèè ïîñòîÿííûõ

íîðìàëüíîé è êàñàòåëüíîé âäîëü ìàëîé ïîëóîñè ýëëèïñà íàãðóçîê ñ àíàëèòè-

÷åñêèìè ðåøåíèÿìè [7] ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2–4, ãäå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè

ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî÷êàìè – ïðèáëèæåííîå. Òðèàíãóëÿöèþ

îáëàñòåé îñóùåñòâëÿëè ñðåäñòâàìè 2D ãåíåðàòîðà ïàêåòà RELAX-2D [9].

×èñëî ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò 1024, ÷èñëî óçëîâ – 580.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëåíèÿ K I c èçâåñòíûìè äàííûìè, ïîëó-

÷åííûìè èíûìè ìåòîäàìè, ïðîâîäèëè äëÿ íåêîòîðûõ êîíôèãóðàöèé ôðîíòà

òðåùèíû. Çíà÷åíèÿ K I âçÿòû èç ñïðàâî÷íèêà [11]. Ðåøàëè çàäà÷è äëÿ ïðÿìî-

76 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2011, ¹ 2

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðè íîðìàëüíîì îòðûâå K I .

K p bI [ ( ) ]/
 1 2

Ï. Ï. Âîðîøêî



óãîëüíîé òðåùèíû (a b�10), òðåóãîëüíîé ðàâíîñòîðîííåé (2 1à� ), ïîëóêðó-

ãîâîé (à�1) è êîëüöåâîé (a b�0 5, ) ïðè � �0 3, , Å �1 ÌÏà, p i�� 3 .

Îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü â çíà÷åíèÿõ K I äëÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê ôðîíòà

òðåùèí íå ïðåâûøàåò 10%, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì

ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ.

Â û â î ä û

1. Ñôîðìóëèðîâàíà íîâàÿ ïîñòàíîâêà òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè

óïðóãîñòè äëÿ ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òðåùèí ñ ãëàäêèì ôðîíòîì â

íåîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ñðåäå. Íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ

ôèçè÷åñêèå ïåðåìåííûå: îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëåìåíòà óïðóãîé

ñðåäû è ïðîåêöèè âèõðÿ ïåðåìåùåíèé, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ ïðàêòè-

÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

2. Ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé

íà ïîâåðõíîñòè òðåùèí è ÊÈÍ äëÿ òðåõ âèäîâ äåôîðìèðîâàíèÿ îêðåñòíîñòè

ôðîíòà òðåùèíû.

3. Äîñòîâåðíîñòü ìåòîäà ïîäòâåðæäåíà ïðè ñðàâíåíèè ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è äàííûìè, ïîëó÷åííûìè èíûìè

ñïîñîáàìè.

4. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà êàê àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà ðåàëèçàöèè ÌÑÈÓ

çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâåííîì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñíèæåíèè ðàçìåð-

íîñòè ìàòðèö ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

çàòðàòå óñèëèé è âðåìåíè íà èõ ôîðìèðîâàíèå è äèñêðåòèçàöèþ ïîâåðõíîñòè

êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.
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 1 2
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 1 2
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Ð å ç þ ì å

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü

ïëîñêèõ ïðîñòîðîâèõ òð³ùèí, ÿêà âèêîðèñòîâóº ³íòåãðàëüí³ òîòîæíîñò³ ïåðå-

ì³ùåíü ³ äåôîðìàö³é íà ïîâåðõí³ òð³ùèí. Îòðèìàíî íîâ³ ôîðìóëþâàííÿ

êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ ë³í³éíî¿ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ, ùî âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé ìåòîäà ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Íåâ³äî-

ìèìè ôóíêö³ÿìè º âóçëîâ³ ïåðåì³ùåííÿ íà ïîâåðõí³ òð³ùèí. Íàâåäåí³ äàí³

ïîð³âíþþòüñÿ ç àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè ³ ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ³íøè-

ìè ìåòîäàìè.
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