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Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû, Êèåâ, Óêðàèíà

Èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû è ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè

ðàçðóøåíèÿ â ïðèçìàòè÷åñêèõ òåëàõ ñ òðåùèíàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ è äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ, èíâàðèàíòíûé J-èíòåãðàë, êîíòóð

èíòåãðèðîâàíèÿ, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ çàäà÷è.

Äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ òðåáóåòñÿ ïðèìå-

íåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).

Îñîáåííî ñëîæíûìè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ ïîñòàíîâêà è ðàçðàáîòêà ïðîöåäóð

ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ïîâûøåíèå

ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæåò

áûòü äîñòèãíóòî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ìîäèôèêàöèé ÌÊÝ, îäíîé

èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÏÌÊÝ)

[1, 2]. Ìåòîä ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà

çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ) íà

îñíîâå ïðÿìîãî ìåòîäà ïðè ñèëîâîì [1, 2] è òåðìîñèëîâîì [3] íàãðóæåíèè, à

òàêæå çàäà÷ î ìîäåëèðîâàíèè ðîñòà òðåùèí â ïðîñòðàíñòâåííûõ òåëàõ [4].

Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ è îïðåäåëÿåìûõ íà èõ îñíîâå

âåëè÷èí ÊÈÍ îãðàíè÷åíà çàäà÷àìè ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïðè

ðàññìîòðåíèè óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë. Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ îäíîçíà÷-

íóþ ñâÿçü ìåæäó J-èíòåãðàëîì è ÊÈÍ ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè, âîç-

ìîæíîñòü ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ êàê

ïðÿìûìè, òàê è ýíåðãåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïðîâåðêó

äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííûõ

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ îöåíêè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè òåë ñ òðåùèíàìè

íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ýíåðãåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè J-èíòåãðàëà ×åðåïàíîâà–Ðàéñà [5, 6] –

íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â

íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñîçäàíèè òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ, ïðîâåäå-

íèè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíîãî J-èíòåãðàëà

â ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåëàõ íà îñíîâå ÏÌÊÝ, àíàëèçå äîñòî-
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âåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, â òîì ÷èñëå ñ òî÷êè çðåíèÿ óäîâëåòâîðå-

íèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ èíâàðèàíòíîñòè J-èíòåãðàëà, è ñðàâíåíèè

ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå ðåàëèçàöèÿ íîâîé ìåòîäèêè âû÷èñëåíèÿ

J-èíòåãðàëà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èò åãî èíâàðèàíòíîñòü â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ

ÌÊÝ êàê â ëèíåéíûõ, òàê è â íåëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ áàçîâûì îïðåäåëåíèåì J-èíòåãðàëà [5, 6] äëÿ åãî âû÷èñ-

ëåíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ôðîíòà òðåùèíû (íà ðèñ. 1 ò. Ñ) â åå îêðåñòíîñòè

âûäåëÿþò ïîâåðõíîñòü F F F Fk� � �1 2 ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè, îõâà-

òûâàþùóþ ôðîíò òðåùèíû è èìåþùóþ õàðàêòåðíûé ðàçìåð � âäîëü íåãî.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå ãèïîòåç

ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, èìååò âèä
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;  ij , � ij –

êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; nk – êîìïîíåíòû âíåøíåé

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ F; ui – ïåðåìåùåíèå.

Ïîâåðõíîñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà â îêðåñòíîñòè ëþáîé èç òî÷åê

ôðîíòà òðåùèíû áóäåò ñîñòîÿòü èç êîíòóðíîé (Fk ) è äâóõ áîêîâûõ (F1 è F2):

J J J JF F Fk
� � �

1

1 2�
( ). (2)

Ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé íà îñíîâå ÏÌÊÝ,

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ äëÿ òåë êàíîíè÷åñêîé ôîðìû, â

çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ôðîíòà òðåùèíû è

îáðàçóþùåé, öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òåëà ñ ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷-

íûìè òðåùèíàìè [2].

Â òåëàõ ñ ïðîäîëüíûìè òðåùèíàìè ôðîíò è ïîâåðõíîñòü òðåùèíû

ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ. Òî÷êè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà (íà ðèñ. 1 ò. C) â ýòîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, Ñ. Î. Ïèñêóíîâ è äð.
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Ðèñ. 1. Ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå îïðåäåëåíèÿ J-èíòåãðàëà.



ïîñåðåäèíå ìåæäó êàæäîé ïàðîé òî÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ (íà ðèñ. 2 ò. �C è ��C ),

à áîêîâûå ïîâåðõíîñòè F1 è F2 ïðîõîäÿò ÷åðåç ýòè òî÷êè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ÏÌÊÝ

äëÿ òåë ñ ïðîäîëüíûìè òðåùèíàìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðàâåíñòâà

íóëþ ïåðåìåùåíèé u �3 íà òîðöàõ (ïîâåðõíîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè z �3 )

ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ ñ ïîñòîÿííûìè

âäîëü ôðîíòà òðåùèíû çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Òàêèå

çàäà÷è ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû äâóõìåðíûì çàäà÷àì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü

îöåíèòü äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà

ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ÏÌÊÝ, ïóòåì èõ ñðàâíåíèÿ ñ

èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè äâóõìåðíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ.

Â òåëàõ ñ ïîïåðå÷íûìè òðåùèíàìè ôðîíò è ïîâåðõíîñòü òðåùèíû

ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà (ðèñ. 3), ïîýòîìó àïïðîê-

ñèìàöèÿ ôðîíòà òðåùèíû âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óçëîâ êîíå÷íîýëåìåíòíîé

ñåòêè. Ñîîòâåòñòâåííî J-èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ â óçëàõ ñåòêè (íà ðèñ. 3 ò. Ñ).

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð � ïîâåðõíîñòè F ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ), ïðèëåãàþùèõ ê äàííîìó óçëó è ðàñïîëîæåííûõ

âäîëü ôðîíòà òðåùèíû, à áîêîâûå ïîâåðõíîñòè F1 è F2 ïðîõîäÿò ÷åðåç

öåíòðû ÊÝ.
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Ðèñ. 2. Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ J-èíòåãðàëà â òåëàõ ñ ïðîäîëüíûìè òðåùèíàìè.

Ðèñ. 3. Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ J-èíòåãðàëà â òåëàõ ñ ïîïåðå÷íûìè òðåùèíàìè.



Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëîâ ïðèìåíåíèÿ äàííîé ìåòîäèêè è îöåíêè

âåëè÷èí âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñòåé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ÷èñëåííîé àïïðîê-

ñèìàöèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíòóðîâ ðàçíîãî ðàçìåðà, ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû J-èíòåãðàëà â òåëàõ ñ òðåùè-

íàìè íîðìàëüíîãî îòðûâà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåñòîâûå çàäà÷è

î äåôîðìèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ñ ïðîäîëüíûìè òðåùèíàìè ñ ïîñòî-

ÿííûìè âäîëü èõ ôðîíòà çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû J-èíòåãðàëà âî âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïî-

âåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå ïîïåðå÷íîå

ñå÷åíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê ôðîíòó òðåùèíû, ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé êâàäðàò ñ

ðàâíîîòñòîÿùèìè îò ôðîíòà òðåùèíû ñòîðîíàìè [2, 7]. Ýòî ðàññòîÿíèå

õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñ÷èòàííûì îò ôðîíòà òðåùèíû (èëè âåðøèíû òðåùèíû –

äëÿ äâóõìåðíîãî ñëó÷àÿ) êîëè÷åñòâîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ N e . ×åðåç ñåðå-

äèíó ïîñëåäíåãî èç ýëåìåíòîâ ïðîõîäèò ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ (êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ). Â äàëüíåéøåì âåëè÷èíà N e èñïîëü-

çóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óêàçàííûõ Ï-îáðàçíûõ êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

(Ï-êîíòóðîâ). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-

òàòîâ âî âñåõ ñëó÷àÿõ äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ êîíòóðîâ âûïîë-

íÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðíîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.

Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ êîíòóðà è ñîîòâåòñòâåííî

ðàçìåðîâ ÊÝ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòî-

âåðíûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà, ðàññìàòðèâàåòñÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à

îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè êâàäðàòíîé ïëàñòèíû ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé ïðè

óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè (ðèñ. 4,à) [8]. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ÏÌÊÝ, ïëàñòèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåëî ñ ïðîäîëüíîé òðåùèíîé,

íà òîðöàõ ðåàëèçîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêîìó äå-

ôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ. Ýòàëîííûå çíà÷åíèÿ J-èíòåãðàëà îïðåäåëÿþòñÿ

íà îñíîâå âû÷èñëåííûõ ïðÿìûì ìåòîäîì âåëè÷èí ÊÈÍ, ñâÿçàííûõ ñ J-èíòå-

ãðàëîì ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè ñîîòíîøåíèåì

J kK E� I
2 , (3)

ãäå k �1 â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ; k � �1 2� â óñëî-

âèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå [2], îáåñïå÷åíèå óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè

ðåçóëüòàòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ÊÈÍ ïðÿìûì ìåòîäîì òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ â

îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû ÊÝ, ðàçìåð êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 1/10 õàðàê-

òåðíîãî ðàçìåðà òðåùèíû lòð (l le �
1

10 òð). Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ çàâèñè-

ìîñòè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà îò õàðàêòåðíîãî òîïîëîãè÷åñ-

êîãî ðàçìåðà êîíòóðà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ

ýòàëîííûì ðåøåíèåì âû÷èñëåíèå J-èíòåãðàëà áûëî ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçî-

âàíèåì â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ðåãóëÿðíîé ñåòêè ðàçìåðîì 20 20� ÊÝ. Ïðèí-

öèï ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè íà îñíîâå ÏÌÊÝ ïðîèëëþñòðèðîâàí íà

ðèñ. 4,á. Ðàññìîòðåííûå ïðè ýòîì êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà
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ðèñ. 4,â, ãäå òàêæå ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòå-

ãðàëà îò õàðàêòåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ðàçìåðà êîíòóðà N e . Êàê âèäíî,

ñõîäèìîñòü ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 2% äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàñïîëîæåíèè êîíòóðà íà

ðàññòîÿíèè òðåõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ÊÝ îò âåðøèíû òðåùèíû. Ïðè áîëü-

øåì ðàññòîÿíèè è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèè ðàçìåðà êîíòóðà ïîãðåøíîñòü

óìåíüøàåòñÿ ëèøü íà 0,2%.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðîâåäåíî â

çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ÊÝ â ïðèâåðøèííîé îáëàñòè ïðè ïîñòî-

ÿííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðàõ êîíòóðà. Ðàçìåð ÊÝ ñâÿçàí ñ õàðàêòåðíûì

ðàçìåðîì òðåùèíû ñîîòíîøåíèåì l
n

le
e

�
1

òð , ãäå ne – êîëè÷åñòâî ÊÝ âäîëü

ôðîíòà òðåùèíû. Íàèáîëåå ðåäêàÿ ñåòêà, íà êîòîðîé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí

îáåñïå÷èâàþùèé ïîëó÷åíèå äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ êîíòóð (òîïîëîãè÷åñ-

êèé ðàçìåð N e �3), 6 6� ÊÝ ïðè ne �3 (ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ äëÿ òåëà ñ ïðîäîëüíîé òðåùèíîé ïðåäñòàâëåíî

íà ðèñ. 5,à). Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè äàëüíåéøåì ñãóùåíèè ñåòêè äî

10 10� (ðèñ. 5,á), 20 20� (ðèñ. 4), à òàêæå 30 30� è 40 40� ÊÝ è ñîîòâåòñò-

âóþùåì óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ÊÝ îò
1

5
äî

1

20
äëèíû òðåùèíû ïðè íåèçìåí-

íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðàõ êîíòóðà (N e �3), ïîêàçûâàþò, ÷òî ñõîäèìîñòü

ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 2%, òàê æå êàê è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍ íà îñíîâå ïðÿìîãî

ìåòîäà, äîñòèãàåòñÿ ïðè îòíîøåíèè ðàçìåðîâ ÊÝ è òðåùèíû 1/10 (ðèñ. 5,â).
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à á â

Ðèñ. 4. Ïëàñòèíà ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé: à – ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà; á – êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ

ìîäåëü; â – ñõîäèìîñòü J-èíòåãðàëà.

à á â

Ðèñ. 5. Êîíòóðû òîïîëîãè÷åñêèì ðàçìåðîì N e � 3 â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ äèñêðåòíûõ ìîäå-

ëåé ÏÌÊÝ (à, á) è ñõîäèìîñòü J-èíòåãðàëà (â).



Òàêèì îáðàçîì, áûëè îïðåäåëåíû ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûå ðàçìåðû

êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, êîëè÷åñòâî è õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ÊÝ äëÿ äîñòî-

âåðíîãî âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû J-èíòåãðàëà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î äîñòîâåðíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ôîðìóë (1), (2) â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ïðîâîäèëè îïðåäåëåíèå

J-èíòåãðàëà ïðè äåôîðìèðîâàíèè êîìïàêòíîãî îáðàçöà (ðèñ. 6,à) [8]. Ìàòå-

ðèàë îáðàçöà – ñòàëü 12Õ2ÌÔÀ, äëÿ êîòîðîé Å � �2 05 1011, Ïà, � �0 3, , à

çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èìååò âèä

  �m p� �1 0 645 0 388, ( ) ,,  m �637 ÌÏà.

Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ ïîêàçàíî íà ðèñ. 6,á. Ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è âíåøíÿÿ íàãðóçêà, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ êîòîðîé ðàâíà ñèëå Ð,

ðàñïðåäåëåíà ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îòâåðñòèÿ.

Ïîëó÷åííûå â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèé

ñõîäèìîñòè çíà÷åíèÿ J-èíòåãðàëà ïðè ðàçíûõ âåëè÷èíàõ íàãðóçîê ñîâïàäàþò

ñ ïðèâåäåííûìè â [8] (ðèñ. 6,á), ÷òî ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü èñïîëü-

çîâàííîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ J-èíòåãðàëà â çàäà÷àõ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî

äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ âäîëü ôðîíòà òðåùèíû çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîé ìåòîäèêè âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíîãî J-èíòåãðà-

ëà áûëà èññëåäîâàíà íà îñíîâàíèè àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ òåñòîâîé

çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé â óñëî-

âèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè [9] (ðèñ. 7,à). Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå äèñêðåòíîé

ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà ïëàñòèíû ðàçìåðîì 2 2 8 8b b� � � ñì è

êîíòóð äëÿ âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7,á. Íàãðóæåíèå

ôðàãìåíòà îñóùåñòâëÿëîñü ïî ïëîñêîñòÿì z b� �1 è z b� �2 íåðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêîé q�10 ÌÍ/ì 2.

Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí êîíòóðíîãî J-èíòåãðàëà îò

êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ N â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäå-
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à á

Ðèñ. 6. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà êîìïàêòíîãî îáðàçöà (à) è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ïðè

ðàçíûõ âåëè÷èíàõ íàãðóçêè (á): òî÷êè – ïî ôîðìóëàì (1), (2); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ïî äàííûì [8].



ëè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ìåòîäèêè (êðèâàÿ 2) è

ìåòîäà ýêâèâàëåíòíîãî îáúåìíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [9] (êðèâàÿ 3) â ñðàâíåíèè

ñ ýòàëîííûì ðåøåíèåì (ëèíèÿ 1). Êàê âèäíî, ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-

÷åííûõ ïî ôîðìóëå (1), ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì ïî ìåòîäó

ýêâèâàëåíòíîãî îáúåìíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êîëè÷åñòâî íåèçâåñò-

íûõ äèñêðåòíîé ìîäåëè, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåëè÷èí J-èíòåãðàëà ñ

ïîãðåøíîñòüþ â ïðåäåëàõ 0,5% ïî ôîðìóëå (1), ïðèìåðíî â 3,5 ðàçà ìåíüøå,

÷åì ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [9].

Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ïðè èñïîëüçîâà-

íèè äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ÏÌÊÝ äëÿ òåë ñ ïîïåðå÷íûìè òðåùèíàìè ïðè

ïîñòîÿííûõ âäîëü ôðîíòà çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ áûëî

îïðåäåëåíî çíà÷åíèå J-èíòåãðàëà äëÿ ïëàñòèíû ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé ñ

ïîìîùüþ ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 9 äèñêðåòíîé ìîäåëè. Íà ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñ-

òèíû ïðè z l� ��1 2 ðåàëèçîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëî-

âèÿì ïëîñêîé äåôîðìàöèè (u � �1 0). Çíà÷åíèÿ J-èíòåãðàëà, ïîëó÷åííûå äëÿ
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à á

Ðèñ. 7. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà (à) è ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ (á) äëÿ áåñêîíå÷-

íîé ïëàñòèíû.

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà â áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå.

Ðèñ. 9. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ÏÌÊÝ ïëàñòèíû ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé êàê òåëà ñ ïîïåðå÷íîé

òðåùèíîé.



ñëó÷àåâ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé òðåùèí, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñ

ýòàëîííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Äàëüíåéøóþ àïðîáàöèþ ìåòîäèêè ïðîâîäèëè íà ïðîñòðàíñòâåííûõ çà-

äà÷àõ î äåôîðìèðîâàíèè òåë ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ âäîëü ôðîíòà òðåùèíû. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá îïðå-

äåëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ âäîëü ôðîíòà òðå-

ùèíû äëÿ áåñêîíå÷íîãî (ðèñ. 10,à) è ïîëóáåñêîíå÷íîãî (ðèñ. 10,á) òåë ñîîò-

âåòñòâåííî ñ ýëëèïòè÷åñêîé è ïîëóýëëèïòè÷åñêîé òðåùèíàìè.

Ðàñïðåäåëåíèå ÊÈÍ âäîëü ôðîíòà òðåùèíû, ïîëó÷åííîå íà îñíîâàíèè

çíà÷åíèé J-èíòåãðàëà, âû÷èñëåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîé ìîäåëè

ÏÌÊÝ òåëà ñ ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé (ðèñ. 10,â) ïî ôîðìóëå (1) äëÿ ïîëóáåñêî-

íå÷íîãî òåëà ñ ïîëóýëëèïòè÷åñêîé òðåùèíîé, ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 5% ñîâïàëî

ñ ðåøåíèåì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [10]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû

òàêæå äëÿ áåñêîíå÷íîãî òåëà ñ ýëëèïòè÷åñêîé òðåùèíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-

øåíèé (1), (2) ïðè ñîáëþäåíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ è îáîñíîâàííûõ âûøå

òðåáîâàíèé ê äèñêðåòíîé ìîäåëè è êîíòóðó èíòåãðèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò

ïîëó÷åíèå äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÌÊÝ äëÿ îáúåêòîâ ñ
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à á

â

Ðèñ. 10. Îïðåäåëåíèå J-èíòåãðàëà â òåëàõ ñ ïîïåðå÷íûìè òðåùèíàìè: ðàñ÷åòíûå ñõåìû

áåñêîíå÷íîãî (à) è ïîëóáåñêîíå÷íîãî (á) òåë ñ ýëëèïòè÷åñêîé è ïîëóýëëèïòè÷åñêîé òðåùè-

íàìè, äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ÏÌÊÝ è ðàñïðåäåëåíèå ÊÈÍ âäîëü ôðîíòà òðåùèíû (â): 1 – äàííûå

ïî ÏÌÊÝ; 2 – äàííûå [10].



ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè òðåùèíàìè ïðè ïîñòîÿííûõ âäîëü ôðîíòà

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ è îáúåêòîâ ñ ïîïåðå÷íûìè òðå-

ùèíàìè ïðè íåðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøå-

íèÿ âäîëü ôðîíòà òðåùèíû.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîñòðàíñò-

âåííûõ çàäà÷ ïðîâåäåíî ïðè ðàññìîòðåíèè òåñòîâîãî ïðèìåðà ïî îïðåäå-

ëåíèþ J-èíòåãðàëà äëÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà ñ áîêîâûì íàäðåçîì (ðèñ. 11).

Ðåøåíèå ýòîãî ïðèìåðà â äâóõìåðíîé ïîñòàíîâêå ïðè äèñêðåòèçàöèè ñîãëàñ-

íî ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì (èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíîé êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ÊÝ 1/10 äëèíû òðåùèíû) ïîçâî-

ëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíû J-èíòåãðàëà, ñîâïàäàþùèå êàê ñ ïðèâåäåííûì â

ðàáîòå [10] ýòàëîííûì çíà÷åíèåì ñ ïîãðåøíîñòüþ â ïðåäåëàõ 2%, òàê è ñ

ïîëó÷åííûìè ïðÿìûì ìåòîäîì ðåçóëüòàòàìè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå äàííûé îáúåêò

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåëî ñ ïðîäîëüíîé òðåùèíîé, êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñåòêà

ÏÌÊÝ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè òåëà (â ïëîñêîñòè z z� ��1 2 ) ïðèíÿòà òàêîé æå,

êàê äëÿ äâóõìåðíîé çàäà÷è. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýòàëîííîå ðåøåíèå íà

îñíîâàíèè âû÷èñëåííûõ ïðÿìûì ìåòîäîì âåëè÷èí ÊÈÍ [7] è èñêëþ÷èòü ïðè

àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîýëåìåíòíîé äèñêðåòè-

çàöèåé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äàííîãî îáúåêòà ðàñïðå-

äåëåíèå J-èíòåãðàëà âäîëü ôðîíòà òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåðàâíî-

ìåðíûì. Ïðè ýòîì îáíàðóæåíû çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ íå òîëüêî êîëè÷åñò-

âåííîãî, íî è êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà â ðàñïðåäåëåíèÿõ J-èíòåãðàëà âäîëü

ôðîíòà òðåùèíû, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ êîíòóðîâ (1 – N e �9;

2 – N e �3) ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîííûì ðåøåíèåì (êðèâàÿ 3) – ðèñ. 11.

Íà ðèñ. 12 ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà

íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (êðèâàÿ 1) è â öåíòðå (êðèâàÿ 2) ïðèçìàòè÷åñêîãî

òåëà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòóðîâ, ïîêàçàííûõ íà ôðàãìåíòå

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ.

Êàê âèäíî, ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîãðåøíîñòü íå-
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Ðèñ. 11. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ÏÌÊÝ è ðàñïðåäåëåíèå J-èíòåãðàëà âäîëü

ôðîíòà áîêîâîé òðåùèíû â ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè.



óêëîííî âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ 55%, åå çíà÷åíèÿ ðàçíûå â ðàçíûõ òî÷êàõ ôðîí-

òà òðåùèíû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå J-èíòå-

ãðàëà áûëî ïîëó÷åíî òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíîãî ÌÊÝ (3D ÌÊÝ).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ J-èíòåãðàëà äëÿ êîíòèíóàëüíûõ îáëàñòåé, ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó åãî âåëè÷èíà äîëæíà áûòü ðàâíîé

íóëþ. Êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïðè çàìûêàíèè èñïîëü-

çîâàííûõ ðàíåå Ï-êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíèåé âäîëü ïîâåðõíîñòè òðå-

ùèíû (ðèñ. 13) âåëè÷èíà J-èíòåãðàëà J 0 , âû÷èñëåííàÿ ïî òàêîìó çàìêíóòîìó

ïðÿìîóãîëüíîìó êîíòóðó, íå ðàâíà íóëþ. Ïðè÷åì õàðàêòåð îòëè÷èÿ îò íóëÿ

èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó �J0
ïðè ðàçíîé ñòåïåíè ñãóùåíèÿ ñåòêè

ýêâèâàëåíòåí õàðàêòåðó ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ïî Ï-êîíòóðó:

âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòåé ðàçíûå äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ôðîíòà òðåùèíû (íà ðèñ. 13

êðèâàÿ 1 – íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êðèâàÿ 2 – â öåíòðå ïðèçìàòè÷åñêîãî

òåëà), àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè äîñòèãàåò 60%.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì

äåôîðìèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî òåëà ñ áîêîâûì íàäðåçîì áûëà ðàññìîòðå-

íà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ëîêàëüíûõ

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðèëîæåíèå íàãðóçêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïîâåðõ-

íîñòè z � �2 0: q q a1 � (ðèñ. 14). Îáåñïå÷åíèå ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îïèñà-

íèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íàëè÷èè äåôîðìàöèé ïëàñ-
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Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, Ñ. Î. Ïèñêóíîâ è äð.

Ðèñ. 12. Êîíòóðû è àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà â ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå

ñ áîêîâîé òðåùèíîé.

Ðèñ. 13. Çàìêíóòûå êîíòóðû è àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà â ïðèçìà-

òè÷åñêîì òåëå ñ áîêîâîé òðåùèíîé.



òè÷íîñòè ïîòðåáîâàëî èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè ñ õàðàêòåð-

íûì ðàçìåðîì ÊÝ, êîòîðûé â òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïðè óïðóãîì äåôîð-

ìèðîâàíèè (30 60� ÊÝ). Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ

ïðèâåäåíî íà ðèñ. 14.

Êàê è â ñëó÷àå óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-

ëÿþò îáíàðóæèòü ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííîãî, íî è

êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà â ðàñïðåäåëåíèè J-èíòåãðàëà âäîëü ôðîíòà òðåùè-

íû íà ðàçíûõ êîíòóðàõ (1 – N e �20; 2 – N e �12; 3 – N e �9; 4 – N e �3) ïî

ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîííûì ðåøåíèåì ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñãóùåíèè êîíå÷íî-

ýëåìåòíîé ñåòêè äî äîñòèæåíèÿ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà ìåæäó

äâóìÿ ðåøåíèÿìè â ïðåäåëàõ 2% (êðèâàÿ 5) – ðèñ. 14.

Èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî áîëåå òî÷íîå

âû÷èñëåíèå J-èíòåãðàëà òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ñãóùåíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîé

ñåòêè (ðèñ. 15), ÷òî ñîîòâåòñòâåííî ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííî áîëüøèì âû-

÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà

ðàçìåðíîñòü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äàííîé çàäà÷å äëÿ äîñòèæåíèÿ ïî-

ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà êàê ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó (íà ðèñ. 15

êðèâàÿ 1), òàê è ïî Ï-êîíòóðó (íà ðèñ. 15 êðèâàÿ 2) ñ òî÷íîñòüþ 2%

ïîòðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå

ðàçìåðîâ ÊÝ è òðåùèíû
l

l

e

òð

�
1

120
ïðè êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ N e �3. Â

ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèçìàòè÷åñêî-

ãî òåëà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè J-èíòåãðàëà (íà ðèñ. 15

êðèâûå 3, 4) îêàçàëèñü áîëüøå â äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíîãî J-èíòåãðàëà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì âåëè÷èí íàïðÿæåíèé è ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé (ôîðìóëû (1), (2))

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ J-èíòåãðàëà â äâóõ-

ìåðíûõ çàäà÷àõ óïðóãîãî è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì
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Ðèñ. 14. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ÏÌÊÝ è ðàñïðåäåëåíèå

J-èíòåãðàëà âäîëü ôðîíòà áîêîâîé òðåùèíû â ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì

äåôîðìèðîâàíèè.



äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû îáëàñ-

òè ñãóùåíèÿ ñåòêè ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ÊÝ 1/10 ðàçìåðîâ òðåùèíû è

êîíòóðà, ïðîõîäÿùåãî íà ðàññòîÿíèè òðåõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ êîíå÷íîãî

ýëåìåíòà îò âåðøèíû òðåùèíû. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ðåàëè-

çàöèè ìåòîäèêè îáåñïå÷èâàåò åå ýôôåêòèâíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì

îáúåìíîãî ýêâèâàëåíòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè

êîíå÷íîýëåìåíòíîì âû÷èñëåíèè J-èíòåãðàëà. Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ êîíòóð-

íîãî J-èíòåãðàëà â ðÿäå ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÏÌÊÝ òàêæå ÿâëÿþòñÿ äîñòîâåðíûìè è ñîâïàäàþò ñ ïîëó-

÷åííûìè íà îñíîâå òðàäèöèîííîãî òðåõìåðíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíèå äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ñãóùåíèÿ êîíå÷íîýëåìåíò-

íîé ñåòêè è íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåðíîñòü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ,

÷òî ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííûì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíîãî J-èíòåãðàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èí

íàïðÿæåíèé è ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è ýôôåê-

òèâíîé ïðè êîíå÷íîýëåìåíòíîì ðåøåíèè âñåõ êëàññîâ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðó-

øåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëåí âîïðîñ ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè íîâîé

ýôôåêòèâíîé ìåòîäèêè âû÷èñëåíèÿ J-èíòåãðàëà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàëà áû åãî

èíâàðèàíòíîñòü â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ ÌÊÝ.

Ð å ç þ ì å

Âèêëàäåíî òåîðåòè÷í³ ï³äõîäè ³ ìåòîäèêó îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â íåë³í³éíî¿

ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ â ïðèçìàòè÷íèõ ò³ëàõ ³ç òð³ùèíàìè ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ïðîàíàë³çîâàíî åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíèõ

ï³äõîä³â ³ â³ðîã³äí³ñòü îòðèìóâàíèõ ðåçóëüòàò³â.

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, Ñ. Î. Ïèñêóíîâ è äð.
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Ðèñ. 15. Ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèè J-èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó â ïðèçìàòè÷åñêîì

òåëå ñ áîêîâîé òðåùèíîé.
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