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óïðóãàÿ ñèñòåìà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ââåäåíèå. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ êîëåáàíèé óïðóãèõ òåë ïðè íàëè÷èè

ïîâðåæäåíèé òèïà óñòàëîñòíûõ òðåùèí îáóñëîâëåí íåîáõîäèìîñòüþ, ñ îäíîé

ñòîðîíû, îöåíêè âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ âèáðàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé â ïðîöåññå èõ ýêñïëóàòàöèè, ñ äðóãîé – ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâ-

íûõ ìåòîäîâ âèáðîäèàãíîñòèêè òàêèõ ïîâðåæäåíèé. Ïðè ýòîì îäíèì èç íàè-

ìåíåå èññëåäîâàííûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàñ÷åòíûõ çàâèñè-

ìîñòåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà è

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ. Ýòî

ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèÿõ ïîëó÷àåìîé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé ñèñòåìû.

Â ýòîì íàïðàâëåíèè èçâåñòåí ðÿä èññëåäîâàíèé. Òàê, â ðàáîòå [1] c

èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Îñòðîãðàäñêîãî–Ãàìèëüòîíà è ìåòîäà Ðèòöà ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïðèçìàòè÷åñêîé áàëêè ñ çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíîé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà ïîä

âîçäåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñîñðåäîòî÷åííîé ïîïåðå÷íîé ñèëû. Îñëàáëåíèå

èçãèáíîé æåñòêîñòè áàëêè ïðè îòêðûòîé òðåùèíå èíòåðïðåòèðîâàëîñü êàê

ìåñòíîå óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîãî ñå÷åíèÿ áàëêè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè,

àïïðîêñèìèðóåìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìîé ñ ïðÿìûì óãëîì â âåðøèíå è âûñî-

òîé, ðàâíîé ãëóáèíå òðåùèíû. Ïðèíèìàëîñü, ÷òî â îáëàñòè ðåçîíàíñà áàëêà

ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, áëèçêèå ê îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ôîðì, è ìàòåìàòè÷åñ-

êàÿ ìîäåëü òàêèõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿëàñü îäíèì îáûêíîâåííûì äèôôå-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, â êîòîðîì çíàê ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òàê íàçû-

âàåìîé ïðèâåäåííîé ãëóáèíå òðåùèíû, îïðåäåëÿëñÿ çíàêîì êâàçèíîðìàëü-

íîé êîîðäèíàòû. Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ñîñòàâëÿëàñü

ñèñòåìà íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðå-
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äåëåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû îñíîâíîé âòîðîé ãàðìîíèêè êîëåáàòåëüíîãî ïðî-

öåññà.

Çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, ñîäåðæà-

ùåé ïðîäîëüíûå äåôåêòû öåëîñòíîñòè òèïà çàêðûâàþùèõñÿ òðåùèí, ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [2] äëÿ ñëó÷àÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðîãî

ïîðÿäêà ïåðâîé ôîðìû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ òàêæå èñïîëü-

çîâàëèñü ïðèíöèï Îñòðîãðàäñêîãî–Ãàìèëüòîíà è ìåòîä Ðèòöà ïðè àíàëîãè÷-

íîì àïïðîêñèìèðîâàíèè ëîêàëüíîãî îñëàáëåíèÿ öåëîñòíîñòè ïðèçìàòè÷åñêîé

îáëàñòüþ ñ ïðÿìûì óãëîì ó âåðøèíû òðåùèíû. Ïîñëå ðÿäà äîïóùåíèé è

íåýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïîä äåéñòâèåì ãàðìî-

íè÷åñêîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè îäíîðîäíîé ïëàñòèíû, îïåðòîé ïî êðàÿì,

ïðèâîäèëàñü ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïðè ýòîì

çíàê âòîðîãî ÷ëåíà îáîáùåííîé æåñòêîñòè, ó÷èòûâàþùåãî âëèÿíèå äåôåêòà

öåëîñòíîñòè è îáóñëîâëèâàþùåãî íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿëñÿ çíà-

êîì ïåðåìåùåíèÿ. Îòûñêèâàëîñü ïðèáëèæåííîå òðåõ÷ëåííîå ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿëèñü ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, àìïëè-

òóäà âòîðîé ãàðìîíèêè è ñäâèãè ôàç îáåèõ ãàðìîíèê. Ïîëó÷àåìàÿ â êîíå÷íîì

èòîãå ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ðåøà-

ëàñü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ââèäó ñëîæíîñòåé àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷ è íàõîæ-

äåíèÿ óäîáíûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îáû÷íî ïðèìåíÿþò

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè óïðóãîãî

òåëà [3–9]. Èíîãäà ïðèìåíÿþò ýëåêòðè÷åñêîå àíàëîãîâîå ìîäåëèðîâàíèå ïî-

ëó÷àåìîé ñèñòåìû êîíå÷íîðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé, íà-

ïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåâîãî ýëå-

ìåíòà ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû è èçãèáíîé æåñòêîñòè ñå÷å-

íèÿ [10, 11]. Ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå èçãèáíîé æåñòêîñòè ñå÷åíèÿ ñ òðåùè-

íîé ïðè åå îòêðûòèè-çàêðûòèè ìîäåëèðóåòñÿ èçìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé

åìêîñòè â ýëåêòðè÷åñêîé ìîäåëè, îñóùåñòâëÿåìûì ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî

áëîêà. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïðåäëîæåí âèáðîäèàãíîñ-

òè÷åñêèé ìåòîä ïîèñêà óñòàëîñòíûõ òðåùèí â êðûëüÿõ ëåòàòåëüíûõ àïïà-

ðàòîâ [12, 13].

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ïî îöåíêå óðîâíÿ íåëèíåé-

íîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè êðàòíûõ èëè äðîáíûõ ðåçîíàíñàõ, ñëå-

äóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îòìå÷åííóþ â ðàáîòå [6] âàæíóþ îñîáåííîñòü

ðàññìîòðåíèÿ ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîëåáàíèé

óïðóãîãî òåëà â ãëàâíûõ (íîðìàëüíûõ) êîîðäèíàòàõ.

Òàê, îáû÷íî äëÿ êàæäîé ãëàâíîé êîîðäèíàòû óðàâíåíèå íà ïîëóöèêëå

îòêðûòîé òðåùèíû îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîãî íà ïîëóöèêëå çàêðûòîé òðåùèíû

ìàòðèöåé äåìïôèðîâàíèÿ è, ãëàâíûì îáðàçîì, ìàòðèöåé æåñòêîñòè, à îáîá-

ùåííàÿ ñèëà, ò.å. âåêòîð ðàáîòû âûíóæäàþùåé ñèëû íà ïåðåìåùåíèÿõ äàí-

íîé ñîáñòâåííîé ôîðìû, ïðèíèìàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, îïðå-

äåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíèðóþùåé

ôîðìå êîëåáàíèé, òî, êàê, íàïðèìåð, è ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè [1], îãðà-

íè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îòìå÷åííàÿ íåèçìåí-
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íîñòü îáîáùåííîé ñèëû îáóñëîâëèâàåò ïðàêòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü íåëèíåé-

íîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû ïðè

ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òðåùèíû. Íà ïðèìåðå âîçáóæäåíèÿ èçãèáíûõ êîëåáà-

íèé ñòåðæíåé ãàðìîíè÷åñêîé ñîñðåäîòî÷åííîé ïîïåðå÷íîé ñèëîé ïðè ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà

1/2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ðàçëè÷èÿ â îáîáùåííîé ñèëå íà ïîëóöèêëàõ

îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíû îáóñëîâëèâàåò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû

âäîëü ñòåðæíÿ. Òàê, äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñ-

êîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îñíîâíîãî ïàðà-

ìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé – îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû À à
2 óñêîðåíèÿ

âòîðîé ãàðìîíèêè – îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ïîïåðå÷íîé âûíóæäàþùåé ñèëû

x P �0 05, – 0 95, l äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ìåñòîïîëîæåíèÿ ïîïåðå÷íîé òðåùèíû

õ lò �0 1, è 0 5, l. Ðàññìàòðèâàëàñü êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ñòåðæíÿ ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè ìàòåðèàëà Å�200 ÃÏà

ïðè îòíîøåíèè âûñîòû ñå÷åíèÿ ê äëèíå ñòåðæíÿ, ðàâíîì 0,087, îòíîñèòåëü-

íîé ãëóáèíå òðåùèíû ��0 1, è 0,2 è ëîãàðèôìè÷åñêîì äåêðåìåíòå êîëåáàíèé

0,01 [14].

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ïîëó-

÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèà-

ãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî

îòðûâà â óïðóãîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïðè êðàòíîì èëè

äðîáíîì ðåçîíàíñàõ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ

ðàíåå [15–19] ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîé ñèñ-

òåìû ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, îáóñëîâëèâàþùåì ïðåíåáðåæåíèå

ðàçëè÷èåì ôîðì êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíå,

íàéòè ðåøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè ïðèëîæåíèÿ âûíóæ-

äàþùåé íàãðóçêè ê óïðóãîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè áåç

ó÷åòà èçìåíåíèÿ ôîðìû åå êîëåáàíèé ïðè îòêðûòèè òðåùèíû.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè îò ìåñòà ïðèëî-

æåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî

ïîðÿäêà ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé: 1 – � � 0 2, , õ lò � 0 1, ; 2 – � � 0 1, , x lò �0 1, ; 3 – � � 0 2, ,

õ lò =0 5, ; 4 – � � 0 1, , x lò � 0 5, .

A a
2

x lP



Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîé ñèñòåìû ñèñòå-

ìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëîñü àíàëèòè÷åñ-

êîå ðåøåíèå äëÿ îáëàñòè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà [20, 21], ãäå îêàçàëñÿ ýôôåê-

òèâíûì àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä íåëèíåéíîé ìåõàíèêè Êðûëîâà–Áîãîëþáîâà,

âïåðâûå ïðèìåíåííûé Ã. Ñ. Ïèñàðåíêî [22, 23] è çàòåì øèðîêî èñïîëüçî-

âàâøèéñÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé ñëàáîíåëèíåéíûõ ñèñòåì ãèñòåðåçèñíîãî

òèïà. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçàíî [22, 23], ÷òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì â ñëó÷àå

îñíîâíîãî ðåçîíàíñà äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü äàåò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå, ïî-

ñêîëüêó äëÿ âîçìîæíûõ äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðè-

àëîâ çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû âûñøèõ ãàðìîíèê, êàê è ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-

þùåé, îêàçàëèñü ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Äëÿ íåëèíåéíîñòè, îáóñëîâëåííîé

çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé è ìîäåëèðóåìîé àñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé õà-

ðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû, èç ðåøåíèÿ çàäà÷è âî âòîðîì ïðè-

áëèæåíèè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè ñîáñò-

âåííîé ÷àñòîòû (íà 0,1%) âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ òðåùèíû ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ ïî÷òè íà ÷åòûðå ïîðÿäêà, à àìïëèòóäà íàèáîëüøåé èç âûñøèõ

ãàðìîíèê íà ïîðÿäîê âûøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìûõ

âîçìîæíîé íåëèíåéíîñòüþ ãèñòåðåçèñà. Äîñòîâåðíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ áûëà ïîäòâåðæäåíà äàííûìè ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäî-

âàíèÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ èç ñòàëè 15Õ2ÍÌÔÀ ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé ñ îòíîñè-

òåëüíîé ãëóáèíîé ��0 17 0 37, ... , [24]. Îäíàêî îïðåäåëÿåìûå ïðè ýòîì ìàêñè-

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè

ïî îòíîøåíèþ ê àìïëèòóäå îñíîâíîé ãàðìîíèêè äîñòèãàëè ëèøü 8 è 2,3%

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî íåäîñòàòî÷íî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â êà÷åñòâå ÷óâñòâè-

òåëüíûõ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè÷èÿ òðåùèíû. Îäíàêî, ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, èìåííî ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü èñêîìîå àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àåâ ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ â

÷åòêî îïðåäåëåííîì è íàèáîëåå ïðîñòîì âèäå.

Ìåòîäèêà ïðåäëàãàåìîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåííûå ïðèáëèæåííûå àíà-

ëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâà-

þùåéñÿ òðåùèíîé, ìîäåëèðóåìîãî ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ

àñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû, ïî-

çâîëÿþò ïîëó÷èòü â êîíå÷íîì èòîãå ïðîñòûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ íå-

ëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñàõ îò îáîáùåííîãî ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû �, ðàâíîãî îòíî-

ñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ æåñòêîñòè óïðóãîãî òåëà ïðè îòêðûòîé òðåùèíå

[15–19]. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà òàêîé îäíî-

÷àñòîòíîé ìîäåëè, â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ ðåçîíàíñà êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé

ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè, íàðÿäó ñ î÷åâèäíûì èñêëþ÷åíèåì ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôîðìàìè êîëåáàíèé

ïðè çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíå, âîçíèêàåò âîïðîñ î êîððåêòíîñòè îïðå-

äåëåíèÿ ïàðàìåòðà �. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ýòîò ïàðà-

ìåòð îïðåäåëÿòü èç àíàëèçà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîãî òåëà ïðè äå-

ôîðìèðîâàíèè ïî ðàññìàòðèâàåìîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìå êîëåáàíèé, òî åãî

çíà÷åíèå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáà-

òåëüíîãî ïðîöåññà, íå çàâèñèò îò îñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé (ðèñ. 1).
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Ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè äðîáíîãî èëè êðàòíîãî ðåçîíàíñà êàêîé-ëèáî j-é

ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé

èñõîäíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � îïðåäåëÿåòñÿ ïðè äàííûõ

ðàçìåðàõ è ìåñòîïîëîæåíèè òðåùèíû íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì òåëà íà

ñòàäèè åãî ÷èñòî âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äî ïðîÿâëåíèÿ ðåçîíàíñà. Äëÿ

ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåëüíîãî

óïðóãîãî òåëà ïðè çàäàííîì âèäå ãàðìîíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ñ ÷àñòîòîé

� ��
1

n j – ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå n-ãî ïîðÿäêà è � �� n j – ïðè

ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1 n (� j – ÷àñòîòà ðåçîíèðóþùåé j-é

ñîáñòâåííîé ôîðìû êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà).

Ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè � òàêîé óïðóãîé ñèñòåìû ïðè åå äåôîðìè-

ðîâàíèè â óñëîâèÿõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íàõîäèì ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ

õàðàêòåðèñòèêó ïîâðåæäåíèÿ � [25]:

�
�

�
�

�1
, (1)

ãäå � ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîð-

ìàöèè óïðóãîãî òåëà 	
 ò , îáóñëîâëåííîå âîçìîæíûì íàëè÷èåì òðåùèíû

ïðè èçâåñòíîì íîìèíàëüíîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè â ìåñòå åå ðàñïîëî-

æåíèÿ, ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè òåëà 
 0 â çàäàííûõ óñëîâèÿõ

åãî íàãðóæåíèÿ:

��
	




ò

0

. (2)

Âûðàæåíèå äëÿ 	
 ò ïðè íàëè÷èè â íàãðóæåííîì ïëîñêîì òåëå ïëîñêîé

òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà ïëîùàäüþ Fò è êîíòóðîì �, îïðåäåëÿåìîå èç

ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

	
 � �ò

ò

� 1

1
1
2

E
K d

F( )

cos ,��
�

(3)

ãäå K1 – êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñå÷åíèè

ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû; ��
�

– âåêòîð âîçìîæíîãî ñìåùåíèÿ òî÷åê ôðîíòà

òðåùèíû; � – óãîë ìåæäó ��
�

è íîðìàëüþ ê ôðîíòó òðåùèíû; Å
Å

1 21
�

� �
–

ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè; Å Å1� – ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè; Å

è � – ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà.

Ïðèìåðû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ � è � ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå

ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à òàêæå èçãèáå ïðÿìîóãîëü-

íûõ ïëàñòèí â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàçëè÷íîãî âèäà òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà

ïðè èõ êîëåáàíèÿõ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâåííî â

[21, 26] è [27, 28].
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Îïðåäåëÿÿ äëÿ çàäàííûõ óñëîâèé ãàðìîíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáà-

íèé èññëåäóåìîãî óïðóãîãî òåëà âíå îñíîâíîãî ðåçîíàíñà ïàðàìåòð � (1),

ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû, è, ðàñïîëàãàÿ

õàðàêòåðèñòèêîé åå äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè, íàïðèìåð ëîãàðèôìè÷åñ-

êèì äåêðåìåíòîì êîëåáàíèé �, ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ýòàïó ðåøåíèÿ, ò.å.

îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ðåçîíàíñå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû ñ îäíîé

ñòåïåíüþ ñâîáîäû [16, 18, 19]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå � � j , òî íà âòîðîì – � � j , êîòîðûå ðàâíû 1 n ïðè

ñóïåð- è n ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ. Çäåñü � j – ñîáñòâåííàÿ

÷àñòîòà j-é ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ

òðåùèíîé, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç j-þ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó öåëüíîãî òåëà

� j ïî ôîðìóëå [15]

�
�

�
�

�
�j

j

j
j

j
j�

�

� �
�

� �

2 1

1 1

2

1 1
, (4)

ãäå � j è � j ñîîòâåòñòâóþò äåôîðìèðîâàíèþ óïðóãîãî òåëà ïðè ðàññìàò-

ðèâàåìîé j-é ñîáñòâåííîé ôîðìå êîëåáàíèé, ò.å. ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå

( ).� �� j Êàê î÷åâèäíî, çíà÷åíèÿ � è �, ñîîòâåòñòâóþùèå âûíóæäåííûì

êîëåáàíèÿì ïðè � �� j , íå ýêâèâàëåíòíû � j è � j .

Òàê, äëÿ íàèáîëåå çíà÷èìîãî ïî óðîâíþ êîëåáàíèé íàñòðîåííîãî ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà êàêîé-ëèáî j-é ñîáñòâåííîé ôîðìû

êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé ( )� ��
1

2 j èìååì ñëå-

äóþùèå ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè äëÿ îñíîâíîãî ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé – îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À2 �
� À À2 1 â ñëó÷àå ñëàáîãî ðåçîíàíñà (A A2 1� ) [16]:
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è ñèëüíîãî ðåçîíàíñà ( )A A2 1# [19]:
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Â ñëó÷àå íàñòðîåííîãî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2 (��
�2� j ) èìååì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè îñíîâíîãî ïàðàìåòðà

íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé – îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè

À À À1 2 1 2/ � ïðè ñëàáîì ðåçîíàíñå (À A1 2� ) [17]:
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è ïðè ñèëüíîì ðåçîíàíñå (À A1 2# ) [19]:
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Àíàëèç ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé (4)–(12) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ äîñòàòî÷-

íûì ïðèáëèæåíèåì èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòûõ ôîðìóë, ÷åòêî

îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé ïðè ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé:

A2 0 69� , ( )� � ïðè � ��1 0, (13a)

è

A2 0 72� , � � ïðè � �#1 0, ; (13á)

A1 2 2/ �
� �

�
ïðè � �+10. (14)

Èëëþñòðàöèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè. Íàëè÷èå çà-

êðûâàþùåéñÿ, èëè “äûøàùåé” òðåùèíû íàèáîëåå õàðàêòåðíî â ñëó÷àå èçãèá-

íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåâûõ è ïëàñòèí÷àòûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Íàè-

áîëåå ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû � è � ïðè íàëè÷èè ïîïåðå÷íîé

òðåùèíû â ñòåðæíÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü äëèíîé l ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì øèðèíîé b è

âûñîòîé h â ñëó÷àå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ ïðèëîæåííîé â

ñå÷åíèè x x P� ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè÷åñêîé ïîïåðå÷íîé ñèëîé Ð ñ

÷àñòîòîé �, ñîîòâåòñòâóþùåé èññëåäóåìîìó ðåçîíàíñó êàêîé-ëèáî j-é ôîðìû

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè èçâåñòíîì îïèñàíèè àìïëèòóäíîé

çàâèñèìîñòè ëèíèè ïðîãèáîâ öåëüíîãî ñòåðæíÿ ôóíêöèåé ó õ x P( , ) êîýô-

ôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ñå÷åíèè õ õ� ò ðàñïîëîæåíèÿ ïîïå-

ðå÷íîé êðàåâîé òðåùèíû ãëóáèíîé à îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

K Eh
d y

dx
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x x
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à ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (3), îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì òðåùè-

íû, –
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F d
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( ) . (15)

Çäåñü ôóíêöèþ F1( )� ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, â âèäå [29]
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,
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(16)

ãäå � – îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíà òðåùèíû, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ à h.
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Çíàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ


 0

3 2

2

2

0
24

�
�

�
�
�

 

!
"
"bh E d y

dx
dx

l

, (17)

íàõîäèì ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîâðåæäåíèÿ ñòåðæíÿ (2):
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F
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�

0

 (18)

è ïî ôîðìóëå (10) – ïàðàìåòð �. Êàê âèäíî, õàðàêòåð äàííîé çàâèñèìîñòè (18)

èíâàðèàíòåí ê çíà÷åíèþ �, îïðåäåëÿþùåìó òîëüêî óðîâåíü ïàðàìåòðà �,

ïîñêîëüêó

� �

� �

� � �

� � �

�

( , , )

( , , )

( )

( )

x l x l

x l x l

F d

F d

P

P

ò

ò
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2

1
2

0

1
2

0

1
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. (19)

Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñóïåð- èëè ñóáãàðìî-

íè÷åñêèé ðåçîíàíñ êàêîé-ëèáî j-é ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, àìïëè-

òóäíóþ ôóíêöèþ ïðîãèáîâ ñòåðæíÿ âûðàçèì ÷åðåç àìïëèòóäíûå ôóíêöèè

ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé y x xi P( , ):

y x x y x xP i P

i

N

( , ) ( , ).�
�

,
1

(20)

Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëà (18) áóäåò îïðåäåëÿòü îáîáùåííóþ õàðàêòå-

ðèñòèêó ïîâðåæäåíèÿ �0 ïðè
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dx
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" � -- ,
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[ ( , )] . (21)

Ê ïðåäñòàâëåííîìó ïîäõîäó îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè � è ñîîòâåò-

ñòâåííî ïàðàìåòðà � íà íà÷àëüíîé ñòàäèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîé

ñèñòåìû, ò.å. äî ïðîÿâëåíèÿ ðåçîíàíñà, ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ î öåëå-

ñîîáðàçíîñòè ó÷åòà ñóììû âñåõ N ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, òàê êàê

ðåçîíèðóåò òîëüêî êîíêðåòíàÿ j-ÿ ôîðìà êîëåáàíèé è, êàçàëîñü áû, ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè èç ðàññìîòðåíèÿ äåôîð-
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ìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïî óêàçàííîé ôîðìå. Îäíàêî åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

îäíó êàêóþ-ëèáî j-þ ðåçîíèðóþùóþ ôîðìó êîëåáàíèé, òî õàðàêòåðèñòèêà

íåëèíåéíîñòè, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íå áóäåò çàâèñåòü îò ìåñòà ïðèëî-

æåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèêè �, ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîð-

ìèðîâàíèþ ñòåðæíÿ ïî ðåçîíèðóþùåé j-é ôîðìå â ñîñòàâå îñòàëüíûõ ôîðì

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷å-

íèÿìè --
�

y x xj P
x x

( , )
ò

è --
�

�
, y x xi

i j

N

P x x
( , )

ò

, îáóñëîâëèâàþùèå îñîáåííîñòè

âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ïîäàòëèâîñòè ñòåðæíÿ ïðè ðàñêðûòèè èëè çàêðûòèè

òðåùèíû ïî j-é ôîðìå.

Ïðè çíà÷åíèÿõ óêàçàííûõ âåëè÷èí îäíîãî çíàêà â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû

(18) ñëåäóåò ïðèíÿòü
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Ïðè ðàçíûõ çíàêàõ â ñëó÷àå -- # --
�

,y x x y x xj P i P

i j

N
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( , ) ,ò (23)

â ñëó÷àå -- � --
�

,y x x y x xj P i P
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N

( , ) ( , )ò ò –
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!
"
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,
ò
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ò ò( , ) ( , ). (24)

Â çíàìåíàòåëå ôîðìóëû (18) âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäåò:

d y

dx
dx y x x dxj P

ll 2

2

2

2

00

�

�
�
�

 

!
"
" � -- [ ( , )] . (25)

Ñ öåëüþ áîëåå êðàòêîé èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìåòî-

äèêè èññëåäóåì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ (ðèñ. 2) ïîä

âîçäåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé ïîïåðå÷íîé ñèëû P P t� 0 sin � â ñëó÷àå ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà ïåðâîé ( j�1) ñîáñòâåííîé ôîðìû

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2010, ¹ 5 71

Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ...



èçãèáíûõ êîëåáàíèé ( )� ��
1

2 1 ïðè ðàçíîì ïîëîæåíèè ìåñòà ïðèëîæåíèÿ

ñèëû (x x P� ) è ïîïåðå÷íîé òðåùèíû (õ õ� ò ). Çäåñü �1 – ÷àñòîòà ïåðâîé

ôîðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó íà ïåðâîì ýòàïå

ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà â âèäå öåëüíîãî

ñòåðæíÿ ïðè ÷àñòîòå ãàðìîíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ � ��
1

2 1 (�1 – ÷àñòîòà

ïåðâîé ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé öåëüíîãî ñòåðæíÿ). Ïàðàìåòð íåëè-

íåéíîñòè � îïðåäåëÿåòñÿ ïî (1) ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêó � (18) â ñîîòâåòñòâèè

ñ óêàçàííûìè âàðèàíòàìè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòà âòîðîé ïðîèçâîäíîé àìïëè-

òóäíîé ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ y x x P( , ) â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû ïðè

óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ãëàâíûõ êîîðäèíàò ðàñ÷åòà

âûíóæäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé öåëüíîãî ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ,

âûçâàííûõ ãàðìîíè÷åñêîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé P [30], àìïëèòóäíóþ ôóíê-

öèþ ëèíèè ïðîãèáîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (20), ãäå

y x x
P l

EI

i
x

l
i

x

l

i
i P

P

( , )

sin sin

( )
�

�

2 0
3

4 4
1

2�

� �

� �
(26)

(EI – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ).

Èñïîëüçóÿ (18), (21) è (26), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ýíåð-

ãåòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâðåæäåíèÿ ñòåðæíÿ ïðè � ��
1

2 1 è ó÷åòå N-é

ñóììû àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé y x xi P( , ):
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Ðèñ. 2. Ñõåìà äâóõîïîðíîãî ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé, íàãðóæåííîãî âûíóæäàþùåé ñîñðåäîòî-

÷åííîé ïîïåðå÷íîé ñèëîé Ð.



Êàê âèäíî, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèêè � ÿâíî ïîêàçû-

âàåò çàâèñèìîñòü åå çíà÷åíèÿ êàê îò îòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ òðåùèíû (�) è

ñòåðæíÿ (h l) è îòíîñèòåëüíîãî ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû (x lò ), òàê è îò

îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû (x lP ).

Ïðè ó÷åòå òîëüêî îäíîé ïåðâîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé èìååì

� � � � � �
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12� h

l

x

l
F dsin ( ) ,

ò
(28)

ò.å. õàðàêòåðèñòèêà íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè

ðàçìåðàìè ñòåðæíÿ è òðåùèíû, à òàêæå åå ìåñòîïîëîæåíèåì è íå çàâèñèò îò

ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè �, ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîðìèðîâàíèþ ïî ðåçîíèðó-

þùåé ïåðâîé ôîðìå â ñîñòàâå îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé,

ñîãëàñíî (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì
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F d( ) . (30)

Ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèþ (24), äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çàêðåï-

ëåíèÿ ñòåðæíÿ íå íàáëþäàëîñü.

Ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (1) è (27) çàâèñèìîñòè ïàðà-

ìåòðà íåëèíåéíîñòè � ñòåðæíÿ ñ îòíîøåíèåì h l�0 0833, îò îòíîñèòåëüíîé

êîîðäèíàòû x lP òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ ðàçëè÷íûõ

ñëó÷àåâ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû x lò ïðè îòíîñèòåëüíîé åå ãëóáèíå ��
�0 1, è 0,2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Äàííûå ðàñ÷åòà

ïðèâåäåíû ïðè ó÷åòå ïÿòè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé.

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � è ïðè ��0 1, è 0,2 âåñüìà çíà÷èòåëüíî

çàâèñÿò îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà � îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ ñèëû

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíî ñëàáîå ðàçëè÷èå â ôîðìå

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ( ( , ))ó õ õ P ïðè èçìåíåíèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû
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(ðèñ. 4,à), çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ èçãèáàþùåãîñÿ

ìîìåíòà M x EI d y dx( ) ( )� 2 2 (ðèñ. 4,á). Åùå ñóùåñòâåííåå èçìåíÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ Ì õ2 ( ), çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè õ õ� ò îïðåäåëÿåò â (3) âåëè÷èíó êâàäðàòà

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé K1 è ñîîòâåòñòâåííî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè (15).

Ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (29) çàâèñèìîñòè �( )x lP ïðè

��0 2, äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé õ lò ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.

Êàê âèäíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ ðàçëè÷èå ìåæäó ïîëó÷åííûìè ïî

ôîðìóëàì (27) è (29) äàííûìè íåçíà÷èòåëüíîå â îáëàñòè 0 15 0 85, , .� �x lP

Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3 çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè

ñèñòåìû �, âû÷èñëÿåìîãî íà ñòàäèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äî ïðîÿâëåíèÿ

ðåçîíàíñà, îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû x lP ïîêàçûâàåò, ÷òî

çíà÷åíèå x lP , ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìóìó (êðèâûå 1 è 2) èëè ìàêñèìàëü-

íîìó çíà÷åíèþ (êðèâûå 3) ôóíêöèè �( ),x lP áëèçêî ê çíà÷åíèþ x l, îïðå-

äåëÿþùåìó ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû (x lò ). Óðîâåíü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

�( )x lP îïðåäåëÿåòñÿ åå ðàçìåðàìè (ñð. ñïëîøíûå è øòðèõïóíêòèðíûå ëè-

íèè).

Îòìåòèì òàêæå îïðåäåëåííóþ çàâèñèìîñòü âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ � è � îò êîëè÷åñòâà N ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé

ñòåðæíÿ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (27) è (29) çàâèñèìîñòåé �( )N

äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû è ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæ-

äàþùåé ñèëû ïðè ��0 2, ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Êàê âèäíî, â îáùåì ñëó÷àå
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � îò îòíîñèòåëüíîé êîîðäèíàòû x lP ìåñòà

ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû, ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (27) – ñïëîøíûå

ëèíèè è (29) – øòðèõîâûå ëèíèè ïðè çíà÷åíèè � � 0 2, äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ìåñòî-

ïîëîæåíèÿ òðåùèíû: 1 – x lò � 0 5, ; 2 – x lò � 0 25, ; 3 – õ lò � 0 1, . (Øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè –

çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (27) äëÿ ñëó÷àÿ � � 0 1, .)



íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå ìåíåå ïÿòè–ñåìè ôîðì. Îäíàêî ñëåäóåò ïðèíèìàòü

âî âíèìàíèå, ÷òî ñ ðîñòîì íîìåðà ôîðìû êîëåáàíèé îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðàâî-

ìî÷íîñòü ïðèìåíåíèÿ òåõíè÷åñêîé òåîðèè èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Ðàçëè÷èå

ìåæäó äàííûìè ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (27) è (29) îêàçàëîñü äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî ñëó÷àÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé øàðíèðíî-îïåðòîãî ñòåðæíÿ çíà÷èìî

òîëüêî äëÿ õ ò è õ P , ðàâíûõ 0,1.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ (à)

è èçãèáàþùåãî ìîìåíòà (á) îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû: 1 – õ lP � 0 5, ; 2 –

x lP � 0 1, .

á

a



Âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì �( )x lP äëÿ

èññëåäóåìîãî ñòåðæíÿ ñ îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíîé òðåùèíû ��0 2, ïðè

õ lò �0 1, ; 0,25 è 0,5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (27) è (29), (30) è ñîîòíîøåíèé

(13) áûëè ðàññ÷èòàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íåëèíåé-

íîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà À2 ïðè äåêðåìåíòå êîëåáàíèé ��0 01, . Äëÿ

óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îòíîñè-

òåëüíîé àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè À à
2 îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ

âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ ñëó÷àåâ ðàçëè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû õ lò .

Êàê âèäíî, õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé A x la
P2 ( ) ïðè äàííîì çíà÷åíèè õ lò

ïîäîáåí çàâèñèìîñòÿì �( )x lP (ðèñ. 3). Íåêîòîðàÿ êîððåêòèðîâêà ïðîèñõî-

äèò çà ñ÷åò íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè À2 îò îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðà � � (ñì.

ôîðìóëû (13)).

Èñïîëüçîâàíèå çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ À à
2 îáóñ-

ëîâëåíî òåì, ÷òî â ñëó÷àå ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà êàêîãî-ëèáî n-ãî

ïîðÿäêà çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ n-é ãàðìîíèêè Àn
a ,

îïðåäåëÿåìîå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà óñêîðåíèÿ, â n 2 ðàç áîëüøå, ÷åì îòíîñèòåëüíàÿ

àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèÿ Àn . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà èìååì À Àà
2 24� .

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè

ðàññìàòðèâàåìîãî âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ê íàëè÷èþ òðåùèíû ïî
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ñòåðæíÿ ñ ðàñïîëîæåíèåì òðåùèíû õ lò � 0 1,

(A) è õ lò � 0 25, (B) îò êîëè÷åñòâà N ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé, ðàññ÷èòàí-

íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (27) – ñïëîøíûå ëèíèè è (29) – øòðèõîâûå ëèíèè, ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàòû õP ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû: 1 – õ lP � 0 1, ; 2 –

x lP � 0 25, ; 3 – x lP � 0 5, .



ñðàâíåíèþ ñ îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû (4) ðåçîíè-

ðóþùåé ( j�1) ôîðìû êîëåáàíèé:

	�
� �

�

�

�1
1 1

1

1

1

1 1

1 1
�

�
��

� �

� �
.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ 	�1 è äèàïàçîí çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà A a
2 äëÿ ñëó÷àåâ ðàçíîãî ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû ñ îòíîñèòåëü-

íîé ãëóáèíîé ��0 2, . Êàê âèäíî, ÷óâñòâèòåëüíîñòü àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ

âòîðîé ãàðìîíèêè íà 2-3 ïîðÿäêà âûøå, ÷åì ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Êðîìå

òîãî, èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîâðåæäåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû

òðåáóåò ïàñïîðòèçàöèè èñõîäíûõ åå çíà÷åíèé â ñòðîãî âîñïðîèçâîäèìûõ

çàòåì óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ óïðóãîãî òåëà.

Èç àíàëèçà çàâèñèìîñòåé A x la
P2 ( ), îïðåäåëåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôîðìóë (27) è (29), (30), ñëåäóåò, ÷òî ðàñõîæäåíèå â ðåçóëüòàòàõ ïðè ñåìè è

áîëåå ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðìàõ êîëåáàíèé íåçíà÷èòåëüíîå. Íàèáîëü-

øåå ðàñõîæäåíèå äàííûõ íàáëþäàåòñÿ â äèàïàçîíå çíà÷åíèé 0 0 2� �x lP , è
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè À à
2 ðåçîíèðó-

þùåé ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû ïðè ñóïåðãàðìîíè-

÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà, ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (29), (30) – ñïëîøíûå

ëèíèè, (27) – øòðèõîâûå ëèíèè è (28) – øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè, äëÿ ñëó÷àåâ ðàçëè÷íîãî

ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû: 1 – õ lò � 0 1, ; 2 – x lò � 0 25, ; 3 – õ lò � 0 5, . (Òî÷êè – äàííûå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.)



0 8 1 0, , .� �x lP Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü ïðàêòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü âîçáóæ-

äåíèÿ íåîáõîäèìîãî óðîâíÿ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè ïðèëîæåíèè âû-

íóæäàþùåé ñèëû âáëèçè óçëîâ êîëåáàíèé. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìàëîñòè

àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïðîãèáà y y x li

i

0

1

9

0 5� �
�

, ( , ) ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ñòåðæíÿ ïðè ïðèëîæåíèè âûíóæäàþùåé ñèëû âáëèçè óçëîâ êîëå-

áàíèé íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ýòîé àìïëè-

òóäû y
y x l

y x l

P

P
0

0

0 0 5
�

�

( )

( , )
îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû. Êàê

ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, y x lP0 � sin ( ).�

Çàìåòèì, ÷òî, êàê è äëÿ çàâèñèìîñòåé �( ),x lP ýêñòðåìóì çàâèñèìîñòè

A x la
P2 ( ) áëèçîê ê ìåñòó ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû. Áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â

ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû

ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îïðåäåëåíèåì òðåõ îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðà

À à
2 , íàïðèìåð åãî çíà÷åíèÿìè ïðè x lP �0 25, ; 0,5; 0,75, îòíåñåííûõ ê çíà÷å-

íèþ ïðè x lP �0 5, . Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì çàâèñèìîñòè,

ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (29), (30) ïðè N �9 äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ

ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû õ lò �0 1, ; 0,25 è 0,5. Èç àíàëèçà ýòèõ çàâèñèìîñòåé
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà ó0 (êðèâàÿ 1)

è ó01 (êðèâàÿ 2) îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Äèàïàçîí çíà÷åíèé 	�1 è A a
2

x lò 	�1 , % A a
2 , %

0,10 �0,16 72...607

0,25 �0,83 367...711

0,50 �1,64 632...813



ñëåäóåò, ÷òî íàðóøåíèå èõ ñèììåòðèè ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòêëîíåíèè ðàñïî-

ëîæåíèÿ òðåùèíû îò ñåðåäèíû ñòåðæíÿ, è ÷åì áîëüøå àñèììåòðèÿ, òåì áîëüøå

îòêëîíåíèå. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå
A x l x

A x l x
õ l

a
P

a
P

2

2

0 75

0 25
0 5

( , ; )

( , ; )
, .

�

�
. �ò

ò
ò

Àïðîáàöèÿ ìåòîäèêè. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïðè-

áëèæåííîãî ðàñ÷åòà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåé-

ñÿ òðåùèíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿëè ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ïðè ó÷åòå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè êîëåáàíèé óïðó-

ãîãî òåëà íà ïîëóöèêëàõ îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíû. Íà ðèñ. 6 òî÷êàìè

ïîêàçàíû äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè

øàðíèðíî-îïåðòîãî ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ

h l è � è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé [14]. Êàê âèäíî, ðåçóëüòàòû

ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà íåïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Êàê îòìå÷àëîñü ïðè àíàëèçå ðàáîòû [6], ïðåäñòàâëåííàÿ çàâèñèìîñòü

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ ñèëû îáíàðóæè-

âàåòñÿ ïðè ó÷åòå ðàçëè÷èÿ ìåæäó îáîáùåííîé ñèëîé è âåêòîðîì ðàáîòû

âûíóæäàþùåé ñèëû íà ïåðåìåùåíèÿõ èññëåäóåìîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû

êîëåáàíèé ïðè îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíå. Äëÿ èëëþñòðàöèè çíà÷èìîñòè

ýòîãî íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå â [14] çàâèñèìîñòè A x la
P2 ( ) äëÿ

ñëó÷àÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû â ñå÷åíèè õ lò �0 25, (êðèâàÿ 2) ïðè ó÷åòå

(�) è áåç ó÷åòà (�) îòìå÷åííîãî ðàçëè÷èÿ â îáîáùåííîé ñèëå. Òàì æå ïðè-
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ
A x l

A

a
P

a
2

2 0 5

( )

( , )
îò îòíîñèòåëüíîé êîîðäèíàòû ïðèëîæåíèÿ âûíóæ-

äàþùåé ñèëû x lP , ïîëó÷åííûå ïî äàííûì ðàñ÷åòà ïðè x lP � 0 25, ; 0,5 è 0,75, äëÿ ðàçëè÷íûõ

ñëó÷àåâ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû: 1 – õ lò � 0 1, ; 2 – õ lò � 0 25, ; 3 – õ lò � 0 5, .



âåäåíû ïîëó÷åííûå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè A x la
P2 ( )

(ãîðèçîíòàëüíûå øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñ-

òèêè ïîâðåæäåííîñòè � ïî ôîðìóëå (28), ó÷èòûâàþùåé òîëüêî ðåçîíèðó-

þùóþ ïåðâóþ ôîðìó êîëåáàíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà óñêî-

ðåíèÿ À à
2 âû÷èñëÿëàñü â ñå÷åíèè õ l�0 5, ïî äàííûì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîëó÷àåìîãî èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, ïî ðåçîíèðóåìîé ãëàâíîé êîîðäèíàòå, â äàííîì ñëó÷àå ïåð-

âîé. Ýòèì, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ îòìå÷àåìàÿ â [14] ïðàêòè÷åñêàÿ íåçà-

âèñèìîñòü ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëå-

áàíèé îò ìåñòà èõ ðåãèñòðàöèè. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè íåëè-

íåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà åå îñíîâíîé ïàðàìåòð À À Àà à à
2 2 1� áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ íå òîëüêî àìïëèòóäàìè âòîðîé è ïåðâîé ãàðìîíèê ðåçîíè-

ðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè óïðóãîãî òåëà, íî è

àìïëèòóäàìè ïåðâîé ãàðìîíèêè äðóãèõ âîçáóæäàåìûõ ôîðì êîëåáàíèé, ò.å.

À A i

i

N

1 1

1

�
�

, . Îäíàêî èõ âëèÿíèå â äàííîì ñëó÷àå íåçíà÷èòåëüíîå, ÷òî ñëåäóåò

èç ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 7 çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ (ó 01) àìïëèòóäû ìàêñè-

ìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïðîãèáà y y x li

i

0

1

9

0 5� �
�

, ( , ) ê ìàêñèìàëüíîìó ïðîãè-

áó ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé y x l1 0 5( , )� îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé

ñèëû. Êàê âèäíî, ó 01 1� .

Â û â î ä û

1. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âèáðî-

äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû ïðè âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè â

îáëàñòè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ, èñêëþ÷àþùèé íåîáõîäè-

ìîñòü ó÷åòà ðàçëè÷èÿ â ôîðìàõ êîëåáàíèé ïðè çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíå

è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ âûíóæäåííûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïðèçìà-

òè÷åñêîãî ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé, âîçáóæäà-

åìûõ ñîñðåäîòî÷åííîé ïîïåðå÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëîé, â îáëàñòè ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà îñíîâíîé ôîðìû êîëåáàíèé ïîêàçàíà

äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ïðàêòèêè äîñòîâåðíîñòü â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà íåëèíåé-

íîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà è âûÿâëåíèè åãî çàâèñèìîñòè îò ìåñòà ïðèëî-

æåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû, ðàçìåðà è ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû.

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿíóòî íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçðàõóíêó â³áðîä³àãíîñòè÷íîãî ïàðàìåòðà

íàÿâíîñò³ òð³ùèíè ó ïðóæí³é ñèñòåì³ ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ïðè

ñóïåð- ³ ñóáãàðìîí³éíîìó ðåçîíàíñàõ. Ìåòîä áàçóºòüñÿ íà óñòàíîâëåíí³ â³ä-
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ïîâ³äíî¿ õàðàêòåðèñòèêè íåë³í³éíîñò³ ïðóæíî¿ ñèñòåìè íà îñíîâ³ àíàë³çó ¿¿

âèìóøåíèõ êîëèâàíü ó íåïîøêîäæåíîìó ñòàí³ ³ âèêîðèñòàíí³ ðåçóëüòàò³â

íàáëèæåíîãî àíàë³òè÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â íåë³í³éíîñò³ êîëèâàíü

ïðóæíîãî ò³ëà ç òð³ùèíîþ, ùî çàêðèâàºòüñÿ, ìîäåëüîâàíîãî ñèñòåìîþ ç

îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ç àñèìåòðè÷íîþ á³ë³í³éíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ â³ä-

íîâëþâàëüíî¿ ñèëè, ïðè âêàçàíèõ ðåçîíàíñàõ.
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