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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà îñíîâíîãî ïàðàìåòðà íå-

ëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé, ìîäåëè-

ðóåìîãî ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ àñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé âîññòàíàâëè-

âàþùåé ñèëîé, ïðè ñèëüíîì ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ñóïåðãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ,

âèáðîäèàãíîñòèêà óñòàëîñòíîãî ïîâðåæäåíèÿ.

Ââåäåíèå. Îäíèì èç íàèìåíåå èññëåäîâàííûõ íàïðàâëåíèé â îöåíêå

âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ âèáðàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â

ïðîöåññå èõ äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè è ðàçðàáîòêå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ ïîâðåæäåíèé òèïà óñòàëîñòíûõ òðåùèí, êàê óæå îòìå-

÷àëîñü [1, 2], ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíû è ïàðàìåòðàìè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè íåëèíåéíûõ

ðåçîíàíñàõ.

Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáíîãî òèïà ïîâðåæäåíèÿ ïðè

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî òåëà â îáëàñòè ñèëüíîãî è ñëàáîãî ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ ïîðÿäêà 1/2 [2, 3], à òàêæå ñëàáîãî ñóïåðãàðìî-

íè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà [1].

Â äàííîé ðàáîòå â ðàçâèòèå ñîîáùåíèÿ [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåí-

íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçî-

íàíñà.

Ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà èñïîëü-

çóåìûõ ðàíåå îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿõ [1, 2]:

1) ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðàõ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåêîòîðûì ðàçëè÷èåì â ôîðìàõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà

íà ïîëóöèêëàõ åãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíîé è äëÿ

äàííîé ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâèòü åãî ìîäåëüþ ñèñòåìû ñ

îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áèëèíåéíîé àñèììåòðè÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé
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âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû îïèñû-

âàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà
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Çäåñü � – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííîãî òåëà, èëè òåëà ñ

çàêðûòîé òðåùèíîé; � – ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîñèòåëüíîå èçìå-

íåíèå êâàäðàòà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû,
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ãäå �î – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè îòêðûòîé òðåùèíå.

Ïàðàìåòð � çàâèñèò îò âèäà, îòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ è ìåñòîïîëîæå-

íèÿ òðåùèíû, îòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ è ôîðìû êîëåáàíèé êîíñòðóêòèâíîãî

ýëåìåíòà è ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó åãî

ïîâðåæäåíèÿ ���� �ò 0 :

�
�

�
�

�1
, (3)

ãäå � 0 – ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè íåïîâðåæäåííîãî óïðóãîãî

òåëà; �� ò – ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îáóñëîâëåííîå óâåëè-

÷åíèåì åãî ïîäàòëèâîñòè â ðåçóëüòàòå íàëè÷èÿ òðåùèíû è îïðåäåëÿåìîå

÷åðåç êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ïðèìåðû îïðåäåëåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ � è � ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷-

íîãî ñå÷åíèÿ è èçãèáå ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â óñëîâèÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ

ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì êîëåáàíèé è íàëè÷èÿ ðàçëè÷íîãî âèäà òðåùèí

íîðìàëüíîãî îòðûâà ðàññìàòðèâàëèñü ñîîòâåòñòâåííî â [3, 4] è [5, 6];

2) ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå � �� 0 2 êðîìå îñíîâíîé, ïåðâîé

ãàðìîíèêè êîëåáàíèé À t1 1sin( ),� �� ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé

ñèëû �, âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ ñî ñïåêòðîì ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ

îñíîâíîãî ðåçîíàíñà (� �� 0 ), îïðåäåëåííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ìåòîäà íåëèíåéíîé ìåõàíèêè [1, 7]. Çäåñü �0 – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà

êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíå [2],
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3) àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè À1 ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé

�0 :

A q h1 0 0
2 2 2 2 2 1 24� � � �[( ) ] /� � � (5)

èëè ïðèáëèæåííî èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ò.å. ïðè � �0 � .
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Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïîëîæåíèé ðåøåíèå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(1) äëÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà (� ��0 5 0, ) ïðåäñòàâèì

â âèäå [1]
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ À2 , �1 , � 2 èñïîëüçóåì ïðîñ-

òîé ïðÿìîé ñïîñîá, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèå (1) íà êàæäîì ïîëóöèêëå êîëå-

áàíèé ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé (2�) íà âñåì ïåðèîäå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

( )Ò � � ��2 â ìîìåíòû èçâåñòíûõ çíà÷åíèé áèëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè âîñ-
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ãäå ïàðàìåòð � ðàññìàòðèâàåòñÿ â èíòåðâàëå � � �0 2� � ïðè óñëîâèè

À A2 0 1sin .� �
Ïîäñòàâèì óêàçàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (8) â óðàâíåíèå (1) è îáîçíà÷èì

�� � �� �2 12 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ÷åòûðå ïàðû èñõîäíûõ óðàâíåíèé:
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(9)

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà óðàâíåíèÿ (9) äîïîëíèòåëüíî ïðîíóìåðîâàíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì èíäåêñîâ ìîìåíòîâ âðåìåíè (8): �1 , ��1 , �2 , ��2 , �3 , ��3 ,

�4 , ��4 . Ïðè ýòîì âåðõíèå çíàêè “�” îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ( �1), ( ��1 ), ( �2 ), ( ��2 ), à

íèæíèå “�” ê ( �3 ), ( ��3 ), ( �4 ), ( ��4 ).

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàíåå ðàñ÷åòîâ [3, 8] ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èññëå-

äóåìûõ ðåçîíàíñàõ çíà÷åíèå îñíîâíîãî âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà

(îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùèé ãàðìîíèêè) íå çàâèñèò îò óðîâíÿ

îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû âûíóæäàþùåé ñèëû q0 , à îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè � è äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè h êîëåáàòåëü-

íîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî

ïàðàìåòðà íàõîäèëèñü èç ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñóìì èñõîäíûõ óðàâ-

íåíèé òèïà (9), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóììå è ðàçíîñòè õàðàêòåðíûõ ïàð óðàâíå-

íèé ( �� ��N M ), ( ��� �N M ), îõâàòûâàþùèõ âåñü ïåðèîä íèçøåé ãàðìîíèêè

êîëåáàíèé. Ïðîâîäèëîñü òàêæå óñðåäíåíèå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé óãëà � íà èíòåðâàëå � � �0 2� � , ãäå �0 îïðåäåëÿëîñü ñîîòâåòñòâó-

þùèì óñëîâèåì, îáóñëîâëèâàþùèì ïðè äàííîì ïåðåìåùåíèè u( )� èçâåñò-

íîå çíà÷åíèå áèëèíåéíîé æåñòêîñòè.

Òàê, äëÿ îáëàñòè ñëàáîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà,

êîãäà îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ðåçîíèðóþùåé (âòîðîé) ãàðìîíèêè À2 �
� 'À À2 1 1, áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ

äëÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà [8]:

A

h
2

2

2 1

2
4

2

8

2

2
4

2

�
� �

�
��

�
��

� �
� �

�
��

�
� �

�

�

�

� �
� �

�
( )

cos( )

( ) ��

� �
�

	



�

�


�

( )

sin( ),

2 8

2
2 2 1

�
�

�

� � (10)

ãäå (� �2 12� ) – ñäâèã ôàç, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì

( ) .� �
�

�

�
�

�

2 1

2

2

2

2 8

8

� �
� �

�

	



�

�


arctg

( )

h

(11)

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòåé À h2 ( , )� c äàííûìè ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ïî

óñêîðåíèþ ïîêàçûâàåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå èõ ñîâïàäåíèå ïðè �� h�5.
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Èñïîëüçîâàíèå àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ê íàõîæäåíèþ îïðåäåëÿþùèõ

óðàâíåíèé èç ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) äëÿ ñèëüíîãî ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (À2 1( ) îáóñëîâëèâàåò, â îòëè÷èå îò ðàíåå âû-

ïîëíåííûõ ðåøåíèé [1, 2, 3, 8], íàëè÷èå ïðàâîé ÷àñòè è îòñóòñòâèå â ÿâíîì

âèäå àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè A2 . Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ íàñòðîåííîãî

ðåçîíàíñà (� �� 0 2) èç ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû óðàâíåíèé

{[( �1)+( ��4 )]–[( ��1 )+( �4 )]}+{[( �2 )+( ��3 )]–[( ��2 )+( �3 )]} èìååì

( ) sin cos2
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2
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0
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2
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�
sin , (12)

èç àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû {[( �1)–( ��4 )]–[( ��1 )–( �4 )]}–{[( �2 )–( ��3 )]–[( ��2 )–( �3 )]} –

( ) cos sin2
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cos , (13)

ãäå

��
�

�� �2
12
. (14)

Îäíàêî òàêîå, êàçàëîñü áû, óñëîæíåíèå ðåøåíèÿ óïðîùàåòñÿ ïîëíûì

îòñóòñòâèåì â óðàâíåíèÿõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëà �.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À2 ïðåîáðàçóåì

ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (12), (13). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ � 2 2�
� ��� �1 äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è âûðàæåíèÿ äëÿ sin �1, îïðå-

äåëÿåìîãî èç áàëàíñà ïîäâîäèìîé è ðàññåÿííîé ýíåðãèé
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Ïðåíåáðåãàÿ ââèäó ìàëîñòè ÷ëåíîì
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è ïðèíèìàÿ

ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì cos �1 1� è â ñîîòâåòñòâèè ñ (5)
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êîëåáàíèé, ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàñòðîåííîãî ñóïåð-
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Ìîæíî òàêæå ïðèíÿòü çíà÷åíèå àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À1 ñîîò-

âåòñòâóþùèì ðåøåíèþ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòå-

ìû ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ � ��0 5, , ò.å. À
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ãäå
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àìïëèòó-

äû À2 îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû �, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (19)

ñ èñïîëüçîâàíèåì (18) è ïî ôîðìóëàì (20) ñ èñïîëüçîâàíèåì (21), ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà êîëåáàíèé ).

Ñòðîãî ãîâîðÿ, âî âíèìàíèå ñëåäóåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ À2 1* .

Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ðèñ. 1 òî÷êàìè

íàíåñåíû äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)*. Êàê âèäíî, õàðàêòåð

çàâèñèìîñòåé À2 ( )� àíàëîãè÷íûé, íî çíà÷åíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà ñîãëàñíî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà

ïî ôîðìóëàì (19) ïðèìåðíî íà 21...24% ìåíüøå, à ïî (20) – íà 5%, ò.å. â

äàííîì ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäíèå.

Àíàëèç ôîðìóë (19) è (20) ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ñëåäóþùóþ îñîáåí-

íîñòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ â ÷èñëèòåëå ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ. Íåçàâèñèìî îò

âåëè÷èíû ïàðàìåòðà 0 0 2� �� , äëÿ ôîðìóë (19) îíè ðàâíû
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* Äàííûå ïîëó÷åíû Î. À. Áîâñóíîâñêèì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À2 îò ïàðàìåòðà �, ïîëó-

÷åííûå ïî ôîðìóëàì (19) – ñïëîøíûå ëèíèè è (20) – øòðèõîâûå ëèíèè, ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà êîëåáàíèé ): 1 – )� 0 005, ; 2 – )� 0 010, ; 3 –

)� 0 050, . (Çäåñü è íà ðèñ. 2, 3: òî÷êè – äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).)
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� � �ctg =1,674�

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ñèëü-

íîãî ðåçîíàíñà îïðåäåëÿåò ÷åòêóþ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü

äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À2 îò êâàäðàòíîãî êîðíÿ îòíîøåíèÿ îïðåäå-

ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû � �, êîòîðóþ äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé � ñ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðàêòèêè ïðèáëèæåíèåì

ìîæíî ïðèíÿòü ñîîòâåòñòâåííî

A2
04

0 886� �
� �

�

�

�

�

�
, èëè A2 0 725� , .

�

�
(22)

Çàâèñèìîñòè (22) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò çàâèñèìîñòè À2 ( )� � â

ñëó÷àå ñëàáîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, äëÿ êîòîðîãî ïðèáëèæåííîå

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (10) îïðåäåëÿåò ïðèìåðíî ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ

çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà À2 îò îòíîøåíèÿ � �: À2 0 69� , ( ).� �
Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç ñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ

ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷àåìûõ äëÿ

îáëàñòè ñëàáîãî (À2 1� ) è ñèëüíîãî (A2 1 ) ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Íà ðèñ. 2 äëÿ òðåõ âåëè÷èí ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà êîëåáàíèé �
ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè À2 ( ),� ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (10) äëÿ ñëà-

áîãî è ïî âòîðîé ôîðìóëå (22) äëÿ ñèëüíîãî ðåçîíàíñîâ ñ âêëþ÷åíèåì

îáëàñòè çíà÷åíèé À2 1� . Êàê âèäíî, äëÿ çíà÷åíèé À2 0 75! , ëó÷øèå ðåçóëü-

òàòû ïîëó÷åíû ïî ôîðìóëàì (10), äëÿ À2 0 75" , – ïî ôîðìóëå (22).

Ïðåäëîæåííûé ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âèáðî-

äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ â óïðóãîì òåëå çàêðûâàþùåéñÿ òðåùè-

íû ÷åòêî âûÿâëÿåò ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà

íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñàõ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � è äåìïôèðó-

þùåé ñïîñîáíîñòè � êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû

À1 2/ ðåçîíèðóþùåé íèçøåé ãàðìîíèêè ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå

ïîðÿäêà 1/2 (# ��2 0) è îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû À2 ðåçîíèðóþùåé âòîðîé

ãàðìîíèêè ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå (# ��0 5 0, ), ïîëó÷åííûå ïî

ôîðìóëå (20), îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû � ïðè ��
�0 005, . Çàâèñèìîñòü À1 2/ ( )� ðàññ÷èòûâàëàñü ñîãëàñíî äàííûì ðàáîòû [3] ïî

ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé ïðè çíà÷åíèè $0 0� :

A D1 2
0

2
2

1

2 2/ sin ( )� � �
�

�
�

�

�
�

	



�

�


��

�
�
�

��

�
�
�

��

�

� � �
�

�
�� , (23)
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a

á

â

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À2 îò ïàðàìåòðà �, ïîëó-

÷åííûå ïî ôîðìóëàì (10) – øòðèõîâûå ëèíèè è (22) – ñïëîøíûå ëèíèè, ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà êîëåáàíèé ): à – )� 0 005, ; á – )� 0 010, ; â –

)� 0 050, .



ãäå

�� �
�

�
�

)

�

�
� � �

�

	



�

�


�

�
�

�

�
��

 
!
"

#"

$
%
"

&"
arctg (2

0
) 2 2

2
2 0

D
�

�

	



�

�

�1

(D ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0,5; 0,570736 è 0 25 2 0 070736, ( ) ,� �� ).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 3 òî÷êàìè ïîêàçàíû äàííûå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ ñèëüíîãî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

ïîðÿäêà 1/2 (� ��2 0) çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé

íèçøåé ãàðìîíèêè À1 2/ ( , )� ) ïðè îòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ � )�10 óäîâëå-

òâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé À1 2 2/ �
� �

)
[3], ò.å. âåëè÷èíà À1 2/ ïðÿìî

ïðîïîðöèîíàëüíà îòíîøåíèþ � ), òî äëÿ ñèëüíîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà çíà÷åíèå À2 ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíîìó êîðíþ ýòîãî îòíîøå-

íèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü À1 2/ ( , ),� ) îïðåäåëÿåìóþ ïî

ôîðìóëàì (23) ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøåèçëîæåííîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè ïðàâîé ÷àñòè. Â ðàáîòå [3] óêàçàííûå ôîðìóëû

áûëè ïîëó÷åíû èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé áåç

ïðàâîé ÷àñòè, íî ñîäåðæàùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïàðàìåòðà �.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè cos2�, èìåþùåéñÿ

â îäíîì èç óðàâíåíèé, ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ åå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû íà

èíòåðâàëå 0 2' '� � . Óðàâíåíèÿ ïîëó÷àëè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñ-

êèõ ñóìì èñõîäíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ àíàëîãè÷íî (9) äëÿ õàðàêòåðíûõ

ìîìåíòîâ âðåìåíè �t1, ��t1, �t2 , ��t2 èññëåäóåìîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, îáîçíà-

÷àåìûõ óêàçàííûìè èíäåêñàìè.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íàëè÷èÿ ôóíêöèè cos2� ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûå â [3]

àëãåáðàè÷åñêèå ñóììû óðàâíåíèé [( �1)–( �2 )]–[( ��1 )–( ��2 )] è [( �1)–( ��2 )]–[( ��1 )–( �2 )],

êîòîðûå ïðè ïðåíåáðåæåíèè âûñøèìè ãàðìîíèêàìè ïîçâîëÿþò íàéòè ñëåäó-

þùóþ ïàðó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé:
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Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä À1 2/ (êðèâàÿ 1) è À2 (êðèâàÿ 2) îò

ïàðàìåòðà � ïðè çíà÷åíèè )� 0 005, .



2 2 0
2 1 2 1h A A
�

�
� � � �cos sin cos ;/, � , �� (24)

( ) cos sin cos2 2 4 2 2

2

2

0

2
1

� �
�

	



�

�


�

�
�

�

�
� � ��

�

�
�

�

�
�

�
� �h

q

A
�1 2/ . (25)

Êàê âèäíî, â ïåðâîì óðàâíåíèè îòñóòñòâóåò ïðîáëåìíàÿ ôóíêöèÿ cos2�,

âî âòîðîì – âîîáùå îòñóòñòâóþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïàðàìåòðà �.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàñòðîåííîãî ðåçîíàíñà (� ��2 0). Èç óðàâíå-

íèÿ (5) íàõîäèì
q

A

0

2
1

0
2

3
�

�

�
��

�

	



�

�
 , à èç áàëàíñà ïîäâîäèìîé è ðàññåÿííîé

ýíåðãèé – sin ( , )./� �1
1

0
1 2
22 1 0 25� �h

A

q
A Çäåñü À À À1 2 1 2 1/ /� , ãäå À1 – àìïëè-

òóäà ãàðìîíèêè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ �; À1 2/ –

àìïëèòóäà ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé
1

2 0� �� .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî cos cos( ),/2 1 2 1� � �� �� è, ïîëàãàÿ
h

�

)

�
�

2
, óðàâíå-

íèå (25) çàïèøåì â âèäå

2 1
0

2

1 2
2�

�

	



�

�


�

�
�

�

�
��

 
!
"

#"

$
%
"

&"
��

�

�
� �

)

�
�cos sin/� �A . (26)

Âûðàæàÿ ôóíêöèè cos � è sin2� ÷åðåç èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå

0 2' '� � , óðàâíåíèå (24) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1 2 2/

cos

( )
.�

� �

) �

�
(27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (26), ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñäâèãà ôàç ��:

�� �
�

�

)

��
� � �

�
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�


�

�
�

�

�
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8 2 1
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arcsin arcsin .8

)

��
(28)

Èç (26) ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ À1 2/ ÷åðåç tg��:

A1 2

0
2

2 1

/ .�

� �
�

	



�

�


�

�
�

�

�
�

�

�
�

�
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��
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(29)
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàíåå [3] ðåçóëüòàòîâ ñ íàñòîÿùèìè íà ðèñ. 4

ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè À1 2/ ( ),� ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (27), (29) è

(23) ïðè )�0 005, , à òàêæå äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (1). Êàê âèäíî, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (27) è (29) çàâèñèìîñòü À1 2/ îò

ïàðàìåòðà � ïðàêòè÷åñêè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

À1 2 2/ ,�
� �

)
à ïî (23) – îíà òàêàÿ æå òîëüêî äî îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ �, â

äàííîì ñëó÷àå ðàâíîãî ïðèìåðíî 0,08. Îäíàêî çàâèñèìîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïî

ôîðìóëå (23), íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äî

áîëåå âûñîêîãî çíà÷åíèÿ �. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñ-

òè ïðèíÿòèÿ óêàçàííîãî â [3] äîïóùåíèÿ î ñðåäíåì çíà÷åíèè ôóíêöèè cos .2�

Â û â î ä û

1. Ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðà-

ìåòðà íåëèíåéíîñòè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåé-

ñÿ òðåùèíîé, ìîäåëèðóåìîãî ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ àñèììåò-

ðè÷íîé áèëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû, ïðè ñèëüíîì

ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà.

2. Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî

âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ òðåùèíû – îòíîñèòåëüíîé àìïëè-

òóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À2 êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè íàñòðîåííîì ñóïåð-

ãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ çàâèñèìîñòü

îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû À2 îò îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè � è

äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè ) êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðèòåëüíî

îïèñûâàåòñÿ åäèíîé ôîðìóëîé À2 0 725� , ,� ) ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî êîòî-

ðîé óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè À1 2/ , ðàññ÷èòàííûå ïðè )� 0 005, ïî ôîðìóëàì (27), (29) – êðèâûå 1, 2

(êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì �� è À1 2/ ) è ïî (23) – êðèâûå 3, 4, 5 ïðè

êîýôôèöèåíòå D � 0 5, ; [ , ( ) , ]0 25 2 0 070736� �� è 0,570736 ñîîòâåòñòâåííî.



4. Ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà íåëèíåé-

íîñòè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì (À1 2/ ) è ñóïåðãàðìî-

íè÷åñêîì (À2) ðåçîíàíñàõ îò âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ � ). Åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå

À1 2/ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî çíà÷åíèþ � ), òî âî âòîðîì – ïðîïîðöèîíàëüíî

êâàäðàòíîìó êîðíþ ýòîãî îòíîøåíèÿ, ïðè ýòîì âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ ýòèõ

àìïëèòóä À À2 1 2 0 46/ , .� ) �

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿäàºòüñÿ íàáëèæåíèé àíàë³òè÷íèé ìåòîä ðîçðàõóíêó îñíîâíîãî ïàðà-

ìåòðà íåë³í³éíîñò³ êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó ïðóæíîãî ò³ëà ç òð³ùèíîþ, ùî

çàêðèâàºòüñÿ, ÿêå ìîäåëþºòüñÿ ñèñòåìîþ ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ç àñè-

ìåòðè÷íîþ á³ë³í³éíîþ â³äíîâëþâàëüíîþ ñèëîþ, ïðè ñèëüíîìó ñóïåðãàðìî-

í³÷íîìó ðåçîíàíñ³ 2-ãî ïîðÿäêó.
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