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Êîëåáàíèÿ óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè.

Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü òàêèõ êîëåáàíèé – ïðîÿâëåíèå òàê íàçûâàåìûõ íåëèíåéíûõ

ýôôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû è íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè

ýòèõ ðåçîíàíñàõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äèàãíîñòèêè òðåùèí, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â

âàðüèðîâàíèè àñèììåòðèåé âûíóæäàþùåé ñèëû. Ñòàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñîñðåäîòî÷åííîé

ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëû èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå òðåùèíû: îíà ñòàíîâèòñÿ ÷àñòè÷íî

èëè ïîëíîñòüþ îòêðûòîé ëèáî çàêðûòîé. Ïðè ýòîì óðîâåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè

ëþáîì íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå èçìåíÿåòñÿ îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ïðè îòñóòñòâèè ñòàòè-

÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé) äî ïðàêòè÷åñêè íóëåâîãî, êîãäà òðåùèíà ïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé ñòàíîâèòñÿ îòêðûòîé èëè çàêðûòîé ïðè êîëåáàíèÿõ. Ìåòîä ïîçâîëÿåò îáíàðó-

æèòü íàëè÷èå òðåùèíû áåç êàêîé-ëèáî ïðåäâàðèòåëüíîé èíôîðìàöèè î äèàãíîñòèðóåìîì

îáúåêòå â íåïîâðåæäåííîì ñîñòîÿíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàêðûâàþùàÿñÿ òðåùèíà, ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ, äèàãíîñòèêà òðåùèíû, íåëèíåéíûå ýôôåêòû, àñèììåòðèÿ âûíóæäà-
þùåé ñèëû.

Ââåäåíèå. Îáíàðóæåíèå òðåùèí äîêðèòè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ñ öåëüþ ïðåä-
îòâðàùåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ìàøèí è êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè. Çà ïî-
ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè âèáðàöèîííûå ìåòîäû
äèàãíîñòèêè ïîâðåæäåíèé, áîëüøàÿ ÷àñòü èç êîòîðûõ îñíîâàíà íà îáóñëîâ-
ëåííîì òðåùèíîé èçìåíåíèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è èñêàæåíèè ôîðì êîëå-
áàíèé [1, 2]. Îäíàêî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ îêàçàëàñü íåäîñòàòî÷íîé
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Áîëåå âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íàëè-
÷èþ òðåùèíû îáëàäàþò òàê íàçûâàåìûå íåëèíåéíûå ýôôåêòû [3], ò.å. ñóá- è
ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû è ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè
ýòèõ ðåçîíàíñàõ.

Ïðè êîëåáàíèÿõ òåë ñ òðåùèíîé â ïðîöåññå åå îòêðûòèÿ èëè çàêðûòèÿ
ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè, êîòîðîå äëÿ óïðîùåíèÿ àíà-
ëèçà ìîäåëèðóþò íåñèììåòðè÷íîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé âîñ-
ñòàíàâëèâàþùåé ñèëû. Àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ òàêîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè âîçíèêíî-
âåíèÿ ñóá- [4–13] è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ [7, 8, 10, 12, 14, 15] ðåçîíàíñíûõ
êîëåáàíèé ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè
÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé ñ çàêðûâàþ-
ùåéñÿ òðåùèíîé [10, 16–18].
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Èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ òðåùèíîé, ïîä-
âåðãàþùèõñÿ âîçäåéñòâèþ ñòàòè÷åñêîé ñèëû, áûëà ðåàëèçîâàíà ïðè èññëå-
äîâàíèÿõ ñâîáîäíûõ [19, 20] è âûíóæäåííûõ [21] êîëåáàíèé ñòåðæíåé. Ïðî-
âåäåíèå ýòèõ èññëåäîâàíèé âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ áîëåå òî÷íîãî ó÷åòà
óñëîâèé íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â ïîëå çíà÷èòåëü-
íûõ öåíòðîáåæíûõ ñèë (íàïðèìåð, ëîïàòêè ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé) èëè
íåñóùèõ áîëüøóþ ñòàòè÷åñêóþ íàãðóçêó (ìîñòû). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåëè-
÷èíà è çíàê ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè (ðàñòÿãèâàþùàÿ èëè ñæèìàþùàÿ) âëèÿþò
íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ ñ ðàçíûìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè íàðÿäó ñ ðàçìåðàìè è ìåñòîïîëîæåíèåì òðåùèíû [19–21].

Â ðàáîòå [22] àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå àñèììåòðèè ãàðìî-
íè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëû íà óðîâåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ íåñèììåòðè÷íîé êóñî÷íî-ëèíåé-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû è ñòåðæíÿ Áåðíóëëè–Ýéëåðà
íà äâóõ îïîðàõ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ÷åì áîëüøå àñèììåòðèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû, òåì íèæå óðîâåíü
íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå. Â ñëó÷àå åñëè òðåùèíà
ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ îòêðûòîé èëè çàêðûòîé èç-çà âûñîêîé ñòåïåíè àñèì-
ìåòðèè âûíóæäàþùåé ñèëû, íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ
èñ÷åçàåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêóññòâåííî âûçâàííîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ òðåùèíû,
ò.å. åå ÷àñòè÷íîå èëè ïîëíîå îòêðûòèå èëè çàêðûòèå, ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ
ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ê ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé
ñèëå è îöåíêà ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåíåíèé íåëèíåéíîñòè ïðè ñóá-
è (èëè) ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå
ïðèçíàêà íàëè÷èÿ ïîâðåæäåíèÿ òèïà òðåùèíû óñòàëîñòè â êîíñòðóêöèè.

Ìîäåëü ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòàëüíî àïðîáèðîâàííîé êî-
íå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé [23], ñîñòîÿùåé èç 21 ýëåìåíòà
(ðèñ. 1). Òðåùèíà ìîäåëèðîâàëàñü óêîðî÷åííûì ýëåìåíòîì, äëèíà êîòîðîãî
ñîñòàâëÿåò 10% äëèíû îáû÷íîãî ýëåìåíòà, ñ óìåíüøåííîé æåñòêîñòüþ. Óêî-
ðî÷åííûé ýëåìåíò ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî çàäàâàòü ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû.
Ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàëàñü ê óçëàì ìîäåëè.

Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å çà-
êëþ÷àëàñü â ïðîöåäóðå íàãðóæåíèÿ ñòåðæíÿ. Ê ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè-

Ðèñ. 1. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ (L – äëèíà ñòåðæíÿ; LP – ìåñòî
ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû; Lc – ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû).
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÷åñêîé ñèëå äîáàâëÿëàñü ñòàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíèëîñü ñîñòîÿíèå òðåùèíû, ò.å îíà ñòàëà áîëüøå
èëè ïîëíîñòüþ îòêðûòîé ëèáî çàêðûòîé. Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ñòåðæåíü èìååò íåñèììåòðè÷íóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó âîññòà-
íàâëèâàþùåé ñèëû, êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé îïèñû-
âàëèñü ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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� [ ]{ �} [ ]{ } { } { }sin( ),D x K x P P td d st P�
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ãäå [ ]M – ìàòðèöà ìàññ; [ ]D è [ ]Dd – ìàòðèöû äåìïôèðîâàíèÿ; [ ]K è [ ]K d –
ìàòðèöû æåñòêîñòè; { }x – âåêòîð îáîáùåííûõ óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; { }P –
âåêòîð óçëîâûõ ñèë; �P – ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû; { }Pst – âåêòîð
ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé óçëîâûõ ñèë. Çäåñü è äàëåå ïàðàìåòðû ñòåðæíÿ ñ
îòêðûòîé òðåùèíîé îáîçíà÷åíû èíäåêñîì d. Èíäåêñ st îáîçíà÷àåò ñòàòè-
÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (1), ïðåîáðàçóåì èõ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì:
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[ ]I è [ ]I d – ìàòðèöû ìàññ â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ; [ ]�2 è [ ]�d
2 – ìàòðèöû

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ; [ ]� è [ ]� d – ìàòðèöû
äåìïôèðîâàíèÿ â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ; { }R è { }Rd – âåêòîðû âûíóæäàþùåé
ñèëû; { }Rst è { }Rstd – âåêòîðû ñòàòè÷åñêîé ñèëû; { }q – ãëàâíàÿ êîîðäèíàòà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) â ñèñòåìó (2) âûïîëíÿëîñü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
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ãäå [ ]
 è [ ]
 d – ìàòðèöû ôîðì êîëåáàíèé.
Ìàòðèöû ôîðì êîëåáàíèé íàõîäèëèñü èç ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ äëÿ ñòåðæíÿ ñ çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíîé ñîîòâåòñòâåííî:
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ãäå i – íîìåð ñîáñòâåííîé ôîðìû êîëåáàíèé.
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Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñòåðæíÿ ó÷èòûâàåò âëèÿíèå òðåùèíû íà ôîðìû
êîëåáàíèé. Ïîýòîìó ðåøàëèñü äâå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: äëÿ
ñòåðæíÿ ñ çàêðûòîé òðåùèíîé (â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ñòåðæíÿ ïðåäïîëàãà-
ëèñü òàêèìè æå, êàê è íåïîâðåæäåííîãî) è äëÿ ñòåðæíÿ ñ îòêðûòîé òðåùèíîé,
âñëåäñòâèå ÷åãî âåêòîðû âíåøíèõ ñèë { }R è { },Rd à òàêæå { }Rst è { }Rstd

áûëè ðàçíûìè.
Óðàâíåíèÿ (2) ðåøàëèñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ïîøàãîâî âî âðåìåíè.

Ñîñòîÿíèå òðåùèíû ïðîâåðÿëîñü íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïî ðåçóëüòàòàì
ñðàâíåíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà ïðàâîãî (� right ) è ëåâîãî (� left ) óçëîâ ýëåìåíòà,

ìîäåëèðóþùåãî òðåùèíó. Åñëè � �left right� , òðåùèíà îòêðûòà, è íàîáîðîò. Â

ñëó÷àå åñëè ñîñòîÿíèå òðåùèíû èçìåíÿåòñÿ (òðåùèíà ïîëíîñòüþ çàêðûâàåòñÿ
èëè íà÷èíàåò îòêðûâàòüñÿ) íà j-ì âðåìåííîì øàãå, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
ñëåäóþùåãî ( j �1)-ãî øàãà âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì:

{ } [ ] [ ]{ };q qj d j�

�1

1
 
 (5)

{ } [ ] [ ]{ }.q qj d j�

�1

1
 
 (6)

Ôîðìóëû (5) è (6) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà òðåùèíà
íà÷èíàåò îòêðûâàòüñÿ è ïîëíîñòüþ çàêðûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ýêâèâàëåíòíàÿ ëîêàëüíàÿ æåñòêîñòü ýëåìåíòà, ìîäåëèðóþùåãî òðåùèíó,
âû÷èñëÿëàñü íà îñíîâå áàëàíñà ýíåðãèé äåôîðìàöèè [1]. Èçìåíåíèå ýíåðãèè
äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ, îáóñëîâëåííîå òðåùèíîé, îïðåäåëÿëîñü ïî ôîðìóëå

�U b
K

E
da

a

� � I
2

0

, (7)

â êîòîðîé êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé äëÿ êðàåâîé òðåùèíû
ïðè èçãèáå ïîëîñû âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîðìóëå ×åðåïàíîâà [24]:

K
M

bh

b
I � 
 
 

4 2

1 13 2
3 3 1 2,

[( ) ( ) ] ,/
/� � (8)

ãäå E – ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà; M b – èçãèáàþùèé ìîìåíò; b è h –
øèðèíà è âûñîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ; a – ãëóáèíà òðåùèíû;
� � a h.

Òðåùèíà â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäà-
þùåé ñèëû ñòàíîâèòñÿ áîëüøå èëè ïîëíîñòüþ îòêðûòîé ëèáî çàêðûòîé.
Èçìåíåíèå óïðóãîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû Pr â çàâèñèìîñòè îò ñòàòè-
÷åñêîé ñèëû Pst ðàçíîãî çíàêà ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Ïðèíÿòî, ÷òî ñòàòè÷åñêàÿ
ñèëà, çàêðûâàþùàÿ òðåùèíó, ïîëîæèòåëüíà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà îòðè-
öàòåëüíà. Êàê âèäíî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ õàðàêòåðèñòèêè âîññòàíàâëèâàþùåé
ñèëû óïðóãîãî òåëà ðàçëè÷àþòñÿ. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ
òàêæå óðîâíè íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè êàêîì-ëèáî íåëèíåéíîì ðåçî-
íàíñå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè íàëè÷èè òðåùèíû â
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ñòåðæíå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñòàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âûíóæäàþùåé ñèëû
èçìåíÿåò íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè ñóá- èëè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-
íàíñàõ, çíà÷èò, â ñòåðæíå âîçíèêëà òðåùèíà.

Áûëè èññëåäîâàíû âûíóæäåííûå èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ïî ïåðâîé ôîðìå
ñòåðæíåé ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ìåñòîïîëîæåíèåì òðå-
ùèíû (ðèñ. 3), à èìåííî: êîíñîëüíûé ñòåðæåíü (L Lc � 0,1 è 0,5), ñòåðæåíü íà
äâóõ îïîðàõ (L Lc � 0,25 è 0,5) è ñòåðæåíü, çàùåìëåííûé ñ äâóõ ñòîðîí
( , ).L Lc �0 5 Äëèíà L, âûñîòà h è øèðèíà b ñå÷åíèÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ
ñîñòàâëÿëè 0,23 ì, 0,02 ì è 0,004 ì ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçìåðû ñòåðæíÿ íà äâóõ
îïîðàõ è çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí òàêîâû: L�6 ì; h�0 5, ì; b�0 5, ì. Âî
âñåõ ñëó÷àÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíà òðåùèíû a h�0 2, . Ìîäóëü óïðóãîñòè E,
ïëîòíîñòü � è ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò êîëåáàíèé � ìàòåðèàëà ïðèíÿòû
ðàâíûìè 206 ÃÏà, 7850 êã/ì 3 è 0,01 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèé ñëåäóþùàÿ: âûíóæäàþùàÿ ñèëà ñ òîé èëè èíîé
ñòåïåíüþ àñèììåòðèè ïðèêëàäûâàëàñü ê êîíöó êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ (L LP �
�1) è ïîñëåäîâàòåëüíî ê äâóì ðàçëè÷íûì òî÷êàì ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ è
çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí (L LP � 0,25 è 0,5). Â êàæäîì ñëó÷àå âûïîëíÿëñÿ
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà óñêîðåíèÿ êîíöà êîíñîëüíîãî

Ðèñ. 2. Õàðàêòåðèñòèêè âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé ïðè
ðàçëè÷íûõ çíàêàõ ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû (A è Ao – àìïëèòóäû
ïîëóöèêëîâ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, êîãäà òðåùèíà çàêðûòà è îòêðûòà ñîîòâåòñòâåííî).

Ðèñ. 3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðû âûíóæäàþùåé ñèëû.

P P tst P� sin �

P P tst P� sin �

P P tst P� sin �

L Lc � 0 5,L Lc � 0 1,

L Lc � 0 5,

L Lc � 0 5,

L Lc � 0 25,
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ñòåðæíÿ è ñðåäíåãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ è çàùåìëåííîãî ñ äâóõ
ñòîðîí ïðè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ.

Âëèÿíèå àñèììåòðèè âûíóæäàþùåé ñèëû íà íåëèíåéíîñòü êîëåáà-

íèé êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé. Íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè ñóá- è
ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ îöåíèâàëàñü îòíîøåíèåì àìïëèòóäû äîìè-
íèðóþùåé ãàðìîíèêè (íàèáîëüøåé ïî àìïëèòóäå) â ñïåêòðå êîëåáàíèé ê
àìïëèòóäå îñíîâíîé ãàðìîíèêè. Íàïðèìåð, ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-
íàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà äîìèíèðóþùåé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ãàðìîíèêà A2 , ïðè
ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 – ñóáãàðìîíèêà A1 2/ . Âñå äðóãèå
ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðà êîëåáàíèé ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äîìè-
íèðóþùåé ãàðìîíèêîé. Ïîýòîìó óðîâåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé îöåíèâà-
ëè ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèÿìè A A2 1 è A A1 2 1/ (A1 – àìïëèòóäà îñíîâíîé
ãàðìîíèêè).

Ïðè ðàñ÷åòàõ â ìîäåëè ó÷èòûâàëè âîñåìü ôîðì êîëåáàíèé. Ýòîãî äîñòà-
òî÷íî äëÿ îöåíêè óðîâíÿ íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè íåëèíåéíûõ ðåçî-
íàíñàõ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, òàê êàê îí ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòàåò èçìå-
íÿòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ ÷åòûðåõ ôîðì êîëåáàíèé.

Íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïðè îáîèõ íåëèíåéíûõ
ðåçîíàíñàõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû (ðèñ. 4), îïðåäåëÿåìîé êàê îòíîøåíèå
ñòàòè÷åñêîé ñèëû Pst ê àìïëèòóäå ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëû P.
Íàèáîëüøàÿ íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé èìååò ìåñòî ïðè îòñóòñòâèè àñèììåò-
ðèè âûíóæäàþùåé ñèëû (Pst �0). Ñ óâåëè÷åíèåì ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé
íåçàâèñèìî îò çíàêà íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé âíà÷àëå ìåäëåííî, à çàòåì ðåçêî
óìåíüøàåòñÿ äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Òàê, íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðàêòè-
÷åñêè èñ÷åçàåò ïðè P Pst �2 â ñëó÷àå ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è ïðè
P Pst �1 â ñëó÷àå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóáãàðìî-
íè÷åñêèé ðåçîíàíñ èñ÷åçàåò ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé àñèììåòðèè âûíóæ-
äàþùåé ñèëû, ÷åì ñóïåðãàðìîíè÷åñêèé.

a á

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû äîìèíèðóþùåé ãàðìîíèêè ñïåêòðà óñêîðåíèÿ
ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 2/1 (à) è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà
1/2 (á) îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ
êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ (L LP �1): 1 – L Lc � 0 1, ; 2 – L Lc � 0 5, .

A A2 1 A A1 2 1/

P Pst P Pst
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×åì äàëüøå òðåùèíà îò çàäåëêè, òåì ñëàáåå åå âëèÿíèå íà æåñòêîñòü
êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ. Ïîýòîìó âïîëíå ëîãè÷íî, ÷òî óðîâåíü íåëèíåéíîñòè
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé ïîñðåäèíå (L Lc �0 5, ) ïðè ñóïåðãàðìîíè-
÷åñêîì ðåçîíàíñå ïðèáëèçèòåëüíî â äâà ðàçà íèæå, ÷åì â ñëó÷àå òðåùèíû ó
çàäåëêè (L Lc �0 1, ). Â òî æå âðåìÿ ïðè ðàñïîëîæåíèè òðåùèíû â ñå÷åíèè
L Lc �0 5, ñóïåðãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ èñ÷åçàåò ïðè ìåíüøåé àñèììåòðèè
âûíóæäàþùåé ñèëû, ÷åì ïðè L Lc �0 1, . Ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ ñòåðæ-
íÿ ñ òðåùèíîé ïîñðåäèíå îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû
íåäîñòàòî÷íà äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ðåæèìà êîëåáàíèé.

Âëèÿíèå àñèììåòðèè âûíóæäàþùåé ñèëû íà íåëèíåéíîñòü êîëåáà-

íèé ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ è çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí. Çàâèñèìîñòè
ìåæäó ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû è íåëèíåéíîñòüþ
êîëåáàíèé ïðè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ
è çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí êà÷åñòâåííî ïîäîáíû çàâèñèìîñòÿì, ïîëó÷åí-
íûì äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ. Îäíàêî êîëè÷åñòâåííî îíè ðàçëè÷àþòñÿ.

Òàê, äëÿ ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ, êîëåáàíèÿ êîòîðîãî âîçáóæäàþòñÿ
ñèëîé, ïðèëîæåííîé ïîñðåäèíå (L LP �0 5, ), ìàêñèìàëüíàÿ íåëèíåéíîñòü
ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé èìååò ìåñòî ïðè ðàñïîëîæåíèè
òðåùèíû â ñðåäíåì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ (L Lc �0 5, ). Â ýòîì ñëó÷àå òðåùèíà
âûçûâàåò íàèáîëüøåå èçìåíåíèå èçãèáíîé æåñòêîñòè ñòåðæíÿ, êîëåáëþùåãî-
ñÿ ïî ïåðâîé ôîðìå (ðèñ. 5,à,á). Ïîýòîìó ïðè åå ïðèáëèæåíèè ê îïîðå
ñòåðæíÿ íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå óìåíü-
øàåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè L Lc �0 25, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü íåëèíåéíîñòè
êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ñòåðæíÿ ïî÷òè â äâà ðàçà
íèæå, ÷åì ïðè L Lc �0 5, . Â îòëè÷èå îò ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ñòåðæíÿ ñ ìåñòî-
ïîëîæåíèåì òðåùèíû â ñå÷åíèè L Lc �0 25, âûøå, ÷åì ïðè L Lc �0 5, .

Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå ñîñòîÿíèÿ òðåùèíû íà íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé
ïðè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ êà÷åñòâåííî èäåíòè÷íî. Íàëè÷èå
çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû ìîæíî îáíàðóæèòü áåç êàêîé-ëèáî ïðåäâàðèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè î äèàãíîñòèðóåìîì îáúåêòå â íåïîâðåæäåííîì ñîñòîÿíèè.
Åñëè ñ èçìåíåíèåì àñèììåòðèè âûíóæäàþùåé ñèëû èçìåíÿåòñÿ íåëèíåé-
íîñòü êîëåáàíèé ïðè êàêîì-ëèáî íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå, ìîæíî îïðåäåëåííî
ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå òðåùèíû â äèàãíîñòèðóåìîì îáúåêòå. Åñëè íåëèíåé-
íîñòü íå èçìåíÿåòñÿ, òðåùèíà îòñóòñòâóåò.

Ñ ïðèáëèæåíèåì òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû ê çîíå ðàñïî-
ëîæåíèÿ òðåùèíû óâåëè÷èâàåòñÿ íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìî-
íè÷åñêîì ðåçîíàíñå, ìàêñèìóì êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðè ñîâïàäåíèè òî÷êè
ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû ñ ìåñòîïîëîæåíèåì òðåùèíû. Ïðè ýòîì æå
óñëîâèè óðîâåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå
äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Èçìåíåíèå íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè ïðèëîæåíèè
âûíóæäàþùåé ñèëû â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, îäíà èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
ìåñòîïîëîæåíèåì òðåùèíû (L Lc �0 25, ), ïîêàçàíî íà ðèñ. 5,â,ã. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëó÷åííîé ðàíåå çàêîíîìåðíîñòè [25], ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè ïðèëî-
æåíèè âûíóæäàþùåé ñèëû âáëèçè òðåùèíû íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óðî-
âåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå è ìèíè-
ìàëüíûé – ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì.
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Ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñòåðæíÿ, çàùåìëåí-
íîãî ñ äâóõ ñòîðîí (ðèñ. 6). Êà÷åñòâåííî âëèÿíèå ñîñòîÿíèÿ òðåùèíû è ìåñòà
ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû íà íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, çàùåì-
ëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí, è ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ îêàçàëîñü îäèíàêîâûì.
Çàìåòíîå êîëè÷åñòâåííîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ äëÿ ýòèõ
ñòåðæíåé íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Íàïðèìåð,
åñëè âûíóæäàþùàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿ â òî÷êå L LP �0 25, , òî íåëèíåé-
íîñòü êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí, ïðè ñóáãàðìîíè-
÷åñêîì ðåçîíàíñå èñ÷åçàåò ïðè áîëüøåé àñèììåòðèè âûíóæäàþùåé ñèëû
( ),P Pst �2 ÷åì â ñëó÷àå ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ ( ).P Pst �1 Ýòî ñâÿçàíî ñ
âëèÿíèåì áîëåå æåñòêèõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí
ñòåðæíÿ.

a á

â ã

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû äîìèíèðóþùåé ãàðìîíèêè ñïåêòðà óñêîðåíèÿ
ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 2/1 (à, â) è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà
1/2 (á, ã) îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ
ñòåðæíÿ íà äâóõ îïîðàõ: à, á – L LP � 0 5, ; â, ã – L Lc � 0 25, (1 – L Lc � 0 5, ; 2 – L Lc � 0 25, ; 3 –
L LP � 0 25, ; 4 – L LP � 0 5, ).

A A2 1

A A2 1 A A1 2 1/

A A1 2 1/

P Pst P Pst

P PstP Pst
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Ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû (L Lc �0 5, ) îáíàðóæèâàåòñÿ ïî ìàêñèìóìó
íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå è ïî åå ìèíè-
ìóìó ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå (ìåñòî ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé
ñèëû L LP �0 5, ). Â òî æå âðåìÿ äèàïàçîí èçìåíåíèÿ àñèììåòðèè âûíóæ-
äàþùåé ñèëû, â êîòîðîì âîçíèêàåò ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ, âåñüìà óçîê
( , ).P Pst �0 25 Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàæå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøàÿ ñòàòè-
÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âûíóæäàþùåé ñèëû ìîæåò çàòðóäíèòü âîçáóæäåíèå
ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé ñòåðæíåé.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé íåðàçðóøàþùèé âèáðàöèîííûé ìåòîä äèàãíîñ-
òèêè ïîâðåæäåíèé îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå ïåðâîãî óðîâíÿ äèàãíîñòèêè
ïîâðåæäåíèÿ ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé À. Ðèòòåðîì [26], ò.å.
âûÿâëåíèå íàëè÷èÿ ïîâðåæäåíèÿ.

Â û â î ä û

1. Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ òðåùèíû ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ñòàòè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé ê ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
óðîâíÿ íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ïðè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñàõ,
÷òî ìîæåò ñëóæèòü ïðèçíàêîì íàëè÷èÿ òðåùèíû. Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè íåîáõîäèìîñòè ïðåäâàðèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
âèáðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ êîíñòðóêöèè â íåïîâðåæäåííîì ñîñòîÿíèè.

2. Óðîâåíü íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ñóá- è ñóïåðãàðìî-
íè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê íàëè÷èþ çàêðû-
âàþùåéñÿ òðåùèíû. ×óâñòâèòåëüíîñòü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè íà îäèí–òðè
ïîðÿäêà âûøå, ÷åì ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èëè ôîðì êîëå-
áàíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà íåëèíåéíîñòü ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðîâ è
ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû, óðîâíÿ äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé, êðàåâûõ óñëî-

a á

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû äîìèíèðóþùåé ãàðìîíèêè ñïåêòðà óñêîðåíèÿ
ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 2/1 (à) è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà
1/2 (á) îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûíóæäàþùåé ñèëû äëÿ
ñòåðæíÿ, çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí (L Lc � 0 5, ): 1 – L LP � 0 5, ; 2 – L LP � 0 25, .

A A2 1 A A1 2 1/

P Pst P Pst
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âèé, à òàêæå ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû è ñòåïåíè åå àñèì-
ìåòðèè. Ïåðâûõ òðè ôàêòîðà ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè îáúåêòà äèàãíîñòèêè è íå
ìîãóò áûòü èçìåíåíû. Ïàðàìåòðàìè âûíóæäàþùåé ñèëû, ò.å. ìåñòîì åå
ïðèëîæåíèÿ è àñèììåòðèåé, ìîæíî èñêóññòâåííî âàðüèðîâàòü. Ïðè ýòîì âñå
îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îáúåêòà äèàãíîñòèêè çàâåäîìî îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
Ýòîò ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñáîðà äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñò-
âàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèêè ïîâðåæ-
äåíèÿ.

Ð å ç þ ì å

Êoëèâàííÿ ïðóæíîãî ò³ëà ç òð³ùèíîþ, ùî çàêðèâàºòüñÿ, º ñóòòºâî íåë³í³é-
íèìè. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ òàêèõ êîëèâàíü º ïðîÿâ òàê çâàíèõ íåë³í³é-
íèõ åôåêò³â, çîêðåìà ñóá- ³ ñóïåðãàðìîí³÷í³ ðåçîíàíñè ³ íåë³í³éí³ñòü êîëè-
âàíü ïðè öèõ ðåçîíàíñàõ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ä³àãíîñòèêè òð³ùèí, ñóòü
ÿêîãî ïîëÿãàº ó âàð³þâàíí³ àñèìåòð³¿ çìóøóâàëüíî¿ ñèëè. Ñòàòè÷íà ñêëàäîâà
çîñåðåäæåíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ çìóøóâàëüíî¿ ñèëè çì³íþº ñòàí òð³ùèíè: âîíà ñòàº
÷àñòêîâî àáî ïîâí³ñòþ â³äêðèòîþ ÷è çàêðèòîþ. Ïðè öüîìó ð³âåíü íåë³í³é-
íîñò³ êîëèâàíü çà áóäü-ÿêîãî íåë³í³éíîãî ðåçîíàíñó çì³íþºòüñÿ â³ä ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åííÿ (çà â³äñóòíîñò³ ñòàòè÷íî¿ ñêëàäîâî¿) äî ïðàêòè÷íî íóëüî-
âîãî, êîëè òð³ùèíà ï³ä ä³ºþ ñòàòè÷íî¿ ñêëàäîâî¿ ñòàº â³äêðèòîþ àáî çàêðèòîþ
ïðè êîëèâàííÿõ. Ìåòîä äîçâîëÿº âèÿâèòè òð³ùèíó áåç áóäü-ÿêî¿ ïîïåðåäíüî¿
³íôîðìàö³¿ ïðî îá’ºêò, ùî ä³àãíîñòóºòüñÿ, ó íåïîøêîäæåíîìó ñòàí³.
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