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На основе асимптотического метода в нулевом и первом приближениях найдены расчетные формулы для 
полей концентрации и температурных полей, возникающих при закачке растворов радиоактивных веществ в 
пористые глубокозалегающие пласты. Получена формула для определения критического значения коэффи-
циента Генри Kкр. Показано, что при K<Kкр фронт загрязнения опережает температурный, а при K>Kкр – от-
стает. Поскольку в реальных случаях K>Kкр, то возможен способ контроля над зоной заражения на основе 
измерений температуры в контрольных скважинах. Обнаружено, что при любых значениях K образуется зона 
очищенной воды. Определены параметры, от которых зависит размер этой зоны. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время наиболее перспективным 
способом утилизации радиоактивных отходов явля-
ется их закачка в подземные глубокозалегающие 
пористые пласты. Этот способ оптимален как по по-
казателям надежности, так и по себестоимости. В 
связи с этим возникает важная задача по монито-
рингу зон, охваченных воздействием радиоактивных 
элементов, особенно с учетом того, что глубокоза-
легающие пласты, как правило, имеют выход на по-
верхность. Задача усложняется тем, что возможно-
сти экспериментальных методов в данном случае 
весьма ограничены и прогнозирование производится 
в основном расчетным путем.  

При закачке радиоактивных отходов в глубоко-
залегающие пласты происходит нарушение естест-
венного температурного поля пласта, которое обу-
словлено выделением энергии при распаде радио-
нуклидов. При этом температурное поле связано с 
полем концентрации изотопов. В данной работе на 
основе решения асимптотическим методом краевых 
задач конвективной диффузии и теплопроводности 
предложен способ расчета зон заражения и метод 
прогнозирования распространения радиоактивных 
примесей при их закачке в непрерывном режиме. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  

ПРОЦЕССОВ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 
На рис. 1 приведена геометрия задачи о подзем-

ном захоронении радиоактивных отходов.  
Через скважину малого (по сравнению с расстоя-

нием до точки наблюдения) радиуса в пористый го-
ризонтальный бесконечный пласт закачивается рас-
твор с радиоактивными примесями. Все пласты – 
пористый, покрывающий и подстилающий – счита-
ются однородными и анизотропными по теплофизи-
ческим свойствам. В поступающей в пласт жидко-
сти (при 0rr ≤ ) поддерживаются постоянные темпе-
ратура и концентрация примеси. В общем случае 
температура и концентрация загрязнителя в пласте 

изменяются в результате конвективного переноса в 
направлении r , теплопроводности и диффузии – 
вдоль r  и z, за счёт тепловых источников и источ-
ников концентрации (в данном случае таким источ-
ником является радиоактивный распад загрязните-
ля). В окружающих средах в отличие от пласта от-
сутствует конвективный перенос, имеют место теп-
лопроводность и диффузия вдоль направлений r и 
z . Скорость конвективного переноса примесей в 
пористой среде v

r
 связана со скоростью фильтрации 

v′
r

 соотношением ( )[ ]Kmm −+′= 1/vv
rr , где K – ко-

эффициент Генри, определяющий отношение плот-
ности примеси в скелете и растворе. 

 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Математическая постановка задачи теплоперено-

са для всех областей включает уравнения теплопро-
водности с учётом радиоактивного распада в покры-
вающем и подстилающем пластах: 
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а также уравнение конвективного переноса тепла с 
учётом радиоактивного распада в пористом пласте: 
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Условия сопряжения включают в себя равенства 
температур и потоков тепла на границах раздела 
пластов: 
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В начальный момент времени и на бесконечности 
температура пластов равна естественной невозму-
щенной температуре Земли ⊕T : 
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Температура загрязнителя в скважине считается по-
стоянной 

00d TT
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=
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Функция плотности источников тепла, входящая 
в правые части уравнений (1)-(3), находится из ре-
шения соответствующей задачи массопереноса. 

Математическая постановка задачи массопере-
носа для всех областей включает уравнения диффу-
зии с учётом радиоактивного распада в покрываю-
щем  
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и подстилающем 
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пластах, а также уравнение конвективной диффузии 
с учётом радиоактивного распада в пористом пла-
сте: 
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При этом условия сопряжения представляют равен-
ства плотностей и потоков растворённого вещества 
на границах раздела пластов: 
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Плотность загрязнителя на входе в пористый 
пласт считается постоянной 

( )[ ] .ρ1ρ 00
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r
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В начальный момент времени плотность загрязни-
теля равна нулю: 
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Кроме того, на бесконечности выполняются условия 
регулярности 
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Задачи тепло-, массопереноса обезразмерены с 
помощью соотношений: 
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где Pt – аналог параметра Пекле. Уже при объемах 
закачки ∼100  м3/сут. вклад конвективного переноса 
становится подавляющим над радиальной диффузи-
ей. Это позволяет пренебречь в уравнении (6) сла-
гаемым, описывающим радиальную диффузию. Для 
простоты пренебрегается также соответствующими 
слагаемыми в уравнениях (4), (5).  

Путем формальной замены коэффициента диф-
фузии zD  на εzD  задача массопереноса (4)-(10) 
заменена на более общую, содержащую произволь-
ный асимптотический параметр ε: 
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Аналогично путем формальной замены zλ  на ελ z  
получена постановка параметризованной задачи те-
плопереноса: 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МАССОПЕРЕНОСА  

В НУЛЕВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
Решение задачи (11)-(18) представляется в каж-

дой из областей асимптотической формулой по пара-
метру ε: 
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Подстановка выражений (27) в (11) – (18) и группи-
ровка слагаемых по степеням параметра разложения 
ε  приводит к тому, что сомножители при степенях ε 
содержат соседние коэффициенты разложения и в 
этом смысле являются зацепленными. Для решения 

соответствующих уравнений осуществлена проце-
дура расцепления. 

В нулевом приближении плотность загрязнителя 
зависит только от r и t и является решением сле-
дующей задачи: 
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Для решения полученной краевой задачи исполь-
зован метод интегральных преобразований. В про-
странстве изображений Лапласа-Карсона (28)-(33) 
заменяется на следующую задачу: 
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решение которой представляется в виде: 
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Для перевода (34) в пространство оригиналов 

использованы табличные формулы из [3]. Выраже-
ния для плотности радиоактивных примесей в по-
ристом, покрывающем и подстилающем пластах со-
ответственно имеют вид:  
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Усреднение (11)-(18) по z  в пределах несуще-

го пласта согласно ∫
−

ρ=ρ
1

12
1 dz  приводит к тому, 

что усредненная параметризованная задача совпа-
дает с задачей (28)-(33) для нулевого приближе-
ния плотности загрязнителя. Поэтому из единст-
венности решения следует, что ( )0ρρ = , т.е. нуле-
вое приближение описывает осредненное извест-
ным образом решение исходной задачи. 

Если усреднить исходную непараметризован-
ную задачу, то она также совпадает с задачей для 
нулевого приближения поля плотностей загрязни-
теля. Совпадение усредненных исходной и пара-
метризованной задач существенно отличает ис-
пользуемую в данной работе параметризацию от 
произвольной, которая чаще всего приводит к за-
висимости осредненных значений от параметра 
асимптотического разложения. 

Таким образом, получено решение задачи мас-
сопереноса в нулевом приближении, которое по-
зволяет определить максимальные размеры зоны 
загрязнения, а также указать положение фронта 

радиоактивных веществ в любой момент времени. 
Недостатком нулевого приближения является то, 
что оно не описывает распределения плотности 
загрязнителя по толщине пласта. Этот недостаток 
устранен с помощью первого приближения.  

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МАССОПЕРЕНОСА  

В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
Постановка задачи для первых коэффициентов 

после осуществления процедуры расцепления имеет 
вид: 
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где использован оператор AtPt
+

∂
∂

γ+
∂
∂

=
rrt

L
)

. 

Поскольку первый коэффициент разложения за-
висит от z, то условию (42) удовлетворить невоз-
можно, поэтому на первом этапе решения оно 
должно быть ослаблено. Это возможно согласно 
следующим соображениям. Решение в нулевом при-
ближении описывает средние значения и справедли-
во для больших и малых времен. Первое приближе-
ние является поправкой к нулевому. Поправка мо-
жет быть найдена путём использования видоизме-
нённых граничных условий в задаче для первых ко-
эффициентов. Впрочем, согласно теории эти усло-
вия могут быть восстановлены с помощью погранс-
лойных функций. Область высокой точности расчё-
тов при этом меняется. Для определения области 
высокой точности необходимо решение задачи для 
остаточного члена, на основании которого и делает-
ся заключение о точности первого приближения. 
Построение точного решения задачи для остаточно-
го члена представляет существенные трудности, по-
этому исследована задача, усредненная по толщине 
пласта. 

Постановка усредненной задачи для остаточного 
члена представляется как 
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Установлено, что эта задача имеет тривиальное 
решение тогда и только тогда, когда 
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Можно показать, что (44) выполняется тождествен-
но. Таким образом, для того чтобы усредненная за-
дача для остаточного члена имела тривиальное ре-
шение, достаточно выполнения условия (43). Это 
условие использовано вместо (42) в задаче для пер-
вого коэффициента разложения (36)-(42).  

Построенное таким образом асимптотическое 
разложение обладает важным свойством, заклю-
чающимся в том, что среднее значение остаточного 
члена обращается в нуль. Это, естественно, повыша-
ет ценность решения для практических приложений. 
В силу этого целесообразно в асимптотических ре-
шениях выделить рассматриваемый класс решений. 
Асимптотическое приближение задачи (11)-(18), по-
строенное при условии, что решение усредненной 
задачи для остаточного члена является тривиаль-
ным, назовем точным в среднем асимптотическим 
решением. 

Задача для первых коэффициентов решена опе-
рационным методом. В качестве примера приведем вы-
ражение для первого коэффициента асимптотического 
разложения решения только для пористого пласта:  
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Решение нестационарной задачи (11)-(18) в 

асимптотическом приближении представляется 
суммой выражений (35), (45) в пласте и соответст-
вующими – для окружающих сред: 

( ) ( )10
iii ερ+ρ=ρ . 

Полученное решение входит в функцию плотно-
сти источника тепла в задаче теплопереноса. 

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПЕРЕНОСА  

В НУЛЕВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
Решение задачи теплопереноса (19)-(26) также 

отыскивается в виде асимптотических разложений 
по параметру ε с остаточным членом 
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iii TTTT θ+ε++ε+= ...10 . 

При решении задачи полагается, что темпера-
турное поле в окружающих породах обусловлено 
только теплообменом с пластом, в который осуще-
ствляется закачка. Фактически это означает пренеб-
режение вкладом энергии, выделяющейся при ра-
диоактивном распаде, в температурное поле в по-
крывающем и подстилающем пластах. Это оправда-
но тем, что величина продиффундировавшего в ок-
ружающую среду радиоактивного вещества пренеб-
режимо мала. Также можно пренебречь кондуктным 
переносом тепла по сравнению с конвективным.  

Постановка задачи в нулевом приближении полу-
чена после осуществления процедуры расцепления: 
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Слагаемое в правой части уравнения (46) устанавли-
вает изменение температуры в результате энергии, 
выделяющейся при радиоактивном распаде.  

Решение задачи (46)-(51) найдено методом инте-
гральных преобразований Лапласа-Карсона: 

( ) ( ) ( )+−Φ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

Λ+
= Ptχ2

Ptχ2/Pt8

χ1χ
erfcψ 2

2

2

0
0 f

0f
0

2
1

2
1

1
f rt

rt

r
T

( )( ) ( )( )
( ) ;1,

Pt2Ptχ2Pt8

1
erfc,

Pt
At

0

22

22

22
0

0

<′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′−
−−Φ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′−−−

′−Λ+
′′+ ∫ ∫ zrddrrt

rrt

rr
rr

dt
dr

f
0

f
0

2
1

2
1

1
f

t

f
0

τ
χ

τ
τ

χχ
τρ

χ
 (52) 

( ) ( ) ( ) ( )+−Φ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

+Λ+
= Ptχ2

Ptχ2Pt8

1-Pt4χ1χ
erfcψ 2

2

2

0
0

1
f
0f

0

2
1

2
1

1
f rt

rt

zr
T  

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ;1,

Pt2Ptχ2Pt8

1-Pt41
erfc,

Pt
At

0

22

22

22
0

0

>′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′−
−−Φ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′−−−

+′−Λ+
′′+ ∫ ∫ zrddrrt

rrt

zrr
rr

dt
dr

f
0

f
0

2
1

2
1

1
f

t

f
0

τ
χ

τ
τ

χχ
τρ

χ

( ) ( ) ( ) ( )+−Φ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

+Λ−Λ+
= Ptχ2

Ptχ2Pt8

1Pt4χ1χ
erfcψ 2

2

2

0
0

2
f
0f

0

2
1

1
2

2
1

2
1

1
f rt

rt

zr
T

χ
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) .1,

Pt2Ptχ2Pt8

1Pt41
erfc,

Pt
At

0

22

22

22
0

0

−<′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′−
−−Φ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′−−−

+Λ−′−Λ+
′′+ ∫ ∫ zrddrrt

rrt

zrr
rr

dt
dr

f
0

f
0

2
1

1
2

2
1

2
1

1
f

t

f
0

τ
χ

τ
τ

χχχ
τρ

χ



 

 89

Можно показать, что усредненная по z в преде-
лах несущего пласта параметризованная задача сов-
падает с задачей (46)-(51) для нулевого приближе-
ния температуры. Поэтому из единственности ре-
шения следует ( )0TT = .  

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПЕРЕНОСА  

В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
Математическая постановка задачи для первых 

коэффициентов разложения имеет вид: 
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где использован оператор 
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Аналогично задаче массопереноса получено до-
полнительное интегральное условие для точного в 
среднем решения:  

( ) 0
0

1 =
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T .  (60) 

Решение задачи (53)-(58) с условием (60) найде-
но операционным методом. Приведем выражение 
только для пористого пласта: 
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где  
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Решение задачи теплопереноса (19)-(26) в асим-

птотическом приближении представляется суммой 
выражений (52), (61) в пласте и соответствующими 
– для окружающих сред: 

( ) ( )10
iii TTT ε+= . 

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
При распространении радиоактивных отходов в 

пористом пласте образуются следующие зоны, оп-
ределяемые физическими процессами, протекаю-
щими в жидкости и в скелете: зона загрязнения, зона 
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теплового возмущения и зона чистой воды, появ-
ляющаяся в результате оседания радионуклидов на 
скелете пласта. Предлагаемая математическая мо-
дель позволяет определить и сопоставить размеры 
указанных зон, что важно для практических прило-
жений.  

На основе решений (35), (52) установлены фор-
мулы для радиусов зоны радиоактивного заражения 

( )( )mKmrR p +−τ′= 1v2 00  и зоны теплового воз-

мущения п00v2 ρτ′ρ= crcR ffT . Положение 
фронта закачиваемой жидкости в пренебрежении 
радиусом скважины находится согласно форму-
ле mrRw τ′= 00v2 . Если коэффициент Генри K ра-
вен нулю, то фронт закачиваемой жидкости совпа-
дает с фронтом загрязнения pw RR = ; при ненуле-
вых же значениях K фронт радиоактивного загряз-
нения отстает от фронта закачиваемой жидкости, и 
образуется кольцевая зона с очищенной от примесей 
водой, размеры которой определяются по формуле:  
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1
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Таким образом, подземные пористые пласты мо-
гут служить естественными фильтрами для очище-
ния воды от различных примесей. 

Из анализа области определения функции (52) 
получено соотношение 

( )[ ]( ) 22211 rRrmKm T
f
0 −<′−+−χ , 

на основе которого установлено, что при значениях 
коэффициента Генри, меньших некоторого критиче-
ского K<Kкр, определяемого из равенства 

( )[ ] 011 =−+−χ mKmf
0 , фронт загрязнения опережа-
ет температурный, а при K>Kкр – отстает. При этом 
критическое значение коэффициента Генри 

ffssкр ссK ρρ=  не зависит от пористости. По-
скольку коэффициенты Генри пористых пластов, 
как правило, многократно превышают соответст-
вующие критические значения, то в реальных слу-
чаях температурный фронт значительно опережает 
фронт загрязнения. Отмеченное утверждение позво-
ляет разработать метод прогнозирования распро-
странения радиоактивных отходов в подземных 
глубокозалегающих пластах на основе анализа кри-
вых термокаротажа контрольных скважин. 

Полученные выше результаты использованы для 
расчетов полей концентрации и температурных по-
лей, возникающих при закачке радиоактивных рас-
творов в пористые пласты.  

На рис. 2 показаны графики зависимостей плот-
ности радиоактивных примесей в пористом пласте 
для различных коэффициентов Генри. В расчетах 
принято: толщина пласта 20 м, время наблюдения 
τ =3 года, период полураспада Т1/2=1 год., пористость 
m=0,15, объемы закачки V=1500 м3/сут.  

Из рисунка видно, что распределение радиоак-
тивных примесей в пласте существенно зависит от 
коэффициента Генри K. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость плотности радиоактивных 
примесей от радиальной координаты в пористом 
пласте для различных коэффициентов Генри: 

1 – K=3; 2 – K=10; 3 – K=30 
 
При больших значениях K радионуклиды вслед-

ствие осаждения на скелет в основном сосредоточе-
ны вблизи скважины, при этом их плотность пре-
вышает начальную плотность в закачиваемой жид-
кости в десятки раз, что может привести к подзем-
ному взрыву и выбросу загрязнителя на поверх-
ность. Напротив, при малых значениях K происхо-
дит незначительное осаждение на скелет, что при-
водит к образованию больших зон заражения. 

На рис. 3 приведены зависимости температуры в 
первом приближении в пористом пласте от радиаль-
ной координаты для радионуклидов с разными пе-
риодами полураспада.  

 
 

Рис. 3. Зависимость температуры от радиальной 
координаты в пористом пласте при крKK >  для 
различных периодов полураспада: 1 – 12/1 =T  год,  

2 – 22/1 =T  года, 3 – 302/1 =T  лет 
 

В расчетах принято: толщина пласта 20 м, время 
наблюдения τ =3 года, объемы закачки 
V=1500 м3/сут, температура закачиваемой жидкости 
T0=300 K, естественная температура пласта 

280=⊕T  K, начальная плотность радиоактивных 

примесей в закачиваемой жидкости 3
0 10−=ρ  кг/м3, 

коэффициент Генри 10=K , что превышает крити-
ческое значение. На графике выделяются две харак-
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терные зоны. Первая зона от r=0 до r=Rp – радио-
нуклидная зона, в которой температура определяет-
ся радиоактивным распадом загрязнителя и возрас-
тает с увеличением расстояния до оси скважины. В 
интервале от r=Rp  до r=RT  расположена зона тем-
пературных возмущений, свободная от радиоактив-
ных примесей, в которой температура обусловлена 
главным образом конвективным выносом тепла из 
радионуклидной области. 

На рис. 4 приведены аналогичные температур-
ные зависимости для случая, когда коэффициент 
Генри 1.0=K  меньше критического.  

В отличие от предыдущего в данном случае зона 
температурных возмущений меньше радионуклид-
ной зоны pT RR < . Во второй зоне от r=RT до r=Rp  
температурное поле обусловлено только распадом 
радионуклида, температурные возмущения вследст-
вие конвективного переноса возмущений темпера-
туры из скважины локализованы только в первой 
зоне TRr < .  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость температуры от радиальной 
координаты в пористом пласте при крKK < . Обо-

значения те же, что и на рис. 3 
 
Сравнение рис. 3 и 4 показывает, что темпера-

турные возмущения в первом случае (см. рис. 3) 

оказываются существенно больше, что объясняется 
преобладающим локализованным выделением тепла 
вблизи радионуклидного фронта. 

Горизонтальная пунктирная линия на рис. 3 со-
ответствует температуре кипения воды при пласто-
вом давлении в 100 атм. Поэтому при закачке высо-
коконцентрированных радиоактивных отходов, 
приводящих к существенному температурному эф-
фекту, необходимо учитывать фазовые переходы.  

Итак, на основе асимптотического метода полу-
чено приближенное асимптотическое решение зада-
чи о подземном захоронении отходов, которое по-
зволяет обеспечить расчет температурных полей и 
полей концентрации радиоактивных примесей в 
подземных горизонтах с высокой точностью при 
любых расстояниях от нагнетательной скважины и 
тем самым уточнить прогноз радиоактивных загряз-
нений для обеспечения экологической безопасности. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМОЗВ'ЯЗАНИХ ПРОЦЕСIВ ТЕПЛО- ТА МАСОПЕРЕНОСУ  

ПРИ ПIДЗЕМНОМУ ПОХОВАННI РАДIОАКТИВНИХ ВIДХОДIВ 
О.I. Фiлiппов, П.Н. Михайлов, Д.В. Iванов, Д.О. Гюнтер 

На основi асимптотичного методу в нульовому та першому наближеннях знайденi розрахунковi формули для полiв 
концентрацiï та температурних полiв, що виникають при закачуваннi розчинiв радiоактивних речовин в пористi пласти 
глибокого залягання. Одержана формула для визнечення критичного значення коефiцiєнта Генрi Kкр. Показано, що при 
K<Kкр фронт забруднення випереднує температурний фронт, а при K>Kкр - вiдстає. Оскiльки в реальних випадках K>Kкр, 
то можливий спосiб контролю над зоною зараження на основi вимiрювання температури в контрольних свердловинах. 
Виявлено, що при будь-яких значеннях K утворюється зона очищеноï води. Визначенi параметри, вiд котрих залежить 
розмiр цiєï зони.  

 
MODELING HEAT AND MASS MOVEMENT AT UNDERGROUND DISPOSAL  

OF LIQUID RADIOACTIVE WASTE 
A.I. Filippov, P.N. Mikhailov, D.V. Ivanov, D.A. Guenter 

The formulae for temperature and concentration fields appearing during liquid radioactive waste disposal in porous deeplying 
layers are found by the asymptotic method in zero and first approximations. The formula for critical value of Henry’s parameter 
is determined, and the front of radioactive pollution outstrips temperature front at K<Kcr and it lags behind at K>Kcr. There is an 
opportunity of the forecast for radioactive pollution expanding based on temperature measurement in porous layer through con-
trol wells. At any values of K there is a zone of the cleared water. Parameters on which the size of this zone depends are deter-
mined. 


