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1. Введение

В работе [3] при изучении силовского строения финитарной сим-
метрической группы естественным образом возникает конструкция
обобщенного сплетения циклических групп простого порядка. Подоб-
ные обобщения имеют место также при исследовании различных ин-
дуктивных пределов конечных симметрических групп (см., напри-
мер, [2,6]). В статье [6] выделена одна из силовских p-подгрупп (обо-
значим ее U∞

p ) предельной группы прямого спектра симметрических
групп степеней pn (n = 1, 2, . . . ) со строго диагональными вложения-
ми. Группу U∞

p можно представить как одну из модификаций беско-
нечного сплетения циклических групп простого порядка p. Позднее
([4]), основываясь на методе, предложенном в работе [1] Л. А. Ка-
лужниным, было изучено строение U∞

p (выделен класс, так называе-
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мых, параллелотопических подгрупп, сформулирован критерий нор-
мальности подгрупп данного класса, описаны характеристические по-
дгруппы). С другой стороны, в статье [7] В. И. Сущанский обобщил
результаты, полученные в [1], на случай конечного сплетения элемен-
тарных абелевых p-групп ранга n.

Статья является продолжением работы [5], где изучается стро-
ение бесконечного (срезанного слева) сплетения U∞

p,n элементарных
абелевых p-групп ранга n. Модифицировав понятие высоты одночле-
на, предложенное В. И. Сущанским, в [5] также удалось выделить
класс параллелотопических подгрупп, сформулировать критерий их
нормальности и показать, что все характеристические подгруппы —
параллелотопические.

В первых двух пунктах данной работы вводятся необходимые оп-
ределения и обозначения, а также приведены главные результаты
из [5]. Основной результат работы — критерий характеристичности
подгрупп группы U∞

p,n — сформулирован в следующей теореме.

Теорема 1.1. При p 6= 2 подгруппа группы U∞
p,n является характе-

ристической тогда и только тогда, когда она является нормальной

однородной параллелотопической подгруппой.

2. Необходимые вспомогательные сведения

Рассмотрим группу F
n
p (элементарную абелеву p-группу ранга n)

как адитивную группу арифметического n-мерного векторного про-
странства над полем Fp из p элементов, где p — простое число (p 6=
2). Будем считать, что она действует на множестве своих элементов
правыми сдвигами. В работе [5] рассматривается группа U∞

p,n — так
называемое срезанное слева сплетение по последовательности групп
подстановок, каждая из которых изоморфна F

n
p . Элементами U∞

p,n яв-
ляются бесконечные почти нулевые последовательности вида

[a1(v2, . . . , vk), . . . , am(vm+1, . . . , vk), 0, 0, . . . ], k > m (k,m ∈ N),
(2.1)

где aj(vj+1, . . . , vk) — функция из F
n
p × · · · × F

n
p (k − j множителей)

в F
n
p , 0 — нулевой вектор. При этом действие U∞

p,n на декартовом
произведении

∏∞
i=1 F

n
p задается правилом:

(v1, . . . , vm, . . . )
u = (v1+a1(v2, . . . , vk), . . . , vm +am(vm+1, . . . , vk), . . . ),

(2.2)
где (v1, . . . , vm, . . . ) ∈

∏∞
i=1 F

n
p , u — таблица вида (2.1).
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Введем ряд вспомогательных обозначений: vi = (x1i, . . . , xni)
T —

вектор-столбец из F
n
p ; Xi,j = (vi, . . . , vj) — упорядоченный набор

векторов-столбцов (фактически Xi,j = (xst)n×(j−i+1) — матрица над
полем Fp, где s = 1, . . . , n, t = i, . . . , j). Каждую из векторных фун-
кций aj в записи таблицы (2.1) можно заменить набором редуциро-
ванных (степень переменных ≤ p − 1) многочленов над Fp. В итоге,
последовательности (2.1) соответствует таблица





a11(X2,k), . . . , a1m(Xm+1,k), 0, . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1(X2,k), . . . , anm(Xm+1,k), 0, . . .



 , k > m (k,m ∈ N),

(2.3)
где aij(Xj+1,k) — редуцированный многочлен (i = 1, . . . , n, j ∈ N), ко-
торый называется (i, j)-координатой таблицы (2.3). Таблица имеет
глубину r и ранг k, если все ее столбцы, начиная с (r + 1)-го, являю-
тся нулевыми, а r-й столбец — ненулевой, и каждый из координатных
многочленов может зависеть только от переменных x11, . . . , xnk (вто-
рой индекс переменной не превышает k).

Таблицы вида (2.3) сокращенно записываем как [aij(Xj+1,k)]
∞
j=1.

Обозначим f(Xu
s,t) — многочлен, получаемый после приведения к ре-

дуцированному виду многочлена

f





x1s + a1s(Xs+1,k) . . . x1t + a1t(Xt+1,k)
. . . . . . . . .

xns + ans(Xs+1,k) . . . xnt + ant(Xt+1,k)



 .

Тогда произведением таблиц u = [aij(Xj+1,k)]
∞
j=1 и v = [bij(Xj+1,k)]

∞
j=1

является таблица [aij(Xj+1,k) + bij(X
u
j+1,k)]

∞
j=1.

3. Необходимое условие характеристичности

подгрупп в U
∞
p,n

Пусть [u]ij — (i, j)-координата таблицы u вида (2.3), а coij(f(X)) —
таблица, (i, j)-координата которой равна f(X), а все остальные коор-
динаты равны 0.

Определение 3.1. Высотой одночлена xi11
11 x

i21
21 · · ·xin1

n1 · · ·xi1k

1k ×

xi2k

2k · · ·xink

nk называется число

h =
k

∑

t=1

[

d−t

n
∑

s=1

ist

]

+ 1,
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где d = n(p − 1) + 1. Высотой h[f ] многочлена f называется наи-

большая из высот его одночленов. Старшим членом многочлена на-

зывается сумма входящих в него одночленов, высоты которых рав-

ны высоте многочлена. Высоту нулевого многочлена определим рав-

ной 0.

Таким образом, h[aij(Xj+1,k)] ∈ {0}∪[1; 1+d−j) для произвольного
координатного многочлена aij(Xj+1,k) из j-го столбца таблицы (2.3).

Лемма 3.1 ([5]). 1. Имеют место следующие формулы:

1) [u−1]ij = −aij(X
u−1

j+1,k);

2) [vuv−1]ij = aij(X
v
j+1,k) + bij(Xj+1,k) − bij(X

vuv−1

j+1,k );

3) [(uv)]ij = aij(Xj+1,k) − aij(X
uvu−1

j+1,k ) + bij(X
u
j+1,k)] −

bij(X
uvu−1v−1

j+1,k ).

2. Группа U∞
p,n порождается всевозможными таблицами вида

coij(aij(Xj+1,k)), i = 1, . . . , n, j ∈ N, где aij(Xj+1,k) — произво-

льный редуцированный многочлен.

3. Группа U∞
p,n порождается всевозможными таблицами вида

coij(x
i1,j+1

1,j+1 . . . x
ink

nk ), i = 1, . . . , n, j ∈ N, где ist ∈ Fp\{0}, s =
1, . . . , n, t = j + 1, . . . , k.

4. Если многочлены f(X1,k) и g(X1,k) не равны нулю одновремен-

но, то

1) h[f(X1,k) + g(X1,k)] ≤ max{h[f(X1,k)], g(X1,k)},

2) h[f(X1,k) · g(X1,k)] ≤ h[f(X1,k)] + h[g(X1,k)] − 1.

Лемма 3.2 ([5]). 1. Для произвольного многочлена f(X1,k) (k ∈
N) и произвольной таблицы u ∈ U∞

p,n выполняется равенство

h[f(Xu
1,k)] = h[f(X1,k)].

2. Для произвольного многочлена f(X1,k) (k ∈ N) и произвольной

таблицы u ∈ U∞
p,n выполняется неравенство

h[f(X1,k) − f(Xu
1,k)] < h[f(X1,k)].
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3. Для произвольного многочлена f(X1,k) (h[f(X1,k)] = h > 1,
k ∈ N) и произвольного натурального m (m ≥ k), существует

таблица u ∈ U∞
p,n такая, что

h[f(X1,k) − f(Xu
1,k)] = h− d−m.

4. Для произвольного многочлена f(Xs,t) и произвольной таблицы

u ∈ U∞
p,n глубины r выполняется неравенство

h[f(Xs,t) − f(Xu
s,t)] < 1 + d1−s − d−r.

5. Для произвольной таблицы u ∈ U∞
p,n глубины r и ранга k, а та-

кже произвольного натурального числа t (t > k) существует

многочлен f(Xs,t) (s ≤ r ≤ t) такой, что

h[f(Xs,t) − f(Xu
s,t)] = 1 + d1−s − d−r − d−t.

Обозначим символом |u|ij высоту (i, j)-координаты таблицы u ви-
да (2.3). Матрицу |u| = (|u|ij)n×∞, (i = 1, . . . , n, j ∈ N) будем на-
зывать характеристикой таблицы u. На множестве характеристик
введем отношение частичного порядка: |u| � |v| тогда и только тогда,
когда |u|ij ≤ |v|ij для всех i = 1, . . . , n, j ∈ N.

Определение 3.2. Подгруппа R группы U∞
p,n называется параллело-

топической, если для двух произвольных таблиц u, v ∈ U∞
p,n из того,

что u ∈ R и |v| � |u| следует, что v ∈ R.

Поставим в соответствие параллелотопической подгруппе R ма-
трицу |R| = (kε

ij)n×∞, i = 1, . . . , n, j ∈ N, ε ∈ {+,−} такую, что

1) kij = supu∈R |u|ij ;

2) ε — знак “+”, если в R содержится таблица u такая, что |u|ij =
kij ;

3) ε — знак “−” в противном случае.

Матрицу |R| назовем характеристикой подгруппы R. Параллело-
топическая подгруппа имеет глубину r, если все столбцы ее характе-
ристики, начиная с (r + 1)-го, являются нулевыми, а r-й столбец —
ненулевой.
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На множестве R
ε
j (j ∈ N) символов вида kε, где k ∈ {0}∪[1; 1+d−j ],

ε ∈ {+,−} введем отношение порядка � по правилу:

1) k− � k+ для всех допустимых k;

2) kε � lη для произвольных ε, η ∈ {+,−}, если k < l.

Теорема 3.1 ([5]). Параллелотопическая подгруппа R глубины r с

характеристикой (k±ij)n×∞ нормальна в U∞
p,n тогда и только тогда,

когда kij ≥ 1+d−j −d−r, (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r). В частности, ка-

ждая собственная нормальная параллелотопическая подгруппа име-

ет конечную глубину.

Определение 3.3. Параллелотопическая подгруппа R называется

однородной, если в ее характеристике элементы каждого столбца

равны между собой (с учетом маркеров “+” и “−”).

Однородная параллелотопическая подгруппа R однозначно опре-
деляется последовательностью |R| = (kε

j ), kj ∈ {0}∪ [1; 1+d−j ], j ∈ N.
Будем называть последовательность |R| характеристикой одноро-

дной подгруппы R.

Теорема 3.2 ([5]). Каждая характеристическая (вполне характе-

ристическая, вербальная) подгруппа группы U∞
p,n является одноро-

дной параллелотопической подгруппой.

4. Достаточное условие характеристичности

подгрупп в U
∞
p,n

Лемма 4.1. Нормальная однородная параллелотопическая подгруп-

па Ur глубины r, r ∈ N, c характеристикой 〈[1+d−1]−, . . . , [1+d−r]−,
0, 0, . . . 〉 является характеристической подгруппой группы U∞

p,n.

Доказательство. Очевидно, что Ur — это подгруппа группы U∞
p,n,

состоящая из всех таблиц, ранг которых не превышает r. Непосред-
ственно подсчитав результат трансформации vuv−1, где u ∈ Ur, v ∈
U∞

p,n, можно убедиться, что Ur — нормальная подгруппа. Далее при-
меним метод математической индукции.

1) Покажем, что характеристической является подгруппа U1 всех
таблиц глубины не выше 1. Группа U1 имеет характеристику 〈[1 +
d−1]−, 0, 0, . . . 〉 и является нормальной абелевой подгруппой в U∞

p,n.
Следовательно, образ подгруппы U1 под действием произвольного ав-
томорфизма из AutU∞

p,n — нормальная абелева подгруппа в U∞
p,n.
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Допустим, что подгруппа U1 не является характеристической в
U∞

p,n, то есть существует автоморфизм ϕ ∈ AutU∞
p,n и w ∈ U1 та-

кие, что ϕ(w) /∈ U1. Причем для определенности можно считать, что
u = ϕ(w) = [a1(X2,k), a2(X3,k), 0, 0, . . . ], где a12(X3,k) 6= 0 (более общие
рассуждения являются полностью аналогичными, но более громозд-
кими).

Рассмотрим таблицу v = co11(x
2
12) ∈ U∞

p,n, и вычислим (1, 2)- и
(1, 1)-координаты элементов uvuv−1 и vuv−1u:

[uvuv−1]12 = a12(X3,k) + 0 + a12(X
uv
3,k) − 0 = 2a12(X3,k);

[vuv−1u]12 = 0 + a12(X
v
3,k) − 0 + a12(X

vuv−1

3,k ) = 2a12(X3,k);

[uvuv−1]11 = a11(X2,k) + (x12 + [u]12)
2

+ a11(X
uv
2,k) − (x12 + [uvuv−1]12)

2

= a11(X2,k) + (x12 + a12(X3,k))
2

+ a11(X
u
2,k) − (x12 + 2a12(X3,k))

2

= a11(X2,k) + a11(X
u
2,k)

− 2x12a12(X3,k) − 3 (a12(X3,k))
2 ;

[vuv−1u]11 = x2
12 + a11(X

v
2,k) − (x12 + [vuv−1]12)

2 + a11(X
vuv−1

2,k )

= x2
12 + a11(X2,k) − (x12 + a12(X3,k))

2 + a11(X
u
2,k)

= a11(X2,k) + a11(X
u
2,k) − 2x12a12(X3,k) − (a12(X3,k))

2 .

Так как a12(X3,k) 6= 0 и 1 6= 3 ( mod p) при p > 2, то [uvuv−1]11 6=
[vuv−1u]11, то есть uvuv−1 6= vuv−1u или u · uv 6= uv · u. Последнее
неравенство противоречит коммутативности подгруппы ϕ(U1). Таким
образом, сделанное предположение не верно, и подгруппа U1 является
характеристической.

2) Пусть r ∈ N, r > 1. Отображение φr : Ur → Ur, при котором та-
блица вида [a1(X2,k), . . . , ar(Xr+1,k), 0, 0, . . . ] из Ur переходит в табли-
цу [a1(X2,k), 0, 0, . . . ], является гомоморфизмом. Образ φr — подгруп-
па U1, ядро — подгруппа, изоморфная Ur−1. Тогда по основной те-
ореме о гомоморфизме Ur/Ur−1 ≃ U1. Аналогично можно показать,
что U∞

p,n/Ur−1 ≃ U∞
p,n.

3) Предположим, что Ut является характеристической подгруп-
пой группы U∞

p,n при t = 1, 2, . . . , r−1, а Ur — не характеристическая,
то есть существуют ψ ∈ AutU∞

p,n и w ∈ Ur такие, что ψ(w) /∈ Ur. Авто-
морфизм ψ (в силу характеристичности подгруппы Ur−1) индуцирует
автоморфизм ψ′ фактор-группы U∞

p,n/Ur−1.
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Пусть w′ ∈ Ur/Ur−1 — образ элемента w ∈ Ur под действием есте-
ственного гомоморфизма U∞

p,n → U∞
p,n/Ur−1. Тогда, с одной стороны,

по предположению ψ(w) 6∈ Ur, значит, ψ′(w′) /∈ Ur/Ur−1. А с другой,
так как Ur/Ur−1 ≃ U1, то Ur/Ur−1 характеристическая подгруппа
группы U∞

p,n/Ur−1 и, таким образом, ψ′(w′) ∈ Ur/Ur−1. Полученное
противоречие указывает на ложность предположения.

Следовательно, Ur — характеристическая подгруппа группы U∞
p,n.

Взаимным коммутантом подгрупп X и Y группы G называется
подгруппа [X,Y ], порожденная коммутаторами (x, y) = xyx−1y−1,
x ∈ X, y ∈ Y . Очевидно, взаимный коммутант нормальных под-
групп — нормальная, а характеристических — характеристическая
подгруппа.

Лемма 4.2. Нормальная однородная параллелотопическая подгруп-

па U r2
r1

глубины r1, r1 ∈ N, с характеристикой 〈[1 + d−1 − d−r2 ]−, . . . ,
[1 + d−r1 − d−r2 ]−, 0, 0, . . . 〉, r2 ∈ N, r2 > r1, является характеристи-

ческой подгруппой группы U∞
p,n.

Доказательство. Согласно лемме 4.1, подгруппы Ur1
и Ur2

, а, следо-
вательно, и взаимный коммутант U ′ = [Ur1

;Ur2
] — характеристиче-

ские подгруппы. Докажем, что U ′ — подгруппа с нужной характери-
стикой.

Пусть u = [aij(Xi+1,k)]
∞
j=1 ∈ Ur2

, v = [bij(Xi+1,k)]
∞
j=1 ∈ Ur1

. Непо-
средственно проверяется, что при внутренних автоморфизмах груп-
пы U∞

p,n глубина таблицы остается неизменной (более того, неизмен-
ным остается весь последний ненулевой столбец этой таблицы). Отсю-
да, в частности, следует, что таблицы vu и (u−1)v имеют глубины r1
и r2, соответственно.

Зафиксируем индекс i ∈ {1, . . . , n}. Из леммы 3.1 (пункты 1.3 и
4.1) и леммы 3.2 (пункт 4) следует, что если j = 1, . . . , r1, то

|(u, v)|ij

≤ max
{

h[aij(Xj+1,k) − aij(X
uvu−1

j+1,k )], h[bij(Xj+1,k) − bij(X
vu−1v−1

j+1,k )]
}

< max{1 + d−j − d−r1 , 1 + d−j − d−r2} = 1 + d−j − d−r2 ;

а если j > r1, то

[(u, v)]ij = 0 − 0 + bij(X
u
j+1,k) − bij(X

uvu−1v−1

j+1,k )

= bij(Xj+1,k) − bij(Xj+1,k) = 0.
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Остается показать, что 1 + d−j − d−r2 = supu∈U ′ |u|ij при всех
j ∈ {1, . . . , r1}. Пусть

u = coir2
(1) ∈ Ur2

,

v = coij(x
p−1
1,j+1 · · ·x

p−1
n,j+1 · · ·x

p−1
1m · · ·xp−1

nm ) ∈ Ur1
,

где m > r2. Тогда

[(u, v)]ij = xp−1
1,j+1 · · ·x

p−1
i−1,r2

(xir2
+ 1)p−1xp−1

i+1,r2
· · ·xp−1

nm − [v]ij .

Старший член [(u, v)]ij — одночлен f = C1
p−1x

p−1
1,j+1 · · ·x

p−1
i−1,r2

xp−2
ir2

×

xp−1
i+1,r2

· · ·xp−1
nm , где

|(u, v)|ij = h[f ] = 1 + (d− 1)d−(j+1) + · · · + (d− 1)d−m

+
[

(d− 2)d−r2 − (d− 1)d−r2
]

= 1 + d−j − d−r2 − dm.

Следовательно,

lim
m→∞

|(u, v)|ij = 1 + d−j − d−r2 ,

что и требовалось доказать.

Лемма 4.3. Если u ∈ U∞
p,n — таблица глубины r и порядка p, то

|u|ij < 1 + d−j − d−r, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r − 1.

Доказательство. Пусть u = [aij(Xj+1,k)]
∞
j=1 имеет порядок p и глуби-

ну r. Последнее означает, что хотя бы одна из координат r-го столбца
данной таблицы отлична от 0. Для удобства записи будем считать,
что [u]nr 6= 0.

Введем обозначение δ(Xj+1,r) = xp−1
1,j+1 · · ·x

p−1
n−1,r. Очевидно, (i, j)-

координату таблицы u (тут и далее i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , r − 1)
всегда можно представить в виде

[u]ij = aij(Xj+1,k) =

p−1
∑

t=0

δ(Xj+1,r)x
t
nrft(Xr+1,k) + f(Xj+1,k),

где многочлен f(Xj+1,k) не содержит одночленов кратных δ(Xj+1,r),
и, следовательно,

h [ f (Xj+1,k) ] < 1 + d−i − d−r.

Допустим, что fp−1(Xr+1,k) 6= 0, тогда
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[up]ij =

p−1
∑

m=0

aij(X
um

j+1,k)

=

p−2
∑

t=0

[ p−1
∑

m=0

δ(Xum

j+1,r)(xnr +m · [u]nr)
tft(Xr+1,k)

]

+

p−1
∑

m=0

δ(Xum

j+1,r)(xnr +m · [u]nr)
p−1fp−1(Xr+1,k)

+

p−1
∑

m=0

f(Xum

j+1,k). (4.1)

Рассмотрим каждое из трех слагаемых из правой части после-
днего равенства. Во всех внутренних суммах в первом слагаемом
одночлены, содержащие множитель δ(Xj+1,r), можно сгруппировать

в виде δ(Xj+1,r)
∑p−1

m=0(xnr + m · [u]nr)
tft(Xr+1,k) (следует заметить,

что оставшаяся часть суммы имеет высоту, меньшую высоты этого
многочлена). Однако

∑p−1
m=0(xnr + m · [u]nr)

t = 0 (mod p), так как
∑p−1

m=0m
t = 0 (mod p) при всех t = 0, 1, . . . , p − 2. Следовательно,

первое слагаемое не содержит одночленов кратных δ(Xj+1,r). Оче-
видно, что и третье слагаемое из равенства (4.1) не содержит таких
одночленов. Напротив, во втором слагаемом из (4.1) все одночлены,
содержащие δ(Xj+1,r), группируются в сумму δ(Xj+1,r)

∑p−1
m=0(xnr +

m · [u]nr)
p−1ft(Xr+1,k), где

∑p−1
m=0(xnr +m · [u]nr)

p−1 6= 0 (mod p), так

как
∑p−1

m=0m
p−1 6= 0 (mod p). Таким образом, [up]ij 6= 0, поскольку

мы предположили, что fp−1(Xr+1,k) 6= 0.
Из всего вышесказанного можно сделать вывод, что (i, j)-коорди-

ната таблицы u не может содержать одночленов с переменными
x1,j+1, . . . , xnr, имеющими степень p−1 одновременно. Тогда, как лег-
ко проверить непосредственно, |u|ij < 1 + d−j − d−r.

Лемма 4.4. Нормальная однородная параллелотопическая подгруп-

па L−
r глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1 + d−1 − d−r]−, . . . ,

[1 + d−(r−1) − d−r]−, 1+, 0, 0, . . . 〉 является характеристической под-

группой группы U∞
p,n.

Доказательство. Учитывая лемму 4.2 и лемму 3.1 (пункт 2), доста-
точно показать, что образ u = coir(1), i = 1, . . . , n, при всех автомор-
физмах из AutU∞

p,n остается в L−
r .

Так как u ∈ Ur, а подгруппа Ur, согласно лемме 4.1, характери-
стическая, в частности, инвариантная относительно всех внутренних
автоморфизмов группы U∞

p,n, то

(u, v) = uvu−1v−1 = u
(

u−1
)v

∈ Ur
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для произвольного v = [bij(Xj+1,k)]
∞
j=1 ∈ U∞

p,n. Более того,

[(u, v)]ir = 1 − 1 + bir(X
u
r+1,k)] − bir(X

uvu−1v−1

r+1,k )

= bir(Xr+1,k)] − bir(Xr+1,k) = 0.

Пусть ϕ ∈ AutU∞
p,n. Тогда, во-первых, w = ϕ(u) ∈ Ur, то есть w =

[a1(X2,k), . . . , ar(Xr+1,k), 0, . . . ], и, во-вторых, ϕ(u, v) ∈ Ur−1 для прои-
звольного v ∈ U∞

p,n, то есть ϕ(u, v) имеет глубину, не превышающую
r − 1.

Обозначим z = ϕ(v), тогда ϕ(u, v) = wzw−1z−1. Допустим, что
h[air(Xr+1,k)] > 1, то есть многочлен air(Xr+1,k) не является констан-
той для некоторого конкретного индекса i ∈ {1, . . . , n}. Значит, если
[z]ir = cir(Xr+1,k) — (i, r)-координата таблицы z, то

[ϕ(u, v)]ir = air(Xr+1,k) − ar(X
z
r+1,k).

Согласно лемме 3.2 (пункт 3), в группе U∞
p,n найдется таблица v такая,

что |ϕ(u, v)|ir > 1 > 0, то есть ϕ(u, v) имеет глубину r, что противо-
речит предыдущим оценкам.

Следовательно, сделанное выше предположение не верно, и
h[air(Xr+1,k)] ≤ 1 при всех i ∈ {1, . . . , n}. Следует заметить, что най-
дется такой индекс i ∈ {1, . . . , n}, что h[air(Xr+1,k)] = 1 (другими
словами [ϕ(u)]ir = const 6= 0), поскольку в противном случае суще-
ствование автоморфизма ϕ−1 противоречило бы лемме 4.1.

И, наконец, поскольку ϕ(u) — таблица глубины r и порядка p,
то, согласно лемме 4.3, получаем |ϕ(u)|ij < 1 + d−j − d−r при всех
i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , r − 1}.

Таким образом, ϕ(u) ∈ L−
r и L−

r — характеристическая подгруппа
группы U∞

p,n.

Следствие 4.1. Нормальная однородная параллелотопическая под-

группа Hr глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1+d−1−d−r]−, . . . ,
[1+d−(r−1)−d−r]−, [1+d−r]−, 0, 0, . . . 〉 является характеристической

подгруппой группы U∞
p,n.

Следствие 4.2. Нормальная однородная параллелотопическая под-

группа Fr глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1 + d−1]−, . . . ,
[1+d−(r−1)]−, 1+, 0, 0, . . . 〉 является характеристической подгруппой

группы U∞
p,n.

Лемма 4.5. Нормальная однородная параллелотопическая подгруп-

па L+
r глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1 + d−1 − d−r]+, . . . ,

[1 + d−(r−1) − d−r]+, 1+, 0, 0, . . . 〉 является характеристической под-

группой группы U∞
p,n.
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Доказательство. Учитывая лемму 4.4, достаточно доказать, что при
всех i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r − 1 высота (i, j)-координаты образа
таблицы u = coij(x

p−1
1,j+1 . . . x

p−1
nr ) под действием всех автоморфизмов

группы U∞
p,n не превышает числа 1+d−j +d−r. Предположим, что это

не так, и существует автоморфизм ϕ ∈ AutU∞
p,n такой, что |ϕ(u)|ij =

1 + d−j − d−r + ε, ε > 0.

Пусть v ∈ U∞
p,n. Тогда, согласно лемме 3.1 (пункт 1.3) и лем-

ме 3.2 (пункт 2), |(u, v)|ij < |u|ij = 1 + d−j − d−r, и, следовательно,
|ϕ(u, v)|ij < 1 + d−j − d−r (поскольку таблица (u, v) имеет глубину r,
а группы Uj−1 и U r

j — характеристические).

С другой стороны, ϕ(u, v) = ϕ(u)ϕ(v)ϕ(u)−1ϕ(v)−1, и, согласно
лемме 3.2 (пункт 3), в группе U∞

p,n найдется таблица v такая, что
|ϕ(u, v)|ij > 1 + d−j − d−r.

Таким образом, сделанное выше предположение не верно, и груп-
па L+

r — характеристическая подгруппа группы U∞
p,n.

Обозначим символом ℓ(x) наименьшее натуральное r (если оно
существует) такое, что вещественное число x ∈ [1; 2) можно пред-
ставить в виде конечной суммы x = 1 + t1d

−1 + · · · + trd
−r, где

0 ≤ t1, . . . , tr ≤ d − 1, tr 6= 0. Другими словами, в записи числа
x = [1, t1 . . . tr]d в системе исчисления по основанию d имеется ли-
шь r знаков после запятой (последний из которых не равен 0). Если
такое r не существует, то ℓ(x) = ∞.

Лемма 4.6. Пусть характеристическая подгруппа R имеет глу-

бину s, s ∈ N, и характеристику 〈[1 + d−1]−, . . . , [1 + d−(s−1)]−, χ−
s ,

0, 0, . . . 〉, где χs > 1+d−r и ℓ(χs) ≤ r. Тогда подгруппа, имеющая хара-

ктеристику 〈[1 + d−1]−, . . . , [1 + d−(s−1)]−, [χs − d−r]−, 0, 0, . . . 〉, так-

же является характеристической подгруппой группы U∞
p,n.

Доказательство. Пусть u = [aij(Xj+1,k)]
∞
j=1 ∈ R, v ∈ L+

r . Тогда

(u, v) = u(u−1)v ∈ Us, и, проведя вычисления по формулам из лем-
мы 3.1 (пункт 1.3), получим

|(u, v)|is = h[ais(Xs+1,k) − ais(X
uvu−1

s+1,k )].

Обозначим символом M = x
t1,s+1

1,s+1 . . . x
tnk

nk один из входящих в мно-

гочлен ais(Xs+1,k) одночленов. Положим w = uvu−1 и рассмотрим
разность M1 = M −Mw.

Так как подгруппа L+
r характеристическая, то w ∈ L+

r . Пусть
[w]ij = bij(Xj+1,k) (далее будем опускать символы переменных Xj+1,k
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в записи многочлена [w]ij). Тогда M1 можно подать как сумму сла-
гаемых вида

MJ = x
t1,s+1−j1,s+1

1,s+1 · · ·xtnr−jnr
nr b

j1,s+1

1,s+1 · · · bjnr
nr x

t1,r+1

1,r+1 · · ·x
tnk

nk ,

где jyz ∈ {0, . . . , tyz} при y = 1, . . . , n, z = s + 1, . . . , r, причем хотя
бы один из индексов jyz не равен 0. Учитывая последнее замечание
и лемму 3.1 (пункт 4.2), непосредственно подсчитав h[MJ ], можно
показать, что h[MJ ] ≤ h[M ] − d−r < χs − d−r.

Следовательно, |(u, v)|is < χs − d−r при всех i = 1, . . . , n. Откуда
следует, что s-й член характеристики взаимного коммутанта [R,L+

r ]
не превышает [χs − d−r]−.

Так как ℓ(χs) ≤ r, то χs = 1 + tsd
−s + · · · + tmd

−m, где m ≤ r и
tm 6= 0. Возможны два случая.

1) m = r и tr = 1. Тогда рассмотрим последовательность одночле-
нов {fj}j∈N такую, что

fj(Xs+1,j) = x
t1,s+1

1,s+1 · · ·x
tn,r−1

n,r−1x
p−1
1,r+1 · · ·x

p−1
nj

(одночлен fj не содержит переменных, второй индекс которых равен
r), где ts =

∑n
i=1 tis, . . . , tr−1 =

∑n
i=1 ti,r−1. Тогда

h[fj ] = 1 + tsd
−s + · · · + tr−1d

−(r−1) + d−r − d−j = χs − d−j .

Для упрощения записи будем считать, что tn,r−1 6= 0.

Пусть v = con,r−1(x
p−1
1r · · ·xp−1

nr ) ∈ L+
r , uj = cons(fj). Тогда, во-

спользовавшись леммой 3.1 (пункт 1.3) и правилом подсчета высо-
ты многочлена, можно установить, что |(v, uj)|ns

= h[fj(X
v
s+1,j) −

fj(Xs+1,j)] = h[fj ] − d−r.

Таким образом, если j → ∞, то lim |(v, uj)|ns = lim (h[fj ] − d−r) =
χs − d−r, то есть s-й член характеристики подгруппы [R,L+

r ] равен
χs−d

−r. Тогда R′ = 〈Us−1, [R,L
+
r ]〉 — подгруппа, порожденная Us−1 и

взаимным коммутантом [R,L+
r ], является характеристической и име-

ет нужную нам характеристику.

2) m < r или tr ≥ 2. В этом случае рассуждения полностью анало-
гичны. Однако отличие заключается в том, что следует рассмотреть
последовательность одночленов вида

fj(Xs+1,j) = x
t1,s+1

1,s+1 · · ·x
tn−1,r

n−1,rx
tnr−1
nr xp−1

1,r+1 · · ·x
p−1
nj ,

где ts =
∑n

i=1 tis, . . . , tr =
∑n

i=1 tir, и положить v = conr(1).
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Лемма 4.7. Пусть ε = tr+1d
−(r+1) + · · · + tkd

−k, где 0 ≤ tr+1, . . . ,
tk ≤ d − 1. Тогда нормальная однородная параллелотопическая под-

группа Rε
r, r ∈ N, имеющая характеристику 〈[1 + d−1]−, . . . ,

[1 + d−(r−1)]−, [1 + d−r − ε]−, 0, 0, . . . 〉, является характеристической

подгруппой группы U∞
p,n.

Доказательство. Согласно с леммами 4.1 и 4.5, все члены последо-
вательности {Rj}j∈N, где R0 = Ur, а Rj = [Rj−1;L

+
k ] (j = 1, 2, . . . ),

являются характеристическими подгруппами группы U∞
p,n. Положим

n = tr+1d
k−r−1 + tr+2d

k−r−2 + · · · + tk. При j = 1, . . . , n для подгрупп
Rj−1 и L+

k выполняются условия леммы 4.6. Откуда следует, что
r-я координата характеристики подгруппы Rn равняется 1 + d−r − ε.
Наконец, Rε

r = 〈Rn, Ur−1〉 — подгруппа, порожденная Rn и Ur−1, яв-
ляется характеристической и имеет нужную нам характеристику.

Лемма 4.8. Нормальная однородная параллелотопическая подгруп-

па Sχ
r глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1 + d−1]−, . . . ,

[1 + d−(r−1)]−, χ−, 0, 0, . . . 〉, где χ ∈ (1; 1 + d−r], является характе-

ристической подгруппой группы U∞
p,n.

Доказательство. Если ℓ(χ) < ∞, то утверждение сводится к пре-
дыдущему. Таким образом, допустим, что число χ может быть пред-
ставлено только в виде бесконечной дроби в системе исчисления по
основанию d: ε = [0, . . . 0, kr+1kr+2 . . . ]d. Тогда можно построить по-
следовательность чисел {χj}j∈N такую, что χi < χi+1, ℓ(χi) <∞ при
всех j ∈ N и limχj = χ при j → ∞. В этом случае R =

⋃∞
j=1R

χj
r яв-

ляется характеристической подгруппой (как объединение возраста-
ющей последовательности характеристических подгрупп). По теоре-
ме 3.2 подгруппа R — однородная параллелотопическая.

Для произвольного u ∈ R существует j0 ∈ N такое, что u ∈ R
χj0
r .

Так как χj0 < χ, то u ∈ Sχ
r . Наоборот, если v ∈ Sχ

r , то, поскольку χ —
предельная точка последовательности {χj}j∈N, существует j0 такое,
что v ∈ R

χj0
r , то есть v ∈ R. Следовательно, R = Sχ

r .

Так как подгруппы Hr и Sχ
r являются характеристическими (со-

гласно следствию 4.1 и лемме 4.8, соответственно), то и их пересече-
ние — подгруппа характеристическая. Отсюда непосредственно сле-
дует такое утверждение.

Следствие 4.3. Нормальная однородная параллелотопическая под-

группа Tχ
r глубины r, r ∈ N, с характеристикой 〈[1+d−1−d−r]−, . . . ,

[1 + d−(r−1) − d−r]−, χ−, 0, 0, . . . 〉, где χ ∈ (1; 1 + d−r], является хара-

ктеристической подгруппой группы U∞
p,n.
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Теорема 4.1. Каждая нормальная однородная параллелотопическая

подгруппа группы U∞
p,n является характеристической подгруппой.

Доказательство. Все нормальные параллелотопические подгруппы
группы U∞

p,n имеют конечную глубину. Пусть 〈[χ1]
−, . . . , [χr]

−, 0, . . . 〉 —
характеристика такой подгруппы R.

Из теоремы 3.1 следует, что χj ≥ 1 + d−j − d−r, j = 1, . . . , r.
Построим характеристическую подгруппу R′ = 〈Tχ1

1 , . . . , Tχr
r 〉 — под-

группа, порожденная T
χj

j , j = 1, . . . , r.

Условимся обозначать i-й член характеристики однородной па-
раллелотопической подгруппы R символом |R|i. Тогда |R′|i =
maxj{|T

χj

j |i} = χi. Откуда R = R′.

В случае, когда подгруппа R имеет характеристику вида
〈. . . , [χj ]

+, . . . 〉, где j-й член имеет маркер “+”, то рассмотрим после-
довательность характеристических подгрупп {Rn}

∞
n=n0

с характери-
стиками 〈. . . , [χj + 1/n]−, . . . 〉, выбрав n0 достаточно большим, чтобы
χj + 1/n0 < 1 + d−j (такое n0 существует, поскольку χj < 1 + d−j).

Положим R′ =
⋂∞

n=n0
Rn. Подгруппа R′ — характеристическая,

как пересечение характеристических подгрупп группы U∞
p,n. Кроме

того, произвольная таблица u ∈ R принадлежит также каждой из
подгрупп Rn, n ≥ n0, то есть u ∈ R′. С другой стороны, если v ∈ R′,
то высота j-го члена ее характеристики не превышает χj , то есть
v ∈ R. Таким образом, R = R′.

Объединяя теоремы 3.2 и 4.1, получаем критерий характеристи-
чности подгрупп группы U∞

p,n (теорема 1.1).
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