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1. Вступ

У сучасних бiофiзичних дослiдженнях процеси симетричного роз-
повсюдження бактерiальних популяцiйних хвиль, коли кiльця хемо-
таксису зберiгають рiзко окреслену форму i рухаються зi сталою
швидкiстю, яка залежить вiд рухливостi бактерiй та їх хемотаксисних
властивостей, добре описуються математичними моделями, основа-
ними на рiвняннях Келлера–Сегеля [22]

St = DSSxx + k1g(S)b,

bt = −ν∂x[bχ(S)Sx] +Dbbxx + k2g(S)b,
(1.1)

де St = ∂S
∂t

, Sx = ∂S
∂x

, bt = ∂b
∂t

, Sxx = ∂2S
∂x2 , bxx = ∂2b

∂t2
, ∂x = ∂

∂x
, при-

чому S(t, x) — концентрацiя субстрату-аттрактанту, який споживає-
ться бактерiями, b(t, x) — щiльнiсть бактерiй, g(S) — питома швид-
кiсть росту бактерiй, χ(S) — функцiя хемотаксисної вiдповiдi, DS та
Db — коефiцiєнти дифузiї субстрату та бактерiй, вiдповiдно; ν, k1

k2 — сталi; t, x — часова та просторова змiннi, вiдповiдно. Модел-
лю Келлера–Сегеля та її деякими модифiкацiями описується також
формування та поширення хемотаксисних кiлець Адлера [14] та рiзнi
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процеси структуроутворення в бактерiальних колонiях при їх вза-
ємодiї [3]. Перепишемо систему (1.1) у звичних для математичних
дослiджень позначеннях, узагальнивши її наступним чином

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0
f(u1)u2 λ2

)(

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

, (1.2)

де g1(u1, u2), g2(u1, u2), f(u1) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргу-
ментiв, причому f 6= 0, λ1 > 0, λ2 > 0, ua = ua(x0, x1), a = 1, 2, x0 —
часова, x1 — просторова змiннi, нижнiй iндекс означає диференцiю-
вання за вiдповiдною змiнною. Зауважимо, що система (1.2) є частин-
ним випадком системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї дифузiї

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[

F (u1, u2)

(

u1

u2

)

1

]

+G(u1, u2), (1.3)

де

F (u1, u2) =

(

f11 f12

f21 f22

)

, G(u1, u2) =

(

g1

g2

)

fab = fab(u1, u2), ga = ga(u1, u2), a; b = 1; 2. Дослiдженню симетрiй-
них властивостей рiвняння реакцiї конвекцiї дифузiї

u0 = ∂1(f(u)u1) + g(u)u1 + h(u) (1.4)

присвячено ряд робiт. Так, при g(u) = h(u) = 0 симетрiйнi власти-
востi рiвняння (1.4) прокласифiкованi в роботi [6], при g(u) = 0 — в
роботi [20]. Повний опис симетрiй при довiльних значеннях функцiй
f(u), g(u), h(u) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi проведе-
ний у роботах [17] та [19]. Симетрiйний аналiз еволюцiйного рiвняння
другого порядку загального вигляду

u0 = F (x0, x1, u, u1, u11) (1.5)

проведений у роботах [1, 4, 5, 26]. Галiлеєвська iнварiнтнiсть системи
(1.3) дослiджена в роботах [12, 13, 15]. Лiївська та умовна симетрiї
системи (1.3) у випадку дiагональної матрицi F дослiджена в роботi
[18].

У данiй роботi поставимо перед собою задачу: дослiдити симет-
рiйнi властивостi системи (1.2) в залежностi вiд значення функцiй
f(u1), g1(u1, u2), g2(u1, u2) та сталих λ1, λ2. Зазначимо, що при f = 0
симетрiйнi властивостi системи (1.2) вивчено в роботах [16, 23, 24],
тому надалi вважаємо, що f 6= 0.
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2. Ядро симетрiї та необхiднi умови
його розширення

Для дослiдження симетрiйних властивостей системи (1.2) засто-
суємо алгоритм Лi [7, 9, 11,21,25].

Подiявши продовженням iнфiнiтезимального оператора

X = ξµ∂µ + ηa∂ua , (2.1)

де ξµ = ξµ(x0, x1, u
1, u2), ηa = ηa(x0, x1, u

1, u2), µ = 0, 1, a = 1, 2 на
систему (1.2), пiсля переходу на многовид, та розщеплення отрима-
ної системи за похiдними функцiй ua, одержимо визначальну систе-
му для визначення координат iнфiнiтезимального оператора (2.1) та
функцiй f , g1, g2. Визначальна система складається з трьох пiдсис-
тем:

S1(ξ, η) = 0, S2(ξ, η, f) = 0, S3(ξ, η, f, g
1, g2) = 0.

Система S1 = 0 є системою диференцiальних рiвнянь лише вiдносно
функцiй ξµ i ηa

ξ10 = ξ
µ
ua = η1

u2 = ηa
ubuc = 0, a, b, c = 1; 2,

ξ00 = 2ξ11 , 2λ1η
1
1u1 = −ξ10 .

(2.2)

Система S2(ξ, η, f) = 0 пов’язує мiж собою координати iнфiнiтези-
мального оператора ξµ, ηa та функцiю f(u1) i має вигляд

η1ḟ +
(

η1
u1 − η2

u2 −
1

u2
η2

)

f +
1

u2
(λ2 − λ1)η

2
u1 = 0,

u2η1
1 ḟ +

(

u2η1
1u1 +

1

2
η2
1

)

f + λ2η
2
1u1 = 0,

η1
1f + 2λ2η

2
1u2 = −ξ10 .

(2.3)

Система S3(ξ, η, f, g
1, g2) = 0 складається з двох диференцiальних

рiвнянь

η1g1
u1 + η2g1

u2 = (η1
u1 − ξ00)g

1 + η1
u2g

2 + η1
0 − λ1η

1
11,

η1g2
u1 + η2g2

u2 = (η2
u2 − ξ00)g

2 + η2
u1g

1 + η2
0 − λ2η

2
11 − u2fη1

11,
(2.4)

якi пов’язують мiж собою функцiї g1, g2 та функцiї ξµ, ηa, f .

Зауваження 2.1. Покладаючи f, g1, g2, λ1, λ2 довiльними у системах
(2.2), (2.3), (2.4), одержимо

ξ0 = d0, ξ1 = d1, η1 = η2 = 0, (2.5)
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де d0, d1 — довiльнi сталi. В цьому випадку оператор (2.1) має вигляд

X = d0∂0 + d1∂1. (2.6)

Оператор (2.6) породжує алгебру

A0 = 〈∂0, ∂1〉, (2.7)

яку назвемо ядром симетрiї системи (1.2).

Дослiдимо, при яких значеннях функцiй f, g1, g2 симетрiя системи
(1.2) ширша порiвняно з алгеброю A0. Необхiдними умовами розши-
рення симетрiї є наступне твердження.

Теорема 2.1. Якщо система (1.2) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiя f(u1) набуває одного iз наступних виглядiв:

1. f = f(u1),

2. f = λ,

3. f = λ
u1 ,

4. f = λ1−λ2
u1 ,

5. f = 2λ1
u1 ,

де ϕ(u1) — довiльна гладка функцiя, λ — довiльна стала.

Доведення. Для доведення теореми розв’яжемо систему визначаль-
них рiвнянь, що складається iз систем S1 та S2.

Загальним розв’язком системи S1(ξ, η) є функцiї

ξ0 = 2Ȧ(x0),

ξ1 = A(x0)x1 +B(x0),

η1 = −
1

2λ1

[1

2
Ä(x0)x

2
1 + Ḃ(x0)x1 + C(x0)

]

u1 + β1(x0, x1),

η2 = α21(x0, x1)u
1 + α22(x0, x1)u

2 + β2(x0, x1),

де A,B,C, α2a, βa — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв.
Внаслiдок сумiсного розв’язання 1-го та 3-го рiвнянь системи (2.3)

одержуються умови α21
1 = α22

1 = β2
1 = 0. Тодi система S2 = 0 набуде

вигляду
(α11u1 + β1)ḟ = −α11f,

(α11
1 u

1 + β1
1)f = 2λ1α

11
1 ,

(α21u1 + β2)f = (λ1 − λ2)α
21.

(2.8)
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Розв’язання системи (2.8) приводить до появи 5-ти нееквiвалентних
випадкiв вигляду функцiї f , наведених у формулюваннi теореми.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо i покажемо, що при вка-
заних значеннях функцiї f(u1) можливе розширення симетрiї системи
(1.2) порiвняно з A0.

1. f = f(u1) — довiльна гладка функцiя. З системи (2.8) випливає

ξ10 = αa
1 = βa = 0. (2.9)

Врахувавши (2.9), одержимо

ξ0 = 2c1x0 + d0, ξ1 = c1x1 + d1,

η1 = 0, η2 = α22(x0)u
2,

(2.10)

де α22(x0) — довiльна гладка функцiя, c1, d0, d1 — довiльнi сталi.
Порiвнявши формули (2.5) i (2.10), легко бачити можливiсть розши-
рення симетрiї (2.7).

Аналогiчно доводиться можливiсть розширення симетрiї (2.7) у
випадках 2–5. Не повторюючи цих мiркувань, наведемо остаточний
вигляд координат iнфiнiтезимального оператора для кожної з вказа-
них f(u1).

2. При f = λ координати iнфiнiтезимального оператора (2.1) ма-
ють вигляд

ξ0 = 2c1x0 + d0, ξ1 = c1x1 + d1,

η1 = β1(x0), η2 = α22(x0)u
2,

(2.11)

де β1(x0) — довiльна гладка функцiя.
3. При f = λ

u1 (λ — довiльна стала) з системи (2.8) знаходимо

ξ0 = 2c1x0 + d0, ξ1 = c1x1 + d1,

η1 = α1(x0)u
1, η2 = α22(x0)u

2,
(2.12)

де α1(x0) — довiльна гладка функцiя.
4. При f = λ1−λ2

u1 одержимо

ξ0 = 2c1x0 + d0, ξ1 = c1x1 + d1,

η1 = α1(x0)u
1, η2 = α21(x0)u

1 + α22(x0)u
2,

(2.13)

де α21(x0) — довiльна гладка функцiя.
5. При f = 2λ1

u1 маємо

ξ0 = 2A(x0), ξ1 = Ȧ(x0)x1 +B(x0),

η1 = α1(x0)u
1, η2 = α22(x0)u

2,
(2.14)

де α1(x0) = − 1
2λ1

[12Ä(x0)x
2
1 + Ḃ(x0)x1 +C(x0)], A(x0), B(x0), C(x0) —

довiльнi гладкi функцiї. Теорему доведено.
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Лема 2.1. Система (1.2) має групу неперервних перетворень еквi-

валентностi, що задаються наступними формулами координат опе-

ратора еквiвалентностi E

ξ0 = 2c1x0 + c2, ξ1 = c1x1 + c3,

η1 = c4u
1 + c5, η2 = c6u

1 + c7u
2,

(2.15)

в яких c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7 — довiльнi сталi, якi в залежностi вiд

вигляду f набувають наступних значень:

1) при f = f(u1), c6 = 0;

2) при f = λ, c4 = c6 = 0;

3) при f = λ
u1 , c5 = c6 = 0;

4) при f = λ1−λ2
u1 , c5 = 0;

5) при f = 2λ1
u1 , c5 = c6 = 0.

Доведення. Для доведення леми застосуємо алгоритм вiдшукання пе-
ретворень еквiвалентностi (див., наприклад, [2, 5, 7]).

Вигляд оператора еквiвалентностi E залежить вiд вигляду фун-
кцiї f .

1. Якщо f = f(u1) — довiльна гладка функцiя, то оператор E

шукаємо у виглядi:

E = ξµ∂µ + ηa∂ua + ζ∂f + τa∂ga . (2.16)

Подiявши оператором E на систему (1.2) та на додатковi умови

∂f

∂xµ

=
∂f

∂u2

=
∂ga

∂xµ

= 0, (2.17)

отримуємо систему визначальних рiвнянь для координат оператора
(2.16) ξµ, ηa, ζ, τa

ξ01 = ξ10 = ξ
µ
ua = η1

u2 = ηa
ubuc = ηa

µ = η2
u1 = 0, a, b, c = 1, 2,

ξ00 = 2ξ11 , u2η2
u2 − η2 = 0,

(2.18)

ζ = η1
u1f, τ1 = (η1

u1 − ξ00)g
1, τ2 = (η2

u2 − ξ00)g
2. (2.19)

Загальний розв’язок системи (2.18) має вигляд (2.15). Рiвностi (2.19)
при умовах (2.15) запишуться так

ζ = c4f, τ1 = (c4 − 2c1)g
1, τ2 = (c6 − 2c1)g

2.
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2. Якщо f(u1) — не довiльна, а задається однiєю з формул f ви-
падкiв 2)–5) з умови леми, то iнфiнiтезимальний оператор еквiва-
лентностi E шукаємо у виглядi:

E = ξµ∂µ + ηa∂ua + τa∂ga . (2.20)

Подiявши продовженням оператора E на систему (1.2) i додатковi
умови

∂ga

∂xµ

= 0, (2.21)

пiсля застосування алгоритму [5], знаходимо систему визначальних
рiвнянь для координат оператора (2.20) ξµ, ηa, τa

ξ01 = ξ10 = ξ
µ
ua = η1

u2 = ηa
ubuc = ηa

µ = η1
u2 = 0,

a, b, c = 1, 2, µ = 0, 1

ξ00 = 2ξ11 , u2η2
u2 − η2 = 0,

(2.22)

τ1 = (η1
u1 − ξ00)g

1, τ2 = η2
u1g

1 + (η2
u2 − ξ00)g

2,

η1ḟ + fη1
u1 = 0, (u2η2

u2 − η2)f = (λ2 − λ1)η
2
u1 .

(2.23)

Загальним розв’язком (2.22) є функцiї

ξ0 = 2c1x0 + c2, ξ1 = c1x1 + c3,

η1 = c4u
1 + c5, η2 = c6u

1 + c7u
2.

(2.24)

Якщо (2.24) пiдставити у (2.23), то одержимо

τ1 = (c4 − 2c1)g
1, τ2 = c6g

1 + (c7 − 2c1)g
2, (2.25)

(c4u
1 + c5)ḟ + c4f = 0, c6(u

1f − λ1 + λ2) = 0. (2.26)

Розв’язавши рiвняння (2.26), i приходимо до випадкiв 2)–5) леми.
Лему доведено.

Зауваження 2.2. Крiм перетворень еквiвалентностi, одержаних в
лемi (2.1), для бiльш конкретних функцiй f i g мають мiсце i iншi
перетворення, якi ми назвемо додатковими. Додатковi перетворення
будуть вказанi нижче для функцiї f конкретного вигляду.
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3. Класифiкацiя симетрiйних властивостей
системи (1.2) у випадку довiльної
функцiї f(u2)

Розглянемо систему

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0
u2f(u1) λ2

) (

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

(3.1)

та прокласифiкуємо її симетрiйнi властивостi в залежностi вiд вигля-
ду функцiй ga(u1;u2) при довiльнiй функцiї f(u1).

Зауваження 3.1. З леми 2.1 випливає, що основна група перетво-
рень еквiвалентностi системи (3.1) має вигляд

x0 = te2θ2 + θ0, x1 = xeθ2 + θ1,

u1 = w1eθ3 + θ5, u2 = w2eθ4 .

Крiм основної групи еквiвалентностi система (3.1) при конкретних g
допускає деякi додатковi перетворення еквiвалентностi, наприклад

x0 = at, x1 = bx, u1 = w1, u2 = w2emt,

де a, b,m — деякi сталi.

Враховуючи зауваження (3.1), теореми про максимальну алгебру
iнварiантностi системи (3.1) формулюватимемо з точнiстю до вказа-
них перетворень еквiвалентностi.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.1. Якщо система (3.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiї g1, g2 задаються однiєю iз формул:

g1 = ϕ1(u1), g2 = u2[ϕ2(u1) + λ3 lnu2]; (3.2)

g1 = (u2)mϕ1(u1), g2 = (u2)m+1ϕ2(u1), (3.3)

де λ3,m — довiльнi сталi, ϕ1(u1), ϕ2(u1) — довiльнi гладкi функцiї.

Доведення. Враховуючи формули (2.10), систему (2.4) перепишемо
наступним чином:

α22(x0)u
2g1

u2 = −2c1g
1,

α22(x0)u
2g2

u2 = (α22(x0) − 2c1)g
2 + α̇22(x0)u

2.
(3.4)

При довiльних g1 i g2 з системи (3.4) випливає, що α22(x0) = c1 = 0.
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Врахувавши формули (2.10), одержуємо, що в цьому випадку МАI
системи (3.1) є алгебра A0.

Проаналiзуємо тепер, при яких функцiях g1, g2 система (3.1) до-
пускає розширення ядра симетрiї A0. Для цього необхiдно, як випли-
ває з (3.4), щоб функцiї g1, g2 були розв’язками наступної структурної
системи, (див. [21])

æu2g1
u2 = mg1,

æu2g2
u2 = (m+ æ)g2 + λ3u

2,
(3.5)

де æ = {0; 1}, m,λ3 — довiльнi сталi. Система (3.5) при æ = 1 зв’язана
з системою (3.4) умовами

mα22(x0) = −2c1, λ3α
22 = α̇22. (3.6)

Розв’язок системи (3.5) при æ = 1 залежить вiд значення сталої m.
Можливi два суттєво рiзнi випадки.

1. m = 0. Загальний розв’язок системи (3.5) має вигляд (3.2),
де λ3 6= 0, ϕ1, ϕ2 — довiльнi гладкi функцiї.

2. m 6= 0. З диференцiальних наслiдкiв умов (3.6) випливає, що
α̇22 = λ3 = 0. Тодi загальний розв’язок системи (3.5) має вигляд
(3.3).

При æ = 0 з системи (3.5) одержуємо, що розширення ядра симетрiї
A0 вiдбувається лише при g1 = g2 = 0, що є частинним випадком
формул (3.2), (3.3). Теорему доведено.

Зауваження 3.2. Оскiльки формули (3.2), (3.3) при λ3 = m = 0
спiвпадають, то, щоб уникнути їх перетину, при дослiдженнi симе-
трiйних властивостей системи (3.1) у формулах (3.2) будемо вважати
λ3 6= 0.

Умови теореми (3.1) є лише необхiдними умовами розширення
ядра A0 симетрiї системи (3.1), але не достатнiми. Класифiкацiя си-
метрiйних властивостей системи (3.1) подана в наступнiй теоремi.

Теорема 3.2. Якщо система (3.1) допускає розширення ядра A0 си-

стеми, то її максимальнi алгебри iнварiантностi в залежностi вiд

вигляду функцiй g1, g2 наведенi в таблицi 1.
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Таблиця 1. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (3.1)

№ Зображення Оператори максимальної
з/п функцiй g1, g2 алгебри iнварiантностi

1.
g
1 = ϕ

1(u1),

g
2 = u

2(ϕ2(u1) + λ3 ln u
2)

∂0, ∂1, Q1 = eλ3x0u2∂u2

2.
g
1 = (u2)m

ϕ
1(u1),

g
2 = (u2)m+1

ϕ
2(u1)

∂0, ∂1, D = m(2x0∂0 + x1∂1) − 2u2∂u2

3.
g
1 = 0,

g
2 = 0

∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + x1∂1,

I = u
2
∂u2

У таблицi 1 ϕ1(u1), ϕ2(u1) — довiльнi гладкi функцiї, λ3 6= 0, λ4, m —
довiльнi сталi.

Доведення. В теоремi (3.1) показано, що розширення ядра симетрiї
A0 системи (3.1) можливе лише у випадку, коли функцiї ga задаються
формулою (3.2) або (3.3). Розглянемо кожну з цих формул окремо.

А. Нехай, функцiї g1, g2 мають вигляд (3.2). Пiдставивши (3.2) в
систему (2.4), одержимо

c1 = 0, α̇22 − λ3α
22 = 0,

звiдки α22 = c2e
λ3x0 , c2 — довiльнa сталa.

З формул (2.10) одержуємо алгебру, наведену в першому пунктi
таблицi 1.

В. Якщо функцiї ga задаються формулами (3.3), то з системи (2.4)
маємо

(mα22 + 2c1)ϕ
1 = 0,

(mα22 + 2c1)ϕ
2 = α̇22(u2)−m.

(3.7)

У випадку, коли ϕ1, ϕ2 — довiльнi гладкi функцiї, з системи (3.7)
отримуємо

α̇22 = 0, mα22 + 2c1 = 0,

тобто
α22 = −2c2, c1 = mc2, (3.8)

де c2 — довiльна стала. З формул (2.10), (3.8) одержуємо алгебру,
наведену в другому пунктi таблицi 1. Розширення симетрiї другого
пункту таблицi 1 можливi лише при

m = 0, ϕ1 = 0, ϕ2 = λ4.

У цьому випадку
α22 = 2λ4c1x0 + c2, (3.9)
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де λ4 i c2 — довiльнi сталi. З формул (2.10), (3.9), застосувавши пере-
творення еквiвалентностi, наведенi у зауваженнi 3.1, одержуємо 3-й
пункт таблицi 1. Теорему доведено.

4. Симетрiйнi властивостi системи (1.2) при f = λ

Розглянемо систему

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0
λu2 λ2

) (

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

(4.1)

та проведемо класифiкацiю її симетрiйних властивостей у залежностi
вiд вигляду функцiй ga(u1;u2).

Зауваження 4.1. З леми 2.1 випливає, що основна група перетво-
рень еквiвалентностi системи (4.1) має вигляд

x0 = te2θ2 + θ0, x1 = xeθ2 + θ1,

u1 = w1 + θ3, u2 = w2eθ4 .
(4.2)

Крiм основної групи еквiвалентностi система (4.1) при конкретних g
допускає додатковi перетворення еквiвалентностi, наприклад

x0 = at, x1 = bx, u1 = w1 + kt, u2 = w2emt, (4.3)

де a, b, k,m — деякi сталi.

Враховуючи зауваження (4.1), теореми про максимальну алгебру
iнварiантностi системи (4.1) будемо формулювати з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi (4.2) та (4.3).

Необхiдною умовою розширення ядра симетрiї A0 системи (4.1) є
наступне твердження.

Теорема 4.1. Якщо система (4.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiї g1, g2 задаються формулами (3.2), (3.3) або однiєю

iз наступних формул:

g1 = ϕ1(ω) + λ3u
1, g2 = u2[ϕ2(ω) + λ4u

1]; (4.4)

g1 = emu1
ϕ1(ω), g2 = u2emu1

ϕ2(ω), (4.5)

де ω = ku1 + lnu2, m, k, λ3, λ4 — довiльнi сталi, ϕ1(ω), ϕ2(ω) — до-

вiльнi гладкi функцiї.

Доведення. Пiдставивши формули (2.11) у систему (2.4), одержимо
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β1(x0)g
1
u1 + α22(x0)u

2g1
u2 = −2c1g

1 + β̇1(x0),

β1(x0)g
2
u1 + α22(x0)u

2g2
u2 = (α22(x0) − 2c1)g

2 + α̇22(x0)u
2.

(4.6)

З (4.6) випливає, що функцiї ga повиннi задовольняти наступнiй стру-
ктурнiй системi

æg1
u1 − ku2g1

u2 = mg1 + λ3,

æg2
u1 − ku2g2

u2 = (m− k)g2 + λ4u
2,

(4.7)

де æ = {0; 1}, k,m, λ3, λ4 — довiльнi сталi. Якщо æ = 0, то система
(4.7) спiвпаде з системою (3.5), проаналiзованою в теоремi 3.1, згiдно
якої функцiї ga задаються формулами (3.2) та (3.3).

Якщо æ = 1, то система (4.7) зв’язана з системою (4.6) умовами

α22 + kβ1 = 0, mβ1 = −2c1, λ3β
1 = β̇1, λ4α

22 = α̇22. (4.8)

Розв’язок системи (4.7) при æ = 1 залежить вiд значення сталої m.
Можливi два суттєво рiзнi випадки.

1. m = 0. В цьому випадку загальний розв’язок системи (4.7) за-
дається функцiями (4.4).

2. m 6= 0. З диференцiальних наслiдкiв 1-ї та 2-ї умови (4.8) одер-
жуємо

α̇22 = β̇1 = 0, λ3 = λ4 = 0. (4.9)

При умовах (4.9) загальним розв’язком системи (4.7) є функцiї (4.5).
Теорему доведено.

Зауваження 4.2. Оскiльки формули (4.4), (4.5) при λ3 = λ4 = m =
0 спiвпадають, то, щоб уникнути їх перетину, при дослiдженнi симе-
трiйних властивостей системи (4.1) у формулах (4.4) будемо вважати
|λ3| + |λ4| 6= 0.

Прокласифiкуємо тепер симетрiйнi властивостi системи (4.1), ви-
користавши результати теореми 4.1.

Теорема 4.2. Якщо система (4.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то її максимальнi алгебри iнварiантностi в залежностi вiд

вигляду функцiй g1, g2 наведенi у таблицi 1 та в таблицi 2.
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Таблиця 2. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (4.1)

№ Зображення Оператори максимальної
з/п функцiй g1, g2 алгебри iнварiантностi

1.
g
1 = e

mu1

ϕ
1(ω),

g
2 = u

2
e

mu1

ϕ
2(ω)

∂0, ∂1, D = m(2x0∂0 + x1∂1)

+2(−∂u1 + ku
2
∂u2)

2.
g
1 = ϕ

1(ω) + λ3u
1
,

g
2 = u

2(ϕ2(ω) − kλ3u
1)

∂0, ∂1, Q = eλ3x0(∂u1 − ku2∂u2)

3.
g
1 = λ5e

u1

,

g
2 = λ6e

u1

u
2

∂0, ∂1, Q = u
2
∂u2 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − 2∂u1

4.
g
1 = λ5(u

2)n
e

mu1

− mλ9,

g
2 = u

2(λ6(u
2)n

e
mu1

+ nλ9)

∂0, ∂1, Q = n∂u1 − mu
2
∂u2 ,

D = n(2x0∂0 + x1∂1)

+ 2nλ9x0Q − 2u
2
∂u2

5.

g
1 = λ3u

1 + λ5 ln u
2 + λ7,

g
2 = u

2(λ4u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D > 0

∂0, ∂1,

Q1 = e
m1x0(λ5∂u1 + (m1 − λ3)u

2
∂u2),

Q2 = e
m2x0((m2 − λ6)∂u1 + λ4u

2
∂u2)

6.

g
1 = λ3u

1 + λ5 ln u
2 + λ7,

g
2 = u

2(λ4u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D = 0, |λ3| + |λ5| + |λ6| 6= 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [x0(2λ5∂u1

+ (λ6 − λ3)u
2
∂u2) + u

2
∂u2 ],

Q2 = e
αx0 [2λ5∂u1 + (λ6 − λ3)u

2
∂u2 ]

7.

g
1 = λ3u

1 + λ5 ln u
2 + λ7,

g
2 = u

2(λ4u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D < 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [2λ5 cos βx0∂u1

+ ((λ6 − λ3) cos βx0 − 2β sin βx0)u
2
∂u2 ],

Q2 = e
αx0 [2λ5 sin βx0∂u1

+ (2β cos βx0 + (λ6 − λ3) sin βx0)u
2
∂u2 ]

8.
g
1 = 0,

g
2 = u

1
u

2
∂0, ∂1, Q1 = ∂u1 + x0Q2, Q2 = u2∂u2

9.
g
1 = 0,

g
2 = 0

∂0, ∂1, Q1 = ∂u1 , Q2 = u
2
∂u2 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1

У таблицi 2 m,n, λi, i = 1, 9 — довiльнi сталi, ω = lnu2 + ku1,
ϕ1(ω), ϕ2(ω) — довiльнi гладкi функцiї; D = (λ3 − λ6)

2 + 4λ4λ5 —
дискримiнант, a m1,m2 — коренi характеристичного рiвняння m2 −
(λ3 + λ6)m+ λ3λ6 − λ4λ5 = 0, α = λ3+λ6

2 , β = 1
2

√

|(λ3 − λ6)2 + 4λ4λ5|.

5. Симетрiйнi властивостi системи (1.2) при f = λ
u1

У цьому пiдроздiлi розглянемо систему
(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0
λ
u1u

2 λ2

)(

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

, (5.1)

де λ — довiльна стала, та проведемо класифiкацiю її симетрiйних
властивостей у залежностi вiд вигляду функцiй ga(u1;u2).
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Зауваження 5.1. З леми 2.1 випливає, що основна група перетво-
рень еквiвалентностi системи (5.1) має вигляд

x0 = te2θ2 + θ0, x1 = xeθ2 + θ1,

u1 = w1eθ3 , u2 = w2eθ4 .
(5.2)

Крiм основної групи еквiвалентностi система (5.1) при конкретних g
допускає додатковi перетворення еквiвалентностi, наприклад,

x0 = at, x1 = bx, u1 = w1ekt, u2 = w2emt, (5.3)

де a, b, k,m — деякi сталi. Тому теореми про максимальну алгебру iн-
варiантностi системи (5.1) будемо формулювати з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi (5.2), (5.3).

Необхiдною умовою розширення ядра симетрiї A0 системи (5.1) є
твердження.

Теорема 5.1. Якщо система (5.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiї g1, g2 задаються формулами (3.2), (3.3) або однiєю

iз наступних формул:

g1 = u1(ϕ1(ω) + λ3 lnu1), g2 = u2(ϕ2(ω) + λ4 lnu2); (5.4)

g1 = (u1)m+1ϕ1(ω), g2 = u2(u1)mϕ2(ω), (5.5)

де ω = u2

(u1)k ; ϕ1(ω), ϕ2(ω) — довiльнi гладкi функцiї, m, k, λ3, λ4 —

довiльнi сталi.

Доведення. Пiдставивши формули (2.12), якi задають координати iн-
фiнiтезимального оператора (2.1) для системи (5.1), у систему (2.4)
одержимо

α1(x0)u
1g1

u1 + α22(x0)u
2g1

u2 = (α1(x0) − 2c1)g
1 + α̇1(x0)u

1,

α1(x0)u
1g2

u1 + α22(x0)u
2g2

u2 = (α22(x0) − 2c1)g
2 + α̇22(x0)u

2.
(5.6)

Очевидно, що при довiльних функцiях g1, g2 система (5.6) не допускає
розширення ядра симетрiї A0.

Cистема (5.6) допускає найбiльш широкий клас функцiй ga, при
яких можливе розширення ядра симетрiї A0, якщо вони задовольня-
ють структурнiй системi

æu1g1
u1 + ku2g1

u2 = (m+ æ)g1 + k1u
1,

æu1g2
u1 + ku2g2

u2 = (m+ k)g2 + k2u
2,

(5.7)
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де æ = {0; 1}; k,m, k1, k2 — довiльнi сталi. Загальний розв’язок сис-
теми (5.7) при æ = 0 задається формулами (3.2), (3.3). Система (5.7)
при æ = 1 зв’язана з системою (5.6) умовами

α22 − kα1 = 0, mα1 = −2c1, k1α
1 = α̇1, k2α

1 = α̇22.

Розв’язок системи (5.7) залежить вiд значення сталої m.

Якщо m = 0, то загальний розв’язок системи (5.7) має вигляд
(5.4), а при m 6= 0 задається формулами (5.5). Теорему доведено.

Зауваження 5.2. Якщо у зображеннях функцiй ga, заданих фор-
мулами (5.4) покласти λ3 = λ4 = 0, то одержаний вигляд функцiй
ga буде частинним випадком зображення функцiй ga, заданих фор-
мулами (5.5), при умовi m = 0. А отже, класи систем (5.1), (5.4) та
(5.1), (5.5) матимуть непорожнiй перетин. Щоб уникнути в наступних
дослiдженнях симетрiйних властивостей розгляду еквiвалентних си-
стем накладаємо обмеження на параметри зображень функцiй ga у
формулах (5.4): |λ3| + |λ4| 6= 0.

Прокласифiкуємо тепер симетрiйнi властивостi системи (5.1), ви-
користавши результати теореми 5.1.

Теорема 5.2. Якщо система (5.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то її максимальнi алгебри iнварiантностi в залежностi вiд

вигляду функцiй g1, g2 наведенi в таблицi 1 та в таблицi 3.

Таблиця 3. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (5.1)

№ Зображення Оператори максимальної алгебри
з/п функцiй g1, g2 iнварiантностi

1.
g
1 = u

1(ϕ1(u2) + λ3 ln u
1),

g
2 = u

2(ϕ2(u2) + λ4 ln u
2)

∂0, ∂1, Q = eλ3x0u1∂u1

2.
g
1 = u

1(ϕ1(ω) + λ3 ln u
1),

g
2 = u

2(ϕ2(ω) + λ3 ln u
2)

∂0, ∂1, Q = eλ3x0(u1∂u1 + ku2∂u2)

3.
g
1 = (u1)m+1

ϕ
1(ω),

g
2 = u

2(u1)m
ϕ

2(ω)

∂0, ∂1, D = m(2x0∂0 + x1∂1)

− 2(u1
∂u1 + ku

2
∂u2)

4.
g
1 = u

1(λ5(u
1)n(u2)m + mλ7),

g
2 = u

2(λ6(u
1)n(u2)m − nλ7)

∂0, ∂1, Q = mu
1
∂u1 − nu

2
∂u2 ,

D = m(2x0∂0 + x1∂1 + 2λ7x0Q)

− 2u
2
∂u2

5.
g
1 = λ5(u

1)n+1
,

g
2 = λ6(u

1)n
u

2

∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + x1∂1 −
2

n
u

1
∂u1 ,

Q = u
2
∂u2
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6.

g
1 = u

1(λ3 ln u
1 + λ5 ln u

2 + λ7),

g
2 = u

2(λ4 ln u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D > 0

∂0, ∂1, Q1 = e
m1x0(λ5u

1
∂u1

+ (m1 − λ3)u
2
∂u2),

Q2 = e
m2x0((m2 − λ6)u

1
∂u1

+ λ4u
2
∂u2)

7.

g
1 = u

1(λ3 ln u
1 + λ5 ln u

2 + λ7),

g
2 = u

2(λ4 ln u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D = 0, |λ3| + |λ5| + |λ6| 6= 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [x0(λ5u

1
∂u1

+ (α − λ3)u
2
∂u2) + u

2
∂u2 ],

Q2 = e
αx0 [λ5u

1
∂u1 + (α − λ3)u

2
∂u2 ]

8.
g
1 = λ7u

1
,

g
2 = λ4u

2 ln u
1

∂0, ∂1, Q1 = u
2
∂u2 ,

Q2 = u
1
∂u1 + λ4x0u

2
∂u2

9.

g
1 = u

1(λ3 ln u
1 + λ5 ln u

2 + λ7),

g
2 = u

2(λ4 ln u
1 + λ6 ln u

2 + λ8),

D < 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [λ5 cos βx0u

1
∂u1

+ ((α − λ3) cos βx0 − β sin βx0)u
2
∂u2 ],

Q2 = e
αx0 [λ5 sin βx0u

1
∂u1

+ (β cos βx0 + (α − λ3) sin βx0)u
2
∂u2 ]

10.
g
1 = 0,

g
2 = 0

∂0, ∂1, Q1 = u
1
∂u1 , Q2 = u

2
∂u2 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2x0(λ7Q1 + λ8Q2)

В таблицi 3m,n, λi, i = 1, 9 — довiльнi сталi, ω = u2

(u1)k , ϕ1(ω), ϕ2(ω) —

довiльнi гладкi функцiї, D = (λ3 − λ6)
2 + 4λ4λ5 — дискримiнант, а

m1,m2 — коренi характеристичного рiвняння m2−(λ3+λ6)m+λ3λ6−
λ4λ5 = 0, α = λ3+λ6

2 , β = 1
2

√

|D|.

6. Симетрiйнi властивостi системи (1.2) при f = λ1−λ2

u1

Розглянемо систему

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0
λ1−λ2

u1 u2 λ2

)(

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

(6.1)

та проведемо класифiкацiю її симетрiйних властивостей у залежностi
вiд вигляду функцiй ga(u1;u2).

Зауваження 6.1. З леми 2.1 випливає, що основна група перетво-
рень еквiвалентностi системи (6.1) має вигляд

x0 = te2θ2 + θ0, x1 = xeθ2 + θ1,

u1 = w1eθ3 , u2 = w2eθ4 + θ5w
1.

(6.2)

Крiм основної групи еквiвалентностi система (6.1) при конкретних g
допускає додатковi перетворення еквiвалентностi, вигляду (5.3). Тому
теореми про максимальну алгебру iнварiантностi системи (6.1) буде-
мо формулювати з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (6.2) та
(5.3).
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Необхiдною умовою розширення ядра симетрiї A0 системи (6.1) є
наступне твердження.

Теорема 6.1. Якщо система (6.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiї g1, g2 задаються формулами (3.2), (3.3), (5.4), (5.5)
або з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2.15) мають ви-

гляд

g1 = u1(ϕ1(ω) + λ3), g2 = u1ϕ2(ω) + u2ϕ1(ω), (6.3)

де ω = u1, λ3 — довiльна стала;

g1 = u1e
u2

u1 ϕ1(ω), g2 = e
u2

u1 [u1ϕ2(ω) + u2ϕ1(ω)], (6.4)

де ω = u1;

g1 = (u1)m+1ϕ1(ω), g2 = (u1)m[u1ϕ2(ω) + u2ϕ1(ω)], (6.5)

де ω = u2

u1 + k lnu1, k 6= 0, m — довiльнi сталi;

g1 = u1(ϕ1(ω) + λ3) + λ4u
2,

g2 = u1ϕ2(ω) + u2ϕ1(ω) + λ4
(u2)2

u1
,

(6.6)

де ω = u2

u1 + k lnu1, λ3, λ4, k — довiльнi сталi, k 6= 0, |λ3| + |λ4| 6= 0,
причому в формулах (6.3)–(6.6) ϕ1(ω), ϕ2(ω) — довiльнi гладкi функ-

цiї.

Доведення. Як уже зазначено на початку даної статтi, розв’язком ви-
значальних систем S1(ξ, η) = 0 та S2(ξ, η, f) = 0 при f = λ1−λ2

u1 є ко-
ординати оператора (2.1), заданi формулами (2.13), враховуючи якi,
визначальну систему S3(ξ, η, f, g) = 0 перепишемо наступним чином:

α1(x0)u
1g1

u1 + (α21(x0)u
1 + α22u2)g1

u2

= (α1(x0) − 2c1)g
1 + α̇1u1,

α1(x0)u
1g2

u1 + (α21(x0)u
1 + α22u2)g2

u2

= (α22(x0) − 2c1)g
2 + α21(x0)g

1 + α̇21u1 + α̇22u2.

(6.7)

Найбiльш широкий клас функцiй ga, що задовольняють систему (6.7),
i при цьому розширюється ядро симетрiї A0, можливий при умовах

α1 = k1ϕ(x0), α21 = k0ϕ(x0), α22 = k2ϕ(x0),

α̇1 = k4ϕ(x0), α̇21 = k5ϕ(x0), α̇22 = k6ϕ(x0),

− 2c1 = k3ϕ(x0),

(6.8)
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де ϕ(x0) — довiльна гладка функцiя, k0, k1, . . . , k6 — довiльнi сталi.
Враховуючи (6.8), з (6.7) одержуємо структурну систему для визна-
чення функцiй ga:

k1u
1g1

u1 + (k0u
1 + k2u

2)g1
u2 = (k1 + k3)g

1 + k4u
1,

k1u
1g2

u1 + (k0u
1 + k2u

2)g2
u2 = (k2 + k3)g

2 + k0g
1 + k5u

1 + k6u
2.

(6.9)

Проаналiзуємо структурну систему (6.9) та її вплив на розв’язки си-
стеми (6.7). Розв’язок системи (6.9) суттєво залежить вiд спiввiд-
ношення мiж сталими k0, k1, k2. Якщо в структурнiй системi (6.9)
покласти k0 = 0, то система (6.9) спiвпаде з системою (5.7). Якщо ж
k0 6= 0, i k1 6= k2, то система (6.9) за допомогою перетворень еквiва-
лентностi (2.15) при θ = −k0

k2
зводиться до системи (5.7), дослiдженої

в теоремi 5.1, згiдно якої функцiї ga задаються формулами (5.5), (5.4)
або (3.2), (3.3).

Якщо k0 6= 0 (не втрачаючи загальностi, можна вважати k0 = 1)
i k1 = k2, то, як випливає iз формул (6.8), стає очевидно, що k4 = k6.
Тодi система (6.9) буде мати вигляд

k1u
1g1

u1 + (u1 + k1u
2)g1

u2 = (k1 + k3)g
1 + k4u

1,

k1u
1g2

u1 + (u1 + k1u
2)g2

u2 = (k1 + k3)g
2 + g1 + k4u

2 + k5u
1.

(6.10)

Розв’язок системи (6.10) залежить вiд значень параметрiв k1, k3.
Одержуємо чотири нееквiвалентнi випадки:

1) k1 = 0, k3 = 0,

2) k1 = 0, k3 6= 0,

3) k1 6= 0, k3 = 0,

4) k1 6= 0, k3 6= 0.

1) Нехай k1 = 0, k3 = 0. Якщо k1 = 0, то з рiвнянь (6.8) випливає,
що k4 = 0. Тодi система (6.10) набуде вигляду

u1g1
u2 = 0, u1g2

u2 = g1 + k5u
1. (6.11)

Розв’язавши рiвняння (6.11), одержуємо зображення функцiй ga ви-
гляду (6.3), де λ3 = −k5.

2) Розглянемо випадок k1 = 0, k3 6= 0. Не втрачаючи загальностi,
можна вважати, що k3 = 1. З рiвнянь (6.8) випливає, що k4 = k5 = 0.
Тодi система (6.10) набуде вигляду

u1g1
u2 = g1, u1g2

u2 = g2 + g1,
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загальним розв’язком якої є функцiї (6.4).

3) Якщо k1 6= 0, k3 = 0, то система (6.10) набуде наступного ви-
гляду

k1u
1g1

u1 + (u1 + k1u
2)g1

u2 = k1g
1 + k4u

1,

k1u
1g2

u1 + (u1 + k1u
2)g2

u2 = k1g
2 + g1 + k5u

1 + k4u
2.

(6.12)

Загальний розв’язок системи (6.12) має вигляд (6.6), де k = − 1
k1

,
λ3 = −k5, λ5 = k4.

4) Якщо k1 6= 0, k3 6= 0, то з (6.8) випливає, що k4 = k5 = 0. В
цьому випадку система (6.10) має вигляд

k1u
1g1

u1 + (u1 + k1u
2)g1

u2 = (k1 + k3)g
1,

k1u
1g2

u1 + (u1 + k1u
2)g2

u2 = (k1 + k3)g
2 + g1.

(6.13)

Розв’язавши систему (6.13), одержуємо зображення функцiй ga, за-
дане формулами (6.5), де m = k3

k1
. Теорему доведено.

Прокласифiкуємо тепер симетрiйнi властивостi системи (6.1), ви-
користавши результати теореми 6.1.

Зауваження 6.2. У формулах (6.5), (6.6) обмеження накладенi з
метою уникнути їх перетину.

Теорема 6.2. Якщо система (6.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0 системи, то з точнiстю до перетворень еквiвалентностi її

максимальнi алгебри iнварiантностi в залежностi вiд вигляду фун-

кцiй g1, g2 наведенi в таблицях 1, 3 та в таблицi 4.

Таблиця 4. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (6.1)

№ Зображення Оператори максимальної
з/п функцiй g1, g2 алгебри iнварiантностi

1.
g
1 = u

1(ϕ1(u1) + λ3),

g
2 = u

1
ϕ

2(u1) + u
2
ϕ

1(u1)
∂0, ∂1, Q1 = e−λ3x0Q

2.
g
1 = u

1
e

u
2

u
1 ϕ

1(u1),

g
2 = e

u
2

u
1 (u1

ϕ
2(u1) + u

2
ϕ

1(u1))

∂0, ∂1, Q

3.

g
1 = (u1)m+1

ϕ
1(ω),

g
2 = (u1)m(u1

ϕ
2(ω) + u

2
ϕ

1(ω)),

ω =
u2

u1
+ k ln u

1

∂0, ∂1, D = m(2x0∂0 + x1∂1)

− 2I + 2kQ
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4.

g
1 = u

1(ϕ1(ω) + k) + u
2
,

g
2 = u

1
ϕ

2(ω) + u
2
ϕ

1(ω) +
(u2)2

u1
,

ω =
u2

u1
+ k ln u

1
, k 6= 0

∂0, ∂1, Q = e−kx0(I − kQ)

5.

g
1 = (u1)m+1

,

g
2 = u

1((u1)n + λ8) + u
2(u1)m

,

m 6= 0, n 6= 0

∂0, ∂1, Q,

D = m(2x0∂0 + x1∂1 − 2u
1
∂u1)

+ 2n(λ8x0Q − u
2
∂u2)

6.

g
1 = λ5(u

1)m+1
,

g
2 = (u1)m(λ6u

2 + u
1),

|λ5| + |λ6| 6= 0

∂0, ∂1, D = m(2x0∂0 + x1∂1) − 2I,

Q1 = Q + (λ6 − λ5)u
2
∂u2

7.

g
1 = u

1((u1)m + λ6),

g
2 = u

2((u1)m + λ7) + λ8u
1
,

m 6= 0, λ6 6= 0, λ7 6= λ6

∂0, ∂1, Q1 = e
(λ7−λ6)x0Q,

Q2 = λ8Q + (λ7 − λ6)u
2
∂u2

8.

g
1 = u

1((u1)m + λ7),

g
2 = u

2((u1)m + λ7) + λ8u
1
,

m 6= 0, λ7 6= 0

∂0, ∂1, Q, Q1 = λ8x0Q − u2∂u2

9.

g
1 = (u1)m+1

,

g
2 = (u1)m(λ8(u

1)m+1 + u
2),

m 6= 0

∂0, ∂1, Q,

D=m(2x0∂0 + x1∂1) − 2(I + mu
2
∂u2)

10.

g
1 = λ5u

1
,

g
2 = (u1)n+1 + λ7u

2
,

n 6= 0, λ7 6= λ5

∂0, ∂1, Q1 = e
(λ7−λ5)x0Q,

Q2 = I + nu
2
∂u2

11.

g
1 = u

1
,

g
2 = u

1((u1)n + λ8) + u
2
,

n 6= 0

∂0, ∂1, Q, Q1 = I + nu2∂u2 − nλ8x0Q

12.

g
1 = 0,

g
2 = (u1)n + λ6u

1 + λ7,

n 6= 1, λ7 6= 0

∂0, ∂1, Q, D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2u2∂u2

13.

g
1 = λ3u

2 + λ5u
1
,

g
2 = u

1
(

λ4

(u2

u1

)2

+
(λ6 − λ5)

2

4(λ4 − λ3)

)

+ λ6u
2
,

|λ3| + |λ4| 6= 0, λ4 6= λ3, λ6 6= λ5

∂0, ∂1, I, D = (λ4 − λ3)

×[(2x0∂0 + x1∂1) − 2u
2
∂u2 ]

−(λ6 − λ5)Q + x0(2λ5(λ4 − λ3)

−λ3(λ6 − λ5))I

14.
g
1 = u

2
,

g
2 = u

1
((u2

u1

)2

+ λ8

)

± u
2

∂0, ∂1, I, Q1 = e±x0(I ± Q)

15.

g
1 = e

n u
2

u
1 (u1)p+1

,

g
2 = e

n u
2

u
1 (u1)p(u2 + λ4u

1),

p 6= 0, n 6= 0

∂0, ∂1, Q1 = nI − pQ,

D = n(2x0∂0 + x1∂1) − 2Q
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16.

g
1 = [λ3e

n u
2

u
1 (u1)p + λ5]u

1
,

g
2 = e

n u
2

u
1 (u1)p(λ3u

2 + λ4u
1)

+ λ5u
2 −

p

n
λ5u

1
,

n 6= 0, |λ3| + |λ4| 6= 0

∂0, ∂1, Q1 = I −
p

n
Q,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ5x0Q1 −
2

n
Q

17.

g
1 = (u1)m+1

,

g
2 = u

1(ln u
1 + λ8) + u

2(u1)m
,

m 6= 0

∂0, ∂1, Q,

D = m(2x0∂0 + x1∂1) − 2I − 2x0Q

18.

g
1 = u

1(λ5 ln u
1 + λ3) + λ4u

2
,

g
2 = (λ6u

1 + λ5u
2) ln u

1

+ λ8u
1 + λ7u

2 + λ4
(u2)2

u1
,

|λ5| + |λ6| 6= 0, ∆ > 0

∂0, ∂1, Q1 = e
m1x0 [λ4I + (m1 − λ5)Q],

Q2 = e
m2x0 [λ4I + (m2 − λ5)Q]

19.

g
1 = u

1(λ5 ln u
1 + λ3) + λ4u

2
,

g
2 = (λ6u

1 + λ5u
2) ln u

1

+ λ8u
1 + λ7u

2 + λ4
(u2)2

u1
,

|λ3| + |λ5| + |λ6| 6= 0, ∆ = 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [λ4I + (α − λ5)Q],

Q2 = e
αx0Q + x0Q1

20.

g
1 = u

1(λ5 ln u
1 + λ3) + λ4u

2
,

g
2 = (λ6u

1 + λ5u
2) ln u

1

+ λ8u
1 + λ7u

2 + λ4
(u2)2

u1
,

∆ < 0

∂0, ∂1, Q1 = e
αx0 [λ4 cos βx0I

+ ((α − λ5) cos βx0 − β sin βx0)Q],

Q2 = e
αx0 [λ4 sin βx0I

+ ((α − λ5) sin βx0 + β cos βx0)Q]

21.

g
1 = u

1(λ5 ln u
1 + λ3),

g
2 = u

1 ln u
1 + u

2(λ5 ln u
1 + λ7),

λ3 6= λ7 − λ5

∂0, ∂1, Q1 = e
(λ7−λ3)x0Q,

Q2 = e
λ5x0 [(λ3 + λ5 − λ7)I + Q]

22.
g
1 = u

1(λ5 ln u
1 + λ7 − λ5),

g
2 = u

1 ln u
1 + u

2(λ5 ln u
1 + λ7)

∂0, ∂1, Q1 = e
λ5x0Q,

Q2 = e
λ5x0I + x0Q1

23.
g
1 = 0,

g
2 = ln u

1

∂0, ∂1, Q,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2u
2
∂u2

24.

g
1 = (u1)m+1

,

g
2 = u

2(u1)m + λ8u
1
,

m 6= 0

∂0, ∂1,

D = m(2x0∂0 + x1∂1) + 2λ8x0Q − 2I,

Q, Q1 = λ8x0Q − u
2
∂u2

25.

g
1 = λ5u

1
,

g
2 = u

1((u1)n + λ8)

+ (n + 1)λ5u
2
,

n 6= 0

∂0, ∂1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2x0Q2 −
2

n
I,

Q1 = e
nλ5x0Q,

Q2 = λ5(I + nu
2
∂u2) + λ8Q

26.

g
1 = 0,

g
2 = u

1((u1)n + λ8),

n 6= 0

∂0, ∂1, Q,

D = 2x0∂0 + x1∂1 −
2

n
I + 2λ8x0Q,

Q1 = I + nu
2
∂u2 − nλ8x0Q

27.
g
1 = u

2
,

g
2 = u

1
((u2

u1

)2

+ λ8

)

∂0, ∂1, I, Q1 = x0I + Q,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ8x
2
0I

+ 4λ8x0Q − 2u
2
∂u2
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28.
g
1 = 0,

g
2 = λ4u

1 + λ5

∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2u
2
∂u2 ,

Q, Q1 = u
1
∂u1 + λ4x0Q

29.
g
1 = u

1 ln u
1
,

g
2 = u

2 ln u
1 + λ8u

1

∂0, ∂1, Q, Q1 = e
x0I,

Q2 = u
2
∂u2 − λ8x0Q

30.
g
1 = λ7u

1
,

g
2 = u

1 ln u
1 + λ7u

2

∂0, ∂1, Q, Q1 = I + x0Q,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ7x0Q1 − λ7x
2
0Q + 2u

2
∂u2

31.
g
1 = 0,

g
2 = u

1 ln u
1

∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2u
2
∂u2 ,

Q, Q1 = I + x0Q

32.
g
1 = 0,

g
2 = u

2

∂0, ∂1, I, Q1 = e
x0Q, Q2 = u

1
∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + 2x0u
2
∂u2

33.
g
1 = 0,

g
2 = λ8u

1

∂0, ∂1, I, Q, D = 2x0∂0 + x1∂1 − 2u
1
∂u1 ,

Q3 = u
1
∂u1 + λ8x0Q

У таблицi 4 m,n, λi, i = 1, 9 — довiльнi сталi, ω = u2

u1 + k lnu1,
ϕ1(ω), ϕ2(ω) — довiльнi гладкi функцiї, I = u1∂u1 + u2∂u2 , Q = u1∂u2 ,

∆ = (λ3 + λ5 − λ7)
2 + 4λ4λ6 — дискримiнант, а m1,m2 — коренi хара-

ктеристичного рiвняння

∣

∣

∣

∣

λ5 −m λ4

λ6 λ7 − λ3 −m

∣

∣

∣

∣

= 0,

α = λ7+λ5−λ3
2 , β = 1

2

√

|∆|.

7. Iнварiантнiсть вiдносно алгебри Галiлея

В даному пiдроздiлi детально дослiдимо симетрiйнi властивостi
системи (1.2) у випадку f(u1) = 2λ1

u1 .
Отже, розглянемо систему (1.2) вигляду

(

u1

u2

)

0

= ∂1

[(

λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2

) (

u1

u2

)

1

]

+

(

g1(u1, u2)
g2(u1, u2)

)

. (7.1)

Зауваження 7.1. З леми 2.1 випливає, що основна група перетво-
рень еквiвалентностi системи (7.1) має вигляд

x0 = te2θ2 + θ0, x1 = xeθ2 + θ1,

u1 = w1eθ3 , u2 = w2eθ4 .
(7.2)

Крiм основної групи перетворень еквiвалентностi (7.2) система (7.1)
при конкретних g допускає додатковi перетворення еквiвалентностi
вигляду (5.3). Тому теореми про максимальну алгебру iнварiантностi
системи (7.1) формулюватимемо з точнiстю до вказаних перетворень
еквiвалентностi.
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Справедливе наступне твердження.

Теорема 7.1. Якщо система (7.1) допускає розширення ядра симет-

рiї A0, то функцiї g1, g2 задаються формулами (3.2), (3.3), (5.4), або

формулою:

g1 = u1[(u1)mϕ1(ω) + λ3], g2 = u2[(u1)mϕ2(ω) + λ4], (7.3)

де ω = u2

(u1)k , m,λ3, λ4, k — довiльнi сталi, ϕa(ω) — довiльнi гладкi

функцiї.

Доведення. Як було показано в результатi доведення теореми 2.1, у
випадку f = 2λ1

u1 розв’язком систем S1(ξ, η) = 0 та S2(ξ, η, f) = 0 є ко-
ординати iнфiнiтезимального оператора X, заданi формулами (2.14).

Враховуючи значення ξ0, ξ1, ηa з формул (2.14), систему (2.4) мо-
жна переписати у виглядi

α1u1g1
u1 + α22u2g1

u2 = (α1 − 2Ȧ)g1 + (α1
0 − λ1α

1
11)u

1,

α1u1g2
u1 + α22u2g2

u2 = (α22 − 2Ȧ)g2 + (α22
0 − 2λ1α

1
11)u

2.
(7.4)

Так як функцiї α1, α22, A залежать лише вiд змiнних x0, x1, а функцiї
ga — вiд змiнних u1, u2, то найбiльш широкий клас функцiй g1, g2, що
задовольняють системi (7.4), i при цьому можливе розширення ядра
симетрiї A0, є розв’язком структурної системи

æu1g1
u1 + ku2g1

u2 = (m+ æ)g1 + k1u
1,

æu1g2
u1 + ku2g2

u2 = (m+ k)g2 + k2u
2,

(7.5)

причому α1 = æψ(x0, x1) α22 = kψ(x0, x1), −2Ȧ = mψ(x0, x1),
α1

0 − λ1α
1
11 = k1ψ(x0, x1), α22

0 − 2λ1α
1
11 = k2ψ(x0, x1), де æ = {0, 1};

k,m, k1, k2 — довiльнi сталi, якi ми будемо називати структурними

константами для функцiй ga, ψ(x0, x1) — деяка гладка функцiя.

1. Якщо æ = 0, то система (7.5) набуває вигляду (3.4), розв’язками
якої, як було показано в теоремi 3.1, є формули (3.2), (3.3).

2. Якщо æ = 1, то загальний розв’язок системи (7.5) виражається
через першi iнтеграли системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь вигляду

du1

u1
=
du2

ku2
=

dg1

(m+ 1)g1 + k1u1
=

dg2

(k +m)g2 + k2u2
. (7.6)

Одним з перших iнтегралiв системи (7.6) є J1 = ω = u2

(u1)k , а два

iнших J2, J3 залежать вiд значення сталої m.

Можливi наступнi нееквiвалентнi випадки:
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2.1) m = 0. В цьому випадку

J2 =
g1

u1
− k1 lnu1, J3 =

g2

u2
− k2 lnu1.

Стандартним способом (див., наприклад, [10]) побудував-
ши загальний розв’язок системи (7.5), одержимо формули
(5.4), де λ3 = −k1, λ4 = −k2 — довiльнi сталi, ϕa(ω) —

довiльнi гладкi функцiї, ω = u2

(u1)k .

2.2) m 6= 0. В цьому випадку, аналогiчно, як i в попередньому,
знайшовши першi iнтеграли системи (7.6):

J2 = (u1)−m(
g1

u1
+
k1

m
), J3 = (u1)−m(

g2

u2
+
k2

m
),

одержуємо загальний розв’язок системи (7.5), який має ви-
гляд (7.3), де λ3 = −k1

m
, λ4 = −k2

m
— довiльнi сталi, ϕa(ω) —

довiльнi гладкi функцiї, ω = u2

(u1)k .

Отже, розв’язавши систему S3(ξ, η, f, g) = 0 стосовно g1, g2 при
f = 2λ1

u1 , ми одержали нееквiвалентнi зображення (3.2), (3.3), (5.4),
(7.3) функцiй g1, g2, що й доводить теорему. Теорему доведено.

Умови теореми 7.1, як i теореми 2.1, є лише необхiдними умова-
ми розширення ядра симетрiї системи (1.2). Щоб отримати достатнi
умови, необхiдно кожне зображення функцiй ga вигляду (3.2), (3.3),
(5.4), (7.3) пiдставити в систему S3 = 0 i розв’язати одержану систему
вiдносно функцiй A(x0), B(x0), C(x0), α(x0) в залежностi вiд вигля-
ду функцiй ϕa(ω) та значень сталих m, k, λ3, λ4. Результатом таких
дослiджень є наступне твердження.

Теорема 7.2. Максимальнi алгебри iнварiантностi системи (7.1)
залежно вiд значень функцiй g1, g2 наведенi в таблицях 1, 3, 5.

Таблиця 5. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (7.1)

№ Зображення Оператори максимальної алгебри
з/п функцiй g1, g2 iнварiантностi

1.
g
1 = u

1
ϕ

1(u2),

g
2 = u

2
ϕ

2(u2)
∂0, ∂1, G = x0 −

x1

2λ1
u1∂u1 , I1 = u1∂u1

2.
g
1 = λ6u

1 ln u
2
,

g
2 = λ8u

2 ln u
2

∂0, ∂1, G, I1, Q1 = eλ8x0(λ6I1 + λ8I2)

3.
g
1 = λ6u

1 ln u
2
,

g
2 = λ9u

2
∂0, ∂1, G, I1, λ6x0I1 + I2

4.
g
1 = u

1[λ6(u
2)n + λ3],

g
2 = λ5(u

2)n+1

∂0, ∂1, G, I1,

D1 = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ3x0I1 −
2

n
I2
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5.
g
1 = u

1[λ6(u
2)2 + λ3],

g
2 = λ5(u

2)3

∂0, ∂1, G, I1,

D2 = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ3x0I1 − I2,

Π1 = x
2
0∂0 + x0x1∂1

−
1

2λ1

(x2
1

2
− 2λ1λ3x

3
0 − λ1x0

)

I1 − x0I2

6.
g
1 = 0,

g
2 = 0

∂0, ∂1, G, I1, I2,

D3 = 2x0∂0 + x1∂1 −
1

2
I1 − I2,

Π2 = x
2
0∂0 + x0x1∂1 −

(x2
1

2
+ λx0

)

I1 − x0I2

7.
g
1 = u

1(ϕ1(u2) + λ3 ln u
1),

g
2 = u

2
ϕ

2(u2)

∂0, ∂1,G = e
λ3x0

(

∂1 −
λ3

2λ1
x1I1

)

,

M = e
λ3x0I1

8.

g
1 = u

1(λ3 ln u
1 + λ6 ln u

2)

g
2 = λ8u

2 ln u
2
,

λ8 6= λ3

∂0, ∂1,G, M, Q2 = eλ8x0(λ6I1 + (λ8 − λ3)I2)

9.
g
1 = u

1(λ3 ln u
1 + λ6 ln u

2),

g
2 = λ3u

2 ln u
2

∂0, ∂1,G, M, Q3 = eλ3x0(λ6x0I1 + I2)

У таблицi 5 λ3, . . . , λ9 — довiльнi сталi, ϕa = ϕa(u2) — довiльнi гладкi
функцiї, I2 = u2∂u2 .

Зауваження 7.2. Теореми 4.2, 5.2, 6.2 доводяться аналогiчно до те-
ореми 3.2. Доведення теореми 7.2. наведене в роботi [8].

Висновки

Нерелятивiстський рух будь-яких макро-об’єктiв задовольняє пе-
ретворенням зсуву, розтягу, закону вiдносностi руху Галiлея. Тому,
очевидно, дослiдженi в данiй роботi моделi руху, будучи iнварiант-
ними вiдносно алгебри Галiлея та алгебр, що задають перетворення
зсуву i розтягу, претендують на достовiрнiсть описання руху об’є-
ктiв моделi Келлера–Сегеля. Крiм того, встановленi в данiй роботi
максимальнi алгебри iнварiантостi систем можуть значно полегшити
роботу по встановленню траекторiй руху об’єктiв, рух яких дослiд-
жується вище названою моделлю.

Автори вдячнi Р. М. Чернiзi за постановку задачi та обговорення
результатiв дослiджень.
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