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Об устойчивости решений систем разностных

уравнений в одном критическом случае

Александр О. Игнатьев

(Представлена А. Е. Шишковым)

Аннотация. Рассматривается система нелинейных разностных
уравнений, допускающая нулевое решение. С помощью метода фун-
кций Ляпунова изучается его устойчивость. Наряду с полной си-
стемой уравнений рассматривается линеаризованная система разно-
стных уравнений. Известно, что если все корни характеристического
уравнения линеаризованной системы по модулю меньше единицы, то
нулевое решение полной системы асимптотически устойчиво. Если
хотя бы один из корней характеристического уравнения по модулю
больше единицы, то нулевое решение полной системы неустойчиво. В
случае, когда часть корней характеристического уравнения по моду-
лю меньше единицы, а часть равна единице, задача устойчивости не
решается рассмотрением лишь линейных членов, и для ее решения
нужно привлечь нелинейные слагаемые. Такой случай называется
критическим. В настоящей работе рассмотрен критический случай
одного корня, равного единице, когда задача устойчивости решается
членами до третьего порядка малости в разложении правых частей
исходных уравнений в ряды Маклорена.
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1. Введение и основные определения

Разностные уравнения широко используются в математике, так
как они, с одной стороны могут являться естественной математи-
ческой моделью для описания дискретных процессов (например, в
комбинаторике), а с другой стороны, они являются дискретным при-
ближением непрерывных систем. Так, например, в работах [1–5] ра-
зностные уравнения используются в качестве моделей динамики по-
пуляций, а в [6] разностные уравнения применяются для моделирова-
ния в генетике. В статье [7] динамика экологической системы также
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описывается системой разностных уравнений. В работе [8] предло-
жен способ построения разностных схем для систем обыкновенных
дифференциальных уравнений. Этот способ обеспечивает согласо-
ванность между дифференциальными и разностными уравнениями
в смысле устойчивости нулевого решения (заметим, что так же, как
и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений, в случае
разностных уравнений задача устойчивости произвольного решения
сводится к задаче устойчивости нулевого решения).

При математическом описании эволюции реальных процессов с
кратковременными возмущениями во многих случаях длительностью
возмущений удобно пренебречь и считать, что эти возмущения но-
сят “мгновенный” характер. Такая идеализация приводит к необхо-
димости исследовать динамические системы с разрывными траекто-
риями или иначе, дифференциальные уравнения с импульсным во-
здействием. К первым работам в этом направлении следует отне-
сти [9,10]. Итогом первых работ по дифференциальным уравнениям с
импульсным воздействием явилась монография [11], в которой изло-
жены основы этой теории. В последние годы заметно увеличилось
число математических работ по исследованию различных аспектов
теории импульсных систем [12–18], что вызвано запросами новейшей
техники. Дифференциальные уравнения с импульсным воздействи-
ем представляют собой совокупность обыкновенных дифференциаль-
ных и разностных уравнений, что также подтверждает важность изу-
чения качественных свойств разностных уравнений. Одним из таких
свойств является свойство устойчивости решений. Этому и посвяще-
на настоящая работа.

Рассмотрим систему разностных уравнений вида

x(n + 1) = f(n, x(n)), f(n, 0) = 0, (1.1)

где n = 0, 1, 2, . . . — дискретное время, x(n) = (x1(n), . . . , xk(n))T ∈
R

k, f = (f1, . . . , fk)
T ∈ R

k. Система (1.1) допускает тривиальное ре-
шение

x(n) = 0. (1.2)

Обозначим x(n, n0, x
0) — решение системы (1.1), совпадающее с x0 =

(x0
1, x

0
2, . . . , x0

k)
T при n = n0. Мы также будем обозначать Z+ — мно-

жество неотрицательных целых чисел, Nn0
— множество неотрица-

тельных целых чисел, удовлетворяющих неравенству n ≥ n0, Br =
{x ∈ R

k : ‖x‖ ≤ r}.
По аналогии с обыкновенными дифференциальными уравнения-

ми введем следующие определения.
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Определение 1.1. Тривиальное решение системы (1.1) называется

устойчивым, если для любых ε > 0, n0 ∈ Z+ можно указать δ =
δ(ε, n0) > 0 такое, что если ‖x0‖ < δ, то ‖x(n, n0, x

0)‖ < ε при n >

n0. В противном случае нулевое решение уравнений (1.1) называе-

тся неустойчивым. Если в этом определении δ можно выбрать не

зависящим от n0 (т.е. δ = δ(ε)), то тривиальное решение систе-

мы (1.1) называется равномерно устойчивым.

Определение 1.2. Решение (1.2) системы (1.1) называется при-

тягивающим, если для любого n0 ∈ Z+ существует η = η(n0) > 0, и

для любых ε > 0 и x0 ∈ Bη существует σ = σ(ε, n0, x
0) > 0, такое,

что ‖x(n, n0, x
0)‖ < ε для всех n ≥ n0 + σ.

Другими словами, решение (1.2) системы (1.1) называется притя-
гивающим, если

lim
n→∞

‖x(n, n0, x
0)‖ = 0. (1.3)

Определение 1.3. Тривиальное решение системы (1.1) называет-

ся равномерно притягивающим, если для некоторого η > 0, и для

любого ε > 0 существует σ = σ(ε) ∈ N, такое, что ‖x(n, n0, x
0)‖ < ε

для всех n0 ∈ Z+, x0 ∈ Bη, n ∈ Nn0+σ.

Другими словами, решение (1.2) системы (1.1) называется равно-
мерно притягивающим, если предельное соотношение (1.3) выполня-
ется равномерно по n0 ∈ Z+, x0 ∈ Bη.

Определение 1.4. Тривиальное решение системы (1.1) называет-

ся:

• асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и притяги-

вающее;

• равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномер-

но устойчиво и равномерно притягивающее.

Определение 1.5. Тривиальное решение системы (1.1) называет-

ся экспоненциально устойчивым, если существуют такие M > 0 и

η ∈ (0, 1), что ‖x(n, n0, x
0)‖ < M‖x0‖ηn−n0 при n ∈ Nn0

.

Изучению устойчивости решения (1.2) системы (1.1) посвящено
большое количество работ. В монографиях [19–26] изложена общая
теория разностных систем и изложены основы теории устойчивости
таких систем. В работе [27] показано, что если система (1.1) автоном-
на (т.е. f не зависит явно от n) или периодична (т.е. существует ω ∈ N

такое, что f(n, x) ≡ f(n + ω, x)), то из устойчивости решения (1.2)
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следует его равномерная устойчивость, а из асимптотической устой-
чивости следует равномерная асимптотическая устойчивость. В рабо-
те [28] изучена асимптотическая устойчивость решений возмущенных
линейных разностных уравнений с периодическими коэффициента-
ми. Статьи [29–33] посвящены исследованию устойчивости решений
периодических и почти периодических разностных систем.

Сформулируем основные теоремы прямого метода Ляпунова об
устойчивости нулевого решения системы автономных разностных
уравнений

x(n + 1) = f(x(n)). (1.4)

Эти формулировки приведены в [19, Theorems 4.20 and 4.27] и связа-
ны с существованием вспомогательной функции V (x), причем анало-
гом производной является приращение ∆V функции V в силу систе-
мы (1.4), вычисляемое по формуле ∆V (x) = V (f(x)) − V (x).

Теорема А. Если для системы (1.4) существует знакоопределен-

ная функция V (x), такая, что ∆V есть функция знакопостоянная,

знака, противоположного знаку V или тождественно обращается

в нуль, то нулевое решение системы (1.4) устойчиво.

Теорема Б. Если для системы (1.4) существует знакоопределен-

ная функция V (x), такая, что ∆V (x) есть функция знакоопределен-

ная, знака, противоположного V , то нулевое решение системы (1.4)
устойчиво асимптотически.

Теорема В. Если для системы (1.4) существует функция V (x),
такая, что ∆V (x) есть функция знакоопределенная, а сама функция

V (x) не будет знакопостоянной, знака, противоположного с ∆V (x),
то решение (1.2) системы (1.4) неустойчиво.

Рассмотрим автономную систему

x(n + 1) = Ax(n) + X(x(n)), (1.5)

где A — матрица k × k, а X — функция, имеющая порядок малости
относительно x, больший единицы, т.е.

lim
‖x‖→0

‖X(x)‖

‖x‖
= 0. (1.6)

Следуя [19, c. 175], обозначим ρ(A) = max1≤i≤k |λi|, где λi (i =
1, . . . , k) — корни характеристического многочлена

det(A − λIk) = 0. (1.7)

Здесь и далее Ik — единичная матрица порядка k × k. В [20, Corolla-
ry 5.6.3 and Theorem 5.6.4] доказана следующая теорема.
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Теорема 1.1. Если ρ(A) < 1, то нулевое решение системы (1.5)
асимптотически устойчиво (более того, в этом случае имеет мес-

то экспоненциальная устойчивость). Если характеристическое

уравнение (1.7), не имея корней, модули которых больше единицы,

имеет корни, модули которых равны единице, то функцию X(x) в

системе (1.5) можно подобрать так, что нулевое решение систе-

мы (1.5) будет асимптотически устойчивым, устойчивым или не-

устойчивым в зависимости от выбора функции X(x).

Таким образом, из теоремы 1.1 следует, что при исследовании
устойчивости нулевого решения системы (1.5) может оказаться, что
задача устойчивости полностью решается системой первого прибли-
жения

x(n + 1) = Ax(n) (1.8)

(когда ρ(A) < 1 или ρ(A) > 1). В случае же ρ(A) = 1 имеем критиче-
ский случай, когда для решения задачи устойчивости нужно привле-
кать члены более высокого порядка малости.

В книге [19] для исследования устойчивости нулевого решения
системы (1.5) предложено использовать функции Ляпунова в виде
квадратичных форм вида

V (x) =
∑

i1+i2+···+ik=2,
ij≥0 (j=1,...,k)

bi1,i2,...,ikxi1
1 xi2

2 · · ·xik
k , (1.9)

где bi1,i2,...,ik — константы. Было приведено без доказательства сле-
дующее утверждение [19, Corollary 4.31].

Утверждение 1.1. Если ρ(A) > 1, то существуют квадратичная

форма V (x), не являющаяся неотрицательной, и отрицательно-оп-

ределенная форма W (x), такие, что

W (x) = V (Ax) − V (x).

В настоящей статье мы покажем, что утверждение 1.1 неверно, и
с помощью второго метода Ляпунова изучим задачу об устойчивости
в критическом случае одного корня характеристического уравнения,
равного единице. Покажем вначале, что утверждение 1.1 неверно.
Для этого рассмотрим систему

x(n + 1) = Ax(n),

где x = ( x1

x2
) ∈ R

2, A = ( 1 0
0 2 ). Числа 1 и 2 являются корнями его

характеристического уравнения, ρ(A) = 2 > 1, но для любой квадра-
тичной формы

V (x) = b2,0x
2
1 + b1,1x1x2 + b0,2x

2
2
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имеем
W (x) = V (Ax) − V (x) = b1,1x1x2 + 3b0,2x

2
2. (1.10)

Квадратичная форма (1.10) не может являться ни определенно-по-
ложительной, ни определенно-отрицательной. Приведенный пример
показывает, что утверждение 1.1 неверно.

2. Критический случай одного, равного единице,

корня характеристического уравнения

В настоящем параграфе рассмотрим критический случай одного
корня характеристического уравнения (1.7), равного единице, то есть
будем предполагать,что уравнение (1.7) имеет один корень λ1 = 1,
при этом остальные корни удовлетворяют условиям |λi| < 1 (i =
2, 3, . . . , k). Функцию X = (X1, . . . , Xk)

T считаем голоморфной, ра-
зложение которой в ряд Маклорена начинается с членов второго по-
рядка малости. То есть система (1.5) имеет вид

xj(n + 1) = aj1x1(n) + aj2x2(n) + · · · + ajkxk(n)

+ Xj(x1(n), . . . , xk(n)) (j = 1, . . . , k). (2.1)

Будем рассматривать критический случай, когда характеристическое
уравнение системы первого приближения

xj(n + 1) = aj1x1(n) + aj2x2(n) + · · · + ajkxk(n) (j = 1, . . . , k) (2.2)

имеет один корень, равный единице, при остальных k − 1 корнях,
модули которых меньше единицы.

Введем в уравнениях (2.2) вместо одной из переменных xj пере-
менную y при помощи подстановки

y = β1x1 + β2x2 + · · · + βkxk, (2.3)

где βj (j = 1, . . . , k) — некоторые постоянные, которые мы выбираем
так, что

y(n + 1) = y(n). (2.4)

Из (2.3) и (2.4) получаем

y(n + 1) = β1x1(n + 1) + β2x2(n + 1) + · · · + βkxk(n + 1)

= β1[a11x1(n) + a12x2(n) + · · · + a1kxk(n)]

+ β2[a21x1(n) + a22x2(n) + · · · + a2kxk(n)] + · · ·

+ βk[ak1x1(n) + ak2x2(n) + · · · + akkxk(n)]
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= β1x1(n) + β2x2(n) + · · · + βkxk(n).

Приравнивая коэффициенты при xj(n) (j = 1, 2, . . . , k), получаем си-
стему линейных однородных алгебраических уравнений относитель-
но βj (j = 1, . . . , k):

a1jβ1 + a2jβ2 + · · · + akjβk = βj , (2.5)

или в матричной форме

(AT − Ik)β = 0,

где β = (β1, . . . , βk)
T . Так как уравнение det(AT − λIk) = 0 имеет

корень λ = 1, то определитель системы (2.5) обращается в нуль, и,
следовательно, эта система имеет решение, в котором не все посто-
янные β1, . . . , βk равны нулю. Предположим для определенности, что
βk 6= 0. Тогда мы можем принять переменную y вместо переменной
xk. Остальные переменные xj (j = 1, . . . , k − 1) сохраним прежние.
Теперь, обозначая

cji = aji −
βi

βk

ajk, cj =
ajk

βk

(i, j = 1, 2, . . . , k − 1),

приводим уравнения (2.2) к виду

xj(n + 1) = cj1x1(n) + cj2x2(n) + · · · + cj,k−1xk−1(n) + cjy(n)

(j = 1, . . . , k − 1), (2.6)

y(n + 1) = y(n), (2.7)

где cji и cj — константы.

Характеристическое уравнение системы (2.6) и (2.7) распадается
на два:

λ − 1 = 0

и

det(C − λIk−1) = 0, (2.8)

где C = (cij)
k−1
i,j=1. Так как характеристическое уравнение инвариан-

тно по отношению к линейным преобразованиям и в рассматривае-
мом случае имеет k− 1 корней, модули которых меньше единицы, то
уравнение (2.8) имеет k−1 корней, и все эти корни по модулю меньше
единицы. Обозначим

xj = yj + ljy (j = 1, . . . , k − 1), (2.9)
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где lj (j = 1, . . . , k − 1) — константы, которые подберем таким обра-
зом, чтобы правые части системы (2.6) не содержали y(n). В этих
обозначениях, учитывая (2.7), система (2.6) принимает вид:

yj(n + 1) = cj1y1(n) + cj2y2(n) + · · · + cj,k−1yk−1(n)

+ [cj1l1 + cj2l2 + · · · + (cjj − 1)lj + · · · + cj,k−1lk−1 + cj ]y(n)

(j = 1, . . . , k − 1).

В качестве постоянных lj выберем такие, что

cj1l1 + cj2l2 + · · ·+(cjj −1)lj + · · ·+ cj,k−1lk−1 = −cj (j = 1, . . . , k−1).
(2.10)

Учитывая, что единица не является корнем характеристического
уравнения (2.8), определитель системы (2.10) отличен от нуля, и, сле-
довательно, эта система имеет единственное решение (l1, . . . , lk−1). В
результате замены (2.9) система (2.6) и (2.7) преобразуется к виду

yj(n + 1) = cj1y1(n) + cj2y2(n) + · · · + cj,k−1yk−1(n)

(j = 1, . . . , k − 1),

y(n + 1) = y(n),

а нелинейная система (2.1) принимает вид

yj(n + 1) = cj1y1(n) + cj2y2(n) + · · · + cj,k−1yk−1(n)

+ Yj(y1(n), . . . , yk−1(n), y(n)) (j = 1, . . . , k − 1),

y(n + 1) = y(n) + Y (y1(n), . . . , yk−1(n), y(n)),

(2.11)

где Yj (j = 1, . . . , k− 1) и Y представляют собой голоморфные фун-
кции, разложения которых в степенные ряды начинаются с членов
второго порядка малости относительно y1, . . . , yk−1, y:

Yj(y1, y2, . . . , yk−1, y)

=
∞

∑

i1+i2+···+ik−1+ik=2

v
(j)
i1,i2,...,ik−1,ik

yi1
1 yi2

2 . . . y
ik−1

k−1 yik

(j = 1, . . . , k − 1),

Y (y1, y2, . . . , yk−1, y)

=
∞

∑

i1+i2+···+ik−1+ik=2

vi1,i2,...,ik−1,ikyi1
1 yi2

2 . . . y
ik−1

k−1 yik .
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В силу (2.9) очевидно, что задача устойчивости нулевого решения
системы (2.1) эквивалентна задаче устойчивости нулевого решения
системы (2.11). Форма записи (2.11) для системы (2.1) будет базо-
вой для исследования устойчивости нулевого решения в случае, когда
задача устойчивости решается членами первого и второго порядков
малости.

Теорема 2.1. Если функция Y такова, что коэффициент v0,0,...,0,2

отличен от нуля, то решение

y1 = 0, y2 = 0, . . . , yk−1 = 0, y = 0

системы (2.11) неустойчиво.

Доказательство. Пусть

V1(y1, . . . , yk−1) =
∑

s1+s2+···+sk−1=2

Bs1,s2,...,sk−1
ys1

1 ys2

2 . . . y
sk−1

k−1 —

квадратичная форма, такая, что

V1(c11y1 + · · · + c1,k−1yk−1, . . . , ck−1,1y1 + · · · + ck−1,k−1yk−1)

− V1(y1, . . . , yk−1) = y2
1 + y2

2 + · · · + y2
k−1. (2.12)

Так как все собственные числа матрицы C по модулю меньше еди-
ницы, то согласно [19, Theorem 4.30] такая форма единственна и
определенно-отрицательна. Рассмотрим функцию Ляпунова

V (y1, . . . , yk−1, y) = V1(y1, . . . , yk−1) + αy, (2.13)

где α = const. Найдем ∆V :

∆V

∣

∣

∣

∣

(2.11)

=
∑

s1+···+sk−1=2

Bs1,...,sk−1
{[c11y1 + · · ·+c1,k−1yk−1 +Y1(y1, . . . , yk−1, y)]s1

· · · × [ck−1,1y1 + · · · + ck−1,k−1yk−1 + Yk−1(y1, . . . , yk−1, y)]sk−1

− ys1

1 . . . y
sk−1

k−1 } + αY (y1, . . . , yk−1, y).

Учитывая (2.12), ∆V можно записать в виде

∆V

∣

∣

∣

∣

(2.11)

= W (y1, . . . , yk−1, y) + W∗(y1, . . . , yk−1, y),
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где

W = (y2
1 + y2

2 + · · · + y2
k−1) + αv0,0,...,0,2y

2

+ α(v2,0,...,0y
2
1 + v1,1,...,0y1y2 + · · · + v1,0,...,1,0y1yk−1

+ v1,0,...,0,1y1y + v0,2,...,0y
2
2 + · · · + v0,0,...,1,1yk−1y),

а W∗ — голоморфная функция, разложение которой по степеням
y1, . . . , yk−1, y начинается с членов третьего порядка малости. Знак
α выбираем таким, что αv0,...,0,2 > 0. Покажем, что α можно выбрать
настолько малым по модулю, что квадратичная форма W будет оп-
ределенно-положительной. Для этого покажем, что α можно выбрать
таким, что главные миноры матрицы























1 + αv2,0,...,0
1
2αv1,1,...,0 . . . 1

2αv1,0,...,1,0
1
2αv1,0,...,0,1

1
2αv1,1,...,0 1 + αv0,2,...,0 . . . 1

2αv0,1,...,1,0
1
2αv0,1,...,0,1

1
2αv1,0,1,...,0

1
2αv0,1,1,...,0 . . . 1

2αv0,0,1,...,1,0
1
2αv0,0,1,...,0,1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
2αv1,0,...,1,0

1
2αv0,1,...,1,0 . . . 1 + αv0,...,0,2,0

1
2αv0,...,0,1,1

1
2αv1,0,...,0,1

1
2αv0,1,...,0,1 . . . 1

2αv0,0,...,1,1
1
2αv0,0,...,0,2























будут положительными. Действительно, любой главный минор ∆s

этой матрицы представляет собой непрерывную функцию параме-
тра α: ∆s = ∆s(α), причем ∆s(0) = 1 при s = 1, 2, . . . , k − 1. Та-
ким образом, существует такое α∗ > 0, что при |α| < α∗ имеем
∆s(α) ≥ 1

2 (s = 1, 2, . . . , k − 1). Покажем, что при достаточно ма-
лом |α| справедливо неравенство ∆k > 0. Для этого разложим ∆k

по последней строке. Получим ∆k = 1
2αv0,0,...,0,2∆k−1 + α2∆∗, где ∆∗

представляет собой многочлен относительно α и vi1,i2,...,ik (i1 + i2 +
· · ·+ ik = 2, ij ≥ 0). Следовательно, при достаточно малом |α| имеем
∆k > 0. То есть при α, достаточно малом по абсолютной величине,
знак которого совпадает со знаком v0,0,...,2, квадратичная форма W

является определенно-положительной, следовательно, в достаточно
малой окрестности начала координат сумма W + W∗ также являе-
тся определенно-положительной функцией. В то же время функция
V вида (2.13) является знакопеременной. Следовательно, нулевое ре-
шение системы (2.11) неустойчиво, что и требовалось доказать.

Таким образом, в случае, когда v0,0,...,2 6= 0, задача устойчивости
решается независимо от членов, порядок малости которых больше
двух. Рассмотрим теперь случай, когда v0,0,...,2 = 0. Преобразуем си-

стему (2.11) к виду, когда v
(j)
0,0,...,2 = 0 (j = 1, 2, . . . , k − 1). Для этого
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обозначим
yj = ξj + mjy

2 (j = 1, 2, . . . , k − 1), (2.14)

где mj — константы. В этих обозначениях система (2.11) принимает
вид

ξj(n + 1) = cj1ξ1(n) + cj2ξ2(n) + · · · + cj,k−1ξk−1(n)

+ y2(n)(cj1m1 + cj2m2 + · · · + cj,k−1mk−1)

+ Yj(ξ1(n) + m1y
2(n), . . . , ξk−1(n) + mk−1y

2(n), y(n))

− mj [y
2(n) + 2y(n)Y (ξ1(n) + m1y

2(n), . . . , ξk−1(n) + mk−1y
2(n), y(n))

+ Y 2(ξ1(n) + m1y
2(n), . . . , ξk−1(n) + mk−1y

2(n), y(n))], (2.15)

y(n + 1) = y(n) + Y (ξ1(n) + m1y
2(n), . . . , ξk−1(n) + mk−1y

2(n), y(n)).
(2.16)

Выберем постоянные m1, . . . , mk−1 таким образом, чтобы коэффици-
енты при y2(n) в правых частях системы (2.15) обратились в нуль.
Приравнивая соответствующие коэффициенты к нулю, получим си-
стему линейных алгебраических уравнений относительно m1, . . . ,

mk−1:

cj1m1 + cj2m2 + · · ·+ cj,k−1mk−1 = mj −v
(j)
0,0,...,2 (j = 1, 2, . . . , k−1),

которая имеет единственное решение, так как единица не является
собственным числом матрицы C. Подставляя найденные значения
m1, . . . , mk−1 в (2.15) и (2.16), получаем следующую систему урав-
нений

ξj(n + 1) = cj1ξ1(n) + cj2ξ2 + · · · + cj,k−1ξk−1(n)

+ Ξj(ξ1(n), . . . , ξk−1(n), y(n))

(j = 1, . . . , k − 1), (2.17)

y(n + 1) = y(n) + Y∗(ξ1(n), . . . , ξk−1(n), y(n)), (2.18)

где

Ξj(ξ1, . . . , ξk−1, y) = Yj(ξ1 + m1y
2, . . . , ξk−1 + mk−1y

2, y)

− 2mjyY (ξ1 + m1y
2, . . . , ξk−1 + mk−1y

2, y)

− mjY
2(ξ1 + m1y

2, . . . , ξk−1 + mk−1y
2, y) − v

(j)
0,0,...,2y

2,

Y∗(ξ1, . . . , ξk−1, y) = Y (ξ1 + m1y
2, . . . , ξk−1 + mk−1y

2, y).

Разложения Ξj и Y∗ в степенные ряды начинаются с членов вто-
рого порядка малости, причем коэффициенты при y2 в разложениях
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Ξj равны нулю. Система (2.17) и (2.18) будет базовой в дальнейшем
исследовании устойчивости нулевого решения

ξ1 = 0, ξ2 = 0, . . . , ξk−1 = 0, y = 0. (2.19)

Обозначим через Ξ
(0)
j (y) (j = 1, . . . , k − 1) и Y

(0)
∗ (y) соответствен-

но совокупности всех членов в функциях Ξj и Y∗, не содержащие
ξ1, . . . , ξk−1, так что

Ξ
(0)
j (y) = Ξj(0, . . . , 0, y) = hjy

3 +
∞

∑

s=4

h
(s)
j ys,

Y
(0)
∗ (y) = Y∗(0, . . . , 0, y) = hy3 +

∞
∑

s=4

h(s)ys,

где h, hj , h
(s), h

(s)
j (j = 1, . . . , k − 1; s = 4, 5, . . . ) — постоянные.

Теорема 2.2. Решение (2.19) системы (2.17) и (2.18) асимптоти-

чески устойчиво при h < 0 и неустойчиво при h > 0.

Доказательство. Покажем, что можно построить функцию Ляпуно-
ва V , зависящую от ξ1, . . . , ξk−1, y, такую, что ∆V является функцией
определенно-положительной. Рассмотрим систему линейных уравне-
ний

ξj(n + 1) = cj1ξ(n) + cj2ξ2(n) + · · · + cj,k−1ξk−1(n) (j = 1, . . . , k − 1).
(2.20)

Пусть W =
∑

i1+···+ik−1=2 wi1,...,ik−1
ξi1
1 . . . ξ

ik−1

k−1 — квадратичная форма
переменных ξ1, . . . , ξk−1, такая, что

∆W

∣

∣

∣

∣

(2.20)

= ξ2
1 + · · · + ξ2

k−1. (2.21)

Так как все собственные числа матрицы C лежат внутри единичного
круга, форма W , удовлетворяющая (2.21), существует, единственна
и определенно-отрицательна [19, Theorem 4.30].

Если бы функции Ξj (j = 1, . . . , k − 1) не зависели от y, то при-
ращение ∆W функции W , составленное в силу системы (2.17), т.е.
выражение

∑

i1+···+ik−1=2

wi1,··· ,ik−1
{[c11ξ1 + c12ξ2 + · · · + c1,k−1ξk−1 + Ξ1]

i1

× · · · [ck−1,1ξ1 + · · · + ck−1,k−1ξk−1 + Ξk−1]
ik−1 − ξi1

1 · · · ξ
ik−1

k−1 } (2.22)
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являлось бы при достаточно малых ξ1, . . . , ξk−1 определенно-положи-
тельной функцией переменных ξ1, . . . , ξk−1.

С другой стороны, если бы функция Y∗ не зависела от ξ1, . . . , ξk−1,

т.е. если Y∗ = Y
(0)
∗ , то приращение функции 1

2hy2 равнялось бы

∆
(1

2
hy2

)

=
1

2
h
[

2yY
(0)
∗ + Y

(0)
∗

2]

= h2y4 + hh(4)y5 + o(y5), (2.23)

и это приращение являлось бы функцией определенно-положитель-
ной относительно y при достаточно малых |y|. Поэтому при указан-
ных условиях приращение функции V1 = 1

2hy2 + W (ξ1, . . . , ξk−1), со-
ставленное в силу полной системы (2.17) и (2.18) было бы определен-
но-положительной функцией всех переменных ξ1, . . . , ξk−1, y в неко-
торой окрестности начала координат. Учитывая (2.21) и (2.23), это
приращение можно было бы представить в виде

(h2 + g1)y
4 + ξ2

1 + · · · + ξ2
k−1 +

k−1
∑

i,j=1

g
(1)
ij ξiξj , (2.24)

где g1 — голоморфная функция переменной y, обращающаяся в нуль

при y = 0, а g
(1)
ij — голоморфные функции переменных ξ1, . . . , ξk−1,

обращающиеся в нуль при ξ1 = · · · = ξk−1 = 0.
Но так как функции Ξj (j = 1, . . . , k − 1) содержат y, а функция

Y∗ содержит ξ1, . . . , ξk−1, то приращение функции V1 в силу системы
(2.17) и (2.18) не будет определенно-положительным. В нем появятся
члены, нарушающие знакоопределенность.

Заметим, что выражение (2.24) останется знакоопределенным,
если функция g1 содержит не только переменную y, но и переменные

ξ1, . . . , ξk−1, а функции g
(1)
ij содержат не только переменные ξ1, . . . ,

ξk−1, но и переменную y. Важно только, чтобы функции g1 и g
(1)
ij

обращались в нуль при ξ1 = · · · = ξk−1 = y = 0. Учитывая это обсто-
ятельство, запишем приращение функции V1 в силу системы (2.17) и
(2.18) в виде

∆V1 = ∆
(1

2
hy2

)

+ ∆W = hyY∗ +
1

2
hY 2

∗

+
∑

i1+···+ik−1=2

wi1,...,ik−1
{[c11ξ1 + c12ξ2 + · · · + c1,k−1ξk−1 + Ξ1]

i1

· · · × [ck−1,1ξ1 + · · · + ck−1,k−1ξk−1 + Ξk−1]
ik−1 − ξi1

1 · · · ξ
ik−1

k−1 }

= [h2 + g1(ξ1, . . . , ξk−1, y)]y4 + ξ2
1 + · · · + ξ2

k−1

+

k−1
∑

i,j=1

g
(1)
ij (ξ1, . . . , ξk−1, y)ξiξj + Q(ξ1, . . . , ξk−1, y), (2.25)
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где функции g1 и g
(1)
ij (i, j = 1, . . . , k − 1) обращаются в нуль при

ξ1 = · · · = ξk−1 = y = 0, а Q — совокупность всех членов, которые не
могут быть включены ни в выражение

g1(ξ1, . . . , ξk−1, y)y4, (2.26)

ни в выражение
k−1
∑

i,j=1

g
(1)
ij (ξ1, . . . , ξk−1, y)ξiξj . (2.27)

Все члены, входящие в выражение Q, можно разбить на следующие
четыре группы: на члены свободные от ξ1, . . . , ξk−1, на члены линей-
ные относительно ξ1, . . . , ξk−1, на члены квадратичные относитель-
но ξ1, . . . , ξk−1 и на члены, имеющие порядок малости выше второго
относительно ξ1, . . . , ξk−1. Очевидно, что все члены последней груп-
пы можно включить в выражение (2.27); поэтому рассмотрим только
первые три группы членов.

Все члены, свободные от ξ1, . . . , ξk−1, содержатся, очевидно, в вы-
ражениях (2.23) (где они выписаны явно) и в

∑

i1+···+ik−1=2

wi1,...,ik−1
Ξ

(0)
1

i1
· · ·Ξ

(0)
k−1

ik−1

(где содержатся слагаемые, начиная с шестого порядка малости по
y). Все эти члены могут быть включены в выражение (2.26). Следова-
тельно, функция Q не содержит слагаемых, свободных от ξ1, . . . , ξk−1.

Члены, линейные относительно ξ1, . . . , ξk−1, входят в выражение
(2.25) как через совокупность слагаемых из hyY∗ + 1

2hY 2
∗ , так и из

(2.22). Если эти члены имеют относительно y порядок не меньше че-
твертого, то они могут быть, очевидно, включены в выражение (2.26).
Таким образом, в функции Q содержатся лишь те линейные относи-
тельно ξ1, . . . , ξk−1 члены, которые имеют относительно y порядок 2
и 3.

Рассмотрим, наконец, члены, квадратичные относительно ξ1, . . . ,

ξk−1. Если эти члены имеют общий порядок выше второго, то они мо-
гут быть включены в выражение (2.27), и следовательно, в функцию
Q они не входят. Члены же, квадратичные относительно ξ1, . . . , ξk−1

и имеющие второй порядок малости (т.е. обладающие постоянными
коэффициентами), содержатся все в выражении

∑

i1+···+ik−1=2

wi1,··· ,ik−1
{[c11ξ1 + c12ξ2 + · · · + c1,k−1ξk−1]

i1
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· · · × [ck−1,1ξ1 + · · · + ck−1,k−1ξk−1]
ik−1 − ξi1

1 . . . ξ
ik−1

k−1 }

= ξ2
1 + · · · + ξ2

k−1,

и, следовательно, в функцию Q также не входят.
Таким образом, функция Q имеет вид

Q = y2Q2(ξ1, . . . , ξk−1) + y3Q3(ξ1, . . . , ξk−1), (2.28)

где Q2 и Q3 — линейные формы относительно ξ1, . . . , ξk−1:

Q2 = q
(2)
1 ξ1 + q

(2)
2 ξ2 + · · · + q

(2)
k−1ξk−1,

Q3 = q
(3)
1 ξ1 + q

(3)
2 ξ2 + · · · + q

(3)
k−1ξk−1.

Наличие в (2.25) слагаемого (2.28) нарушает знакоопределенность
∆V1. Для того, чтобы избавиться от слагаемого y2Q2(ξ1, . . . , ξk−1), до-

бавим к функции V1 слагаемое y2P2(ξ1, . . . , ξk−1) = y2(p
(2)
1 ξ1 +p

(2)
2 ξ2 +

· · · + p
(2)
k−1ξk−1), где p

(2)
j (j = 1, . . . , k − 1) — постоянные. Другими

словами, рассмотрим вместо функции V1 функцию

V2 =
1

2
hy2 + W (ξ1, . . . , ξk−1) + y2P2(ξ1, . . . , ξk−1). (2.29)

Член y2P2(ξ1, . . . , ξk−1) внесет в выражение для ∆V2 следующие сла-
гаемые:

∆(y2P2(ξ1, . . . , ξk−1))

= [y2 + 2yY∗(ξ1, . . . , ξk−1, y) + Y 2
∗ (ξ1, . . . , ξk−1, y)]

×
k−1
∑

j=1

p
(2)
j [cj,1ξ1 + cj,2ξ2 + · · · + cj,k−1ξk−1 + Ξj(ξ1, . . . , ξk−1, y)]

− y2[p
(2)
1 ξ1 + p

(2)
2 ξ2 + · · · + p

(2)
k−1ξk−1]

= y2

[ k−1
∑

j=1

p
(2)
j (cj1ξ1 + cj2ξ2 + · · · + cj,k−1ξk−1 − ξj)

]

+ G(ξ1, . . . , ξk−1, y),

где функция G представляет собой сумму слагаемых, каждое из кото-
рых может быть включено либо в выражение (2.26), либо в выраже-

ние (2.27). Подберем постоянные p
(2)
1 , . . . , p

(2)
k−1 таким образом, чтобы

выполнялось равенство

k−1
∑

j=1

p
(2)
j (cj1ξ1 + cj2ξ2 + · · · + cj,k−1ξk−1 − ξj) = −

k−1
∑

j=1

q
(2)
j ξj . (2.30)
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Для этого приравняем коэффициенты при ξj (j = 1, . . . , k − 1) в
правой и левой частях равенства (2.30). Получим систему линейных

уравнений относительно p
(2)
j (j = 1, . . . , k − 1):

c1jp
(2)
1 + c2jp

(2)
2 + · · · + (cjj − 1)p

(2)
j + · · · + ck−1,jp

(2)
k−1 = −q

(2)
j

(j = 1, . . . , k − 1). (2.31)

Определитель этой системы отличен от нуля, т.к. все собственные
числа матрицы C лежат внутри единичного круга, следовательно,
система (2.31) имеет единственное решение. Подставляя найденные

значения p
(2)
1 , . . . , p

(2)
k−1 в выражение P2(ξ1, . . . , ξk−1), получаем, что

∆V2 = [h2 + g2(ξ1, . . . , ξk−1, y)]y4 + (ξ2
1 + · · · + ξ2

k−1)

+
k−1
∑

i,j=1

g
(2)
ij (ξ1, . . . , ξk−1, y)ξiξj + y3Q3(ξ1, . . . , ξk−1), (2.32)

где g2 и g
(2)
ij — функции, обращающиеся в нуль при ξ1 = ξ2 = · · · =

ξk−1 = y = 0.
Аналогично предыдущему можно показать, что от слагаемого

y3Q3(ξ1, . . . , ξk−1) в выражении (2.32) можно избавиться, если доба-
вить к функции V2 слагаемое

y3P3(ξ1, . . . , ξk−1) = y3(p
(3)
1 ξ1 + p

(3)
2 ξ2 + · · · + p

(3)
k−1ξk−1),

где p
(3)
j (j = 1, . . . , k−1) — постоянные. Другими словами, рассмотрим

вместо функции V2 функцию

V =
1

2
hy2 + W (ξ1, . . . , ξk−1) + y2P2(ξ1, . . . , ξk−1) + y3P3(ξ1, . . . , ξk−1).

(2.33)
Ее приращение в силу системы (2.17) и (2.18) равно

∆V = [h2 + g(ξ1, . . . , ξk−1, y)]y4 + (ξ2
1 + · · · + ξ2

k−1)

+
k−1
∑

i,j=1

gij(ξ1, . . . , ξk−1, y)ξiξj , (2.34)

где g и gij — функции, обращающиеся в нуль при ξ1 = ξ2 = · · · =
ξk−1 = y = 0.

Из (2.34) следует, что ∆V является определенно-положительным
в достаточно малой окрестности начала координат, а функция V вида
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(2.33) определенно-отрицательна при h < 0 и знакопеременна при
h > 0. Следовательно, воспользовавшись соответственно теоремами
Б и В, можно сделать вывод, что решение (2.19) системы (2.17) и
(2.18) асимптотически устойчиво при h < 0 и неустойчиво при h > 0,
что и требовалось доказать.

Замечание 2.1. Очевидно, что в силу замен переменных (2.3), (2.9),
(2.14), исследование устойчивости решения (2.19) системы (2.17) и
(2.18) эквивалентно исследованию нулевого решения системы (2.1).

Замечание 2.2. В теоремах 2.1 и 2.2 приведены условия, при выпол-
нении которых задача устойчивости нулевого решения системы (2.1)
решается в критическом случае одного корня характеристического
уравнения, равного единице, независимо от членов выше соответ-
ственно второго и третьего порядков малости в разложении функций
Xj в ряды Маклорена. Если же в теореме 2.2 получаем h = 0, то за-
дача устойчивости не решается членами до третьего порядка малости
включительно, и для ее решения нужно будет привлечь члены более
высокого порядка.
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