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íûå À.Â. Ïîãîðåëîâûì, à òàêæå äàåòñÿ êðàòêèé î÷åðê åãî æèçíè.
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öèàëüíîå óðàâíåíèå.
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Ââåäåíèå

Ê íà÷àëó ÕÕ âåêà áûëè ðàçâèòû ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ çàäà÷,

îòíîñÿùèõñÿ ê ðåãóëÿðíûì ïîâåðõíîñòÿì. Òàêèå çàäà÷è äîñòàòî÷íî îáùèì

îáðàçîì ñâîäèëèñü ê àíàëèçó è ðåøàëèñü ñðåäñòâàìè àíàëèçà. Ñîâñåì äðóãîå

ïîëîæåíèå âåùåé îáíàðóæèëîñü ïî îòíîøåíèþ ê ãëîáàëüíûì çàäà÷àì, êîòî-

ðûå íàçûâàþò òàêæå çàäà÷àìè ãåîìåòðèè â öåëîì. Â ýòèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ

çàêëþ÷àòü î ñâîéñòâàõ âñåé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ñâîéñòâ, äàííûõ â êàæäîé åå òî÷êå. Ïåðåä ìíîãèìè èç òàêèõ çàäà÷ è ãåî-

ìåòðèÿ, è àíàëèç áûëè îäèíàêîâî áåñïîìîùíûìè. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ

ïðîáëåìà îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

(îâàëîèäîâ) ëèøü â íåêîòîðîé ñòåïåíè áûëà ïðîäâèíóòà öåíîé óïîðíûõ óñè-

ëèé ïåðâîêëàññíûõ ìàòåìàòèêîâ (Ã. Ëèáìàíà, Ã. Ìèíêîâñêîãî, Ä. Ãèëüáåðòà,

Ã. Âåéëÿ, Â. Áëÿøêå). Â íà÷àëå äâàäöàòûõ ãîäîâ Ñ. Êîí-Ôîññåí, íàêîíåö,

äàë ïåðâîå ðåøåíèå ïðîáëåìû, äîêàçàâ, ÷òî èçîìåòðè÷íûå îâàëîèäû ðàâ-

íû, íî ýòî ðåøåíèå áûëî íå îêîí÷àòåëüíûì, îâàëîèäû ïðåäïîëàãàëèñü ïîä-

÷èíåííûìè óñëîâèÿì òðåõêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè
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ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ìåæäó òåì, åùå Êîøè äîêàçàë ðàâåíñòâî èçîìåòðè÷-

íûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Êàçàëîñü, ÷òî ýòè äâà ðåçóëüòà-

òà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùåé òåîðåìû î ðàâåíñòâå ëþáûõ (âîîáùå

ãîâîðÿ, íåðåãóëÿðíûõ) èçîìåòðè÷íûõ îâàëîèäîâ. Ê òàêîé òåîðåìå íå áûëî

ïîäõîäîâ. Íå áûëî òàêæå âèäíî íèêàêèõ ïóòåé ê äîêàçàòåëüñòâó âîçìîæíîñ-

òè èçîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (èçãèáàíèÿ) îâàëîèäà ïîñëå îòñå÷åíèÿ

îò íåãî êàêîé-íèáóäü ÷àñòè. Òåì áîëåå íå áûëî ñðåäñòâ äëÿ îöåíêè ñòåïåíè

èçãèáàåìîñòè íåïîëíîãî îâàëîèäà. Â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ðåãóëÿð-

íîñòè ýòè çàäà÷è ëåãêî ñâîäèëèñü ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì; íî ïðè

ýòîì ïîëó÷àëèñü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ êîòîðûõ áûëà â çà÷àòî÷íîì

ñîñòîÿíèè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå âîïðîñû, î êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ãî-

âîðèì, áûëè â öåíòðå âíèìàíèÿ ìàòåìàòèêîâ, ïðèëàãàâøèõ çíà÷èòåëüíûå

óñèëèÿ, ÷òîáû ñïåöèàëüíî ðàçâèòü íóæíûå ìåòîäû àíàëèçà. Â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà ìîæíî ïðèâåñòè èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû Âåéëÿ î ñóùåñòâîâàíèè çà-

ìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ñ çàðàíåå äàííîé àíàëèòè÷åñêîé ìåòðèêîé

ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû (çàäàííîé íà òîïîëîãè÷åñêîé ñôåðå). Ðå-

øåíèå ïðîáëåìû áûëî íàìå÷åíî â îáùèõ ÷åðòàõ ñàìèì Ã. Âåéëåì â 1916 ã. è

çàâåðøåíî â 30-õ ãîäàõ Ã. Ëåâè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ î÷åíü òîíêèõ ðåçóëüòà-

òîâ ïîñòðîåííîé èì àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè óðàâíåíèé Ìîíæà�Àìïåðà. Îäíà-

êî â ðàáîòàõ Ã. Ëåâè àíàëèç ðàçâèâàëñÿ îáîñîáëåííî îò ãåîìåòðèè è ïðèìå-

íÿëñÿ ê íåé êàê ãîòîâûé âíåøíèé èíñòðóìåíò. Â áîëüøèíñòâå äðóãèõ ðàáîò

äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ñóòü ñâîäèëàñü ê íåñêîëüêèì ïðèåìàì ðåøåíèÿ îòäåëü-

íûõ çàäà÷. Ôàêòè÷åñêè, íèêòî â òî âðåìÿ íå ïðîíèê â ñóùåñòâî èññëåäóåìûõ

âîïðîñîâ, è ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èçãèáàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, è ìíîãèå

äðóãèå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè â öåëîì, îñòàâàëèñü íåïðèñòóïíûìè.

Â íà÷àëå ÕÕ âåêà òàêæå àêòèâíî ðàçâèâàëàñü òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, ñïîñîáû çàäàíèÿ, ñìå-

øàííûå îáúåìû è íåðàâåíñòâà ìåæäó íèìè. Â 1934 ãîäó íà íåìåöêîì ÿçûêå

âûøëà êíèãà Ò. Áîííåçåíà è Ò. Ôåíõåëÿ ¾Òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë¿, êîòîðàÿ

ïîäûòîæèëà ýòîò ýòàï èññëåäîâàíèÿ. Â íåé áûëà ïðèâåäåíà ïîëíàÿ áèáëèî-

ãðàôèÿ äî ýòîãî âðåìåíè. Ýòà êíèãà íå ïîòåðÿëà ñâîåé öåííîñòè è â íàøè äíè.

Â 2001 ãîäó îíà áûëà ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê ïîä ðåäàêöèåé Â.À. Çàëãàë-

ëåðà. Íî â ýòîé êíèãå èçó÷àëèñü ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, íî íå ñâîéñòâà

âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé, è òåì áîëåå íèêòî íå èíòåðåñîâàëñÿ èõ âíóòðåííåé

ãåîìåòðèåé.

1. Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

Ïåðâûå ðàáîòû À.Ä. Àëåêñàíäðîâà áûëè â ýòîì æå ðóñëå. Ðàçâèâàÿ êëàñ-

ñè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ Ã. Ìèíêîâñêîãî, Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ Àëåêñàíäðîâ

óñòàíîâèë íîâûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñìåøàííûõ îáúåìîâ âûïóêëûõ òåë. Ïî-
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ïóòíî èì áûëè íàéäåíû àíàëîãè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå

ñïóñòÿ ñîðîê ëåò ïîëó÷èëè ñîâåðøåííî íåîæèäàííîå ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ

èçâåñòíîé, ïîñòàâëåííîé åùå â 1926 ã., ïðîáëåìû Âàí äåð Âàðäåíà îá îöåíêå

ïåðìàíåíòà. Íåðàâåíñòâà Àëåêñàíäðîâà äëÿ ñìåøàííûõ îáúåìîâ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íàøëè èíòåðåñíûå îáîáùåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ òàêæå è â àëãåáðàè÷åñ-

êîé ãåîìåòðèè è òåîðèè íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à ïîíÿòèå î

ñìåøàííûõ îáúåìàõ ïðîíèêëî äàæå â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Îäíîâðåìåííî À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ââåë â òåîðèþ âûïóêëûõ òåë àïïàðàò

òåîðèè ìåðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïðåäëîæèâ ðàññìàòðèâàòü ôóíê-

öèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå îïîðíûìè ôóíêöèÿìè, è ñïåöèàëü-

íûå ìåðû íàä íèìè � ¾ïîâåðõíîñòíûå ôóíêöèè¿ è ðîäñòâåííûå ¾ôóíêöèè

êðèâèçíû¿. Îí äîêàçàë òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîñà

âûïóêëîãî òåëà ñ çàäàííîé ôóíêöèåé êðèâèçíû, îõâàòèâøèå, êàê êðàéíèå,

÷àñòíûå ñëó÷àè èçâåñòíîé ðàíåå òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ è Ìèíêîâñêîãî. Ïðè

ýòîì Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ îïðåäåëèë îáîáùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ â ìåðàõ è ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ.

Â 1941 ãîäó À.Ä. Àëåêñàíäðîâ íà÷àë èçó÷àòü âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ âû-

ïóêëîé ïîâåðõíîñòè, ðàñøèðèë êëàññ ðåãóëÿðíûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé äî

ñîâîêóïíîñòè âñåõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé (òàêàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê îáëàñòü íà ãðàíèöå ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî òåëà). Äëÿ ðåøåíèÿ

êîíêðåòíûõ ïðîáëåì â ðàñøèðåííîì êëàññå íóæíî áûëî ãàóññîâó ãåîìåòðèþ

ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè çàìåíèòü áîëåå îáùåé òåîðèåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü

òðåáîâàëîñü ïîäâåðãíóòü ñïåöèàëüíîìó èçó÷åíèþ âíóòðåííèå ñâîéñòâà ïðî-

èçâîëüíîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå îáíàðó-

æèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè èçìåðåíèé, ïðîèçâîäèìûõ íà ïîâåðõíîñòè; ïîòðåáî-

âàëèñü ñðåäñòâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ âíóòðåííèõ ñâîéñòâ; íóæíî áûëî íàéòè

ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì î ñâÿçÿõ ìåæäó âíóòðåííèìè è âíåøíè-

ìè ñâîéñòâàìè ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè

À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì áûëà ïîñòðîåíà âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïî-

âåðõíîñòåé. Âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè (êàê è ëþáîé ïî-

âåðõíîñòè) À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ñòðîèò â ñâÿçè ñ îáùèì ïîíÿòèåì ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü R � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ìíîæåñòâî ýëåìåí-

òîâ ëþáîé ïðèðîäû, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ X;Y îïðåäåëåíî

÷èñëî �(X;Y ), èìåíóåìîå ðàññòîÿíèåì è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. �(X;Y ) > 0:

2. �(X;Y ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X � Y:

3. �(X;Y ) + �(Y;Z) > �(X;Z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Íàïðèìåð, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷-

êàìè, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì. Êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
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R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûé îáðàç ëþáîãî îòðåçêà, ðàññìàòðèâàåìûé âìåñòå

ñ êàêèì-ëèáî íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì îòðåçêà íà ýòîò îáðàç. Ïîäîáíî

òîìó, êàê â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êðèâûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñò-

âå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äëèíû. Åñëè êðèâàÿ  çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì X =
X(t); a 6 t 6 b; òî çà äëèíó êðèâîé  ïðèíèìàþò ÷èñëî

l = sup� �(X(tk�1); X(tk)); a 6 t1 6 t2::: 6 b;

ãäå �(X(tk�1); X(tk)) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X(tk�1) è X(tk) â ïðîñò-
ðàíñòâå R, à âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà

[a; b] òî÷êàìè tk: Îïðåäåëÿåìîå òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèå äëèíû êðèâîé îáëà-

äàåò õàðàêòåðíûì äëÿ íåå ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè. Èìåííî, åñëè êðèâàÿ 

ñîñòàâëåíà èç êðèâûõ 1 è 2, òî äëèíà êðèâîé  ðàâíà ñóììå äëèí êðèâûõ

1 è 2.

Ïîäîáíî òîìó, êàê äëÿ êðèâûõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ìíîæåñòâî êðè-

âûõ îãðàíè÷åííîé äëèíû â êîìïàêòíîé îáëàñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñò-

âà êîìïàêòíî, ò.å. èç ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ êðèâûõ

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðè ýòîì äëèíà ïðå-

äåëüíîé êðèâîé íå áîëüøå íèæíåãî ïðåäåëà äëèí êðèâûõ ýòîé ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè.

Äîïóñòèì, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè X;Y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R ìîæ-

íî ñîåäèíèòü ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå R åñòåñòâåííî îïðå-

äåëÿåòñÿ âíóòðåííåå ðàññòîÿíèå ��(X;Y ) ìåæäó òî÷êàìè X;Y êàê íèæíÿÿ

ãðàíü äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿ-

íèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�3 ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëÿåìàÿ

òàêèì ñïîñîáîì ìåòðèêà �� íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà

R. Åñëè �(X;Y ) = ��(X;Y ) äëÿ ëþáûõ X è Y , òî ïðîñòðàíñòâî R íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Ïóñòü R � ìíîãîîáðàçèå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé; êðèâàÿ  â ìíîãîîáðàçèè

R íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, åñëè åå äëèíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå êîíöà-

ìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áîëüøå äëèíû ëþáîé äðóãîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé

òå æå òî÷êè. Êàæäûé îòðåçîê êðàò÷àéøåé òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ïðå-

äåëüíàÿ êðèâàÿ äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàò÷àéøèõ åñòü êðàò-

÷àéøàÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íå âñÿêèå äâå òî÷êè â ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ñîåäèíèòü

êðàò÷àéøåé, íî êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò îêðåñòíîñòü, ëþáûå äâå

òî÷êè êîòîðîé äîïóñêàþò ñîåäèíåíèå êðàò÷àéøåé. Åñëè ìíîãîîáðàçèå R ìåò-

ðè÷åñêè ïîëíî, ò.å. ëþáîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â íåì êîìïàêò-

íî, òî ëþáûå äâå òî÷êè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ñîåäèíèòü êðàò÷àéøåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû R áûëî èçîìåòðè÷íî âîîáùå êàêîé-íèáóäü ïîâåðõíîñòè â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, åãî ìåòðèêà íåîáõîäèìî äîëæíà áûòü âíóòðåííåé.
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Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ òðåóãîëü-

íèêà, ìíîãîóãîëüíèêà, ëîìàíîé (èç êðàò÷àéøèõ). Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëåíèå óãëà ìåæäó êðèâûìè. Ïîíÿòèå óãëà ëåæèò â îñíîâå òåîðèè. Â

îñíîâå îïðåäåëåíèÿ óãëà ëåæèò êîíñòðóêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ïî òðåó-

ãîëüíèêó â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñòðîèòñÿ åãî ðàçâåðòêà: òî åñòü òðåó-

ãîëüíèê íà îáû÷íîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí. Ïóñòü

O � òî÷êà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, OA;OB � äâå êðàò÷àéøèå, èñõîäÿ-

ùèå èç íåå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà êðèâûõ OA è OB òî÷êè X

è Y . È ïóñòü O0X 0Y 0 � ðàçâåðòêà òðåóãîëüíèêà OXY . Ïóñòü x = �(O;X),
y = �(O;Y ), à (x; y) � óãîë ïðè âåðøèíå O0 òðåóãîëüíèêà O0X 0Y 0. Âåðõíèé

óãîë ìåæäó êðàò÷àéøèìè OX è OY ïîíèìàåòñÿ êàê âåðõíèé ïðåäåë (x; y),
êîãäà x; y ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïîñëå òîãî, êàê ââåäåíî ïîíÿòèå óãëà, îïðåäåëÿåòñÿ èçáûòîê òðåóãîëüíè-

êà �+�+��, ãäå �; �;  � âåðõíèå óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè. Îòñþäà óæå âîç-

íèêàåò âîçìîæíîñòü äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ íåîòðè-

öàòåëüíîé êðèâèçíû: R íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèç-

íû, åñëè ëþáàÿ òî÷êà R èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî èçáûòîê êàæäîãî, ëå-

æàùåãî â íåé òðåóãîëüíèêà, íå îòðèöàòåëåí. Êàæäàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Óñëîâèå íåîòðèöàòåëü-

íîñòè êðèâèçíû ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ (x; y) ÿâëÿåòñÿ
íåâîçðàñòàþùåé. Òî åñòü, åñëè x1 6 x2; y1 6 y2, òî (x1; y1) > (x2; y2). Èç
ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè (x; y) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáû÷íîãî ïðå-
äåëà, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó êðàò÷àéøèìè OX è OY .

Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ ïðîáëåì â îáùåì ïëàíå èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé

îòíîñèòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè êðèâûõ. Â ñìûñëå À.Ä. Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíà

ïîíèìàåòñÿ êàê àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Â êà÷åñòâå âíåøíåé êðè-

âèçíû ìíîæåñòâàM , ëåæàùåãî íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, åñòåñòâåííî, áåðåò-

ñÿ ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ìíîæåñòâà M . Êðèâèçíà êàê îáúåêò âíóò-

ðåííåé ãåîìåòðèè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì

ïðåæäå âñåãî äëÿ òðåõ ¾îñíîâíûõ ìíîæåñòâ¿: 1) êðèâèçíà îòêðûòîãî òðåó-

ãîëüíèêà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé åãî èçáûòêó; 2) êðèâèçíà îòêðûòîé êðàò÷àé-

øåé ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé íóëþ; 3) êðèâèçíà òî÷êè ðàâíà 2� � �, ãäå � � ïîë-

íûé óãîë âîêðóã ýòîé òî÷êè. Ïîñëå ýòîãî êðèâèçíà êàê àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ. À.Ä. Àëåêñàíäðî-

âûì äîêàçàíà òåîðåìà: êðèâèçíà âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà íà âûïóê-

ëîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ åãî áîðåëåâñêî-

ãî îáðàçà. Òåì ñàìûì theorema egregium Ãàóññà îáîáùåíà íà ëþáûå âûïóê-

ëûå ïîâåðõíîñòè. Âìåñòå ñ òåì â òåîðèè ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñ-

òåé óñòàíîâëåíà îñíîâíàÿ ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé è âíåøíèìè

ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòè. Îòñþäà ïîñëåäîâàë ðÿä âàæíûõ êîíêðåòíûõ âû-

âîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî óäåëüíàÿ êðèâèçíà îáëàñòè íà âûïóêëîé
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À.À. Áîðèñåíêî

ïîâåðõíîñòè (ò.å. îòíîøåíèå ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ê ïëîùàäè ñàìîé

îáëàñòè) åñòü èíâàðèàíò èçîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïóêëîé ïîâåðõ-

íîñòè. Ïîýòîìó ââåäåííûé À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì êëàññ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñ-

òåé îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé êðèâèçíû äîïóñêàåò âíóòðåííåå ãåîìåòðè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå. À.Ä. Àëåêñàíäðîâ äîêàçàë, ÷òî êàæäàÿ ïîëíàÿ âûïóêëàÿ ïî-

âåðõíîñòü îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé êðèâèçíû (ìåòðèêà êîòîðîé íå âñþäó åâê-

ëèäîâà) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, à íåïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü íàðóøåíèÿ

ãëàäêîñòè ëèøü â âèäå ïðÿìîëèíåéíûõ ðåáåð, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà ãðà-

íèöå ïîâåðõíîñòè. Ýòî � ïåðâûé ðåçóëüòàò â ïðîáëåìå î ñòåïåíè ðåãóëÿð-

íîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðåãóëÿðíîñòè åå âíóòðåííåé

ìåòðèêè.

Â îòëè÷èå îò ãàóññîâîé òåîðèè ïîâåðõíîñòåé, ãäå ãîñïîäñòâóþò àíàëèòè-

÷åñêèå ìåòîäû, â òåîðèè Àëåêñàíäðîâà ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîãî

õàðàêòåðà. Îñíîâíûì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ òàê íàçûâàåìûìè

ìíîãîîáðàçèÿìè ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé. (Âî âíåøíåé ãåîìåòðèè ýòîìó ñî-

îòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèÿ îáùåé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè âûïóêëûìè ìíî-

ãîãðàííèêàìè.) Ïðîñòàÿ è åñòåñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîã-

ðàííèêàìè ïîçâîëèëà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äëÿ îáùèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

íà÷àòü ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ, à ðåøåíèå â îáùåì ñëó-

÷àå ïîëó÷èòü ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó. Èìåííî òàêèìè ñðåäñòâàìè áûëà ñîçäàíà

ñòðîéíàÿ òåîðèÿ êðèâèçíû âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé, íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ

êîòîðîé ìû ïðèâîäèëè âûøå.

Ïóñòü P � çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñ

ïîìîùüþ ëîìàíûõ ëèíèé îí ðàçðåçàí íà ÷àñòè, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî

ðàçâåðíóòü è íàëîæèòü íà ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê; ïóñòü G1; : : : ; Gn � ýòè

ìíîãîóãîëüíèêè. Ñèñòåìà ìíîãîóãîëüíèêîâ G1; : : : ; Gn ñ çàäàííîé èäåíòèôè-

êàöèåé èõ âåðøèí è ñòîðîí íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòêîé ìíîãîãðàííèêà P . Î÷åâèä-

íî, ÷òî êàæäàÿ ðàçâåðòêà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) êîìïëåêñ

fG1; : : : ; Gng ãîìåîìîðôåí ñôåðå; 2) èäåíòèôèöèðóåìûå ñòîðîíû ðàâíû; 3) â

èäåíòèôèöèðóåìûõ âåðøèíàõ ñóììà óãëîâ 6 2�. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

çàðàíåå çàäàí êîìïëåêñ åâêëèäîâûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ G1; : : : ; Gn è ñîáëþ-

äåíû óêàçàííûå óñëîâèÿ; èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàðàíåå äàíà

ðàçâåðòêà àáñòðàêòíîãî ìíîãîãðàííèêà ñ ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-

íû. À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì äîêàçàíà ¾òåîðåìà î ñêëåèâàíèè ìíîãîãðàííèêà¿,

êîòîðàÿ ãëàñèò: èç êàæäîé ðàçâåðòêè G1; : : : ; Gn ìîæíî ñêëåèòü çàìêíóòûé

âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê (ïðè ýòîì ìíîãîóãîëüíèêè G1; : : : ; Gn, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, ïðèäåòñÿ ïåðåãèáàòü ïî îïðåäåëåííûì, íî çàðàíåå íå èçâåñòíûì ïðÿìûì).

Ýòà òåîðåìà äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû Âåéëÿ äëÿ ìíîãîãðàííûõ ìåòðèê; åå äî-

êàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì âåñüìà

îáùåãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìå îá èíâàðèàíòíîñòè

îáëàñòè. Òåì æå ìåòîäîì À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ïîëó÷èë ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìèí-
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êîâñêîãî î ñóùåñòâîâàíèè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ñ äàííûìè ïëîùàäÿìè

è íàïðàâëåíèÿìè ãðàíåé, òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìíîãîãðàííèêà ñ äàííû-

ìè êðèâèçíàìè è ìíîãèå äðóãèå ïðåäëîæåíèÿ. Ýòîò ìåòîä äàåò ÿñíûå ïóòè

ïîèñêîâ òåîðåì òàêîãî ðîäà âîîáùå.

Èñõîäÿ èç òåîðåìû î ñêëåèâàíèè áûëà óäèâèòåëüíî ïðîñòî è ïðèòîì â

ïðåäåëüíî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî çàäàâàåìîé ìåòðèêè ðåøåíà

ïðîáëåìà Âåéëÿ. Èìåííî, À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì äîêàçàíà òåîðåìà: åñëè äâó-

ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ãîìåîìîðôíî ñôåðå, òî îíî

èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîé çàìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Ðåøåíèåì ïðîáëå-

ìû Âåéëÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ïðîèëëþñòðèðîâàë ñèëó è ìîùü ïðÿìûõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Áîëåå òîãî, Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ èñïîëüçîâàë äîêàçàí-

íóþ òåîðåìó êàê ýòàï â ãëóáîêîì ïðîäâèæåíèè âñåé ïðîáëåìàòèêè èçãèáàíèÿ

âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Èìååòñÿ â âèäó åãî ¾ìåòîä ñêëåèâàíèÿ¿, îñíîâàííûé

íà òåîðåìå À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, êîòîðóþ îí íàçâàë ¾îáùåé òåîðåìîé î ñêëåè-

âàíèè¿. Ýòà òåîðåìà äàëåêî îáîáùàåò òåîðåìó î ñêëåèâàíèè ìíîãîãðàííèêîâ.

Èçëîæèì ñóùíîñòü äåëà â ñàìûõ îáùèõ ÷åðòàõ.

Ïóñòü â êàêèõ-íèáóäü äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-

íû äàíû îáëàñòè G1; : : : ; Gn. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ýòè îáëàñòè âûðåçàþòñÿ èç

ñâîèõ ïðîñòðàíñòâ è íåêîòîðûå ó÷àñòêè èõ ãðàíèö îòîæäåñòâëÿþòñÿ (¾ñêëåè-

âàþòñÿ¿) òàê, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè îòîæ-

äåñòâëÿåìûå ó÷àñòêè èìåþò ðàâíûå äëèíû, òî íà ïîëó÷åííîì ìíîãîîáðàçèè

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà. À.Ä. Àëåêñàíäðîâ

ñôîðìóëèðîâàë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åí-

íîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû;

ýòè óñëîâèÿ ïðîñòû, åñòåñòâåííû è ýôôåêòèâíû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñêëååííîå

ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî ñôåðå, òî åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå çàìêíó-

òîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Òåì ñàìûì äàíà ÷ðåçâû÷àéíî îáùàÿ òåîðåìà î

ñóùåñòâîâàíèè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, ñêëååííîé èç êóñêîâ àáñòðàêòíî äàí-

íûõ ìíîãîîáðàçèé, èëè èç êóñêîâ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä

ñêëåèâàíèÿ, À.Ä. Àëåêñàíäðîâ äîêàçàë ëîêàëüíóþ òåîðåìó: äëÿ òîãî ÷òîáû

êàæäàÿ òî÷êà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R èìåëà îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ

âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû R áûëî ïðîñòðàíñò-

âîì ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òåì ñàìûì ðåøåíà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà âíóò-

ðåííåé ãåîìåòðèè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé, òî åñòü äëÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñ-

òåé äàíà èñ÷åðïûâàþùàÿ âíóòðåííÿÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ìåòîäîì ñêëåèâàíèÿ

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå îòñå÷åíèÿ îò îâàëîèäà êàêîãî-íèáóäü êóñêà, îñòàâ-

øàÿñÿ ÷àñòü åãî äîïóñêàåò èçãèáàíèÿ (äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíî çàêëåèòü îâà-

ëîèä è ìåíÿòü ôîðìó ïîäêëååííîãî êóñêà). Ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî,

èçãèáàÿ ïîëîâèíó ýëëèïñîèäà, åå ìîæíî ¾çàêðûòü¿ è ïðåâðàòèòü â çàìêíó-

òóþ âûïóêëóþ ïîâåðõíîñòü. Ìîæíî ïðèâîäèòü ìíîæåñòâî äðóãèõ ïîäîáíûõ

ïðèìåðîâ. Ïî ñóùåñòâó ìåòîä ñêëåèâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìàìè î ðåà-
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ëèçóåìîñòè àáñòðàêòíî çàäàííîé âûïóêëîé ìåòðèêè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ

ïîçâîëèë ïðèíöèïèàëüíî äî êîíöà ðåøèòü âñå îñíîâíûå ïðîáëåìû èçãèáàíèÿ

äëÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé [1�3].

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ ñîçäàë íîâóþ âñåëåííóþ (ãåî-

ìåòðèþ îáùèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé). Íåäàðîì íà êîíôåðåíöèè â ã. Íî-

âîñèáèðñêå, ïîñâÿùåííîé åãî ñåìèäåñÿòèïÿòèëåòèþ, îí øóòÿ êàê-òî ñêàçàë:

¾...àêàäåìèê íå Áîã, íî îí áîãîïîäîáíûé¿. (À ó íåãî ê òîìó æå â ýòî âðåìÿ

áûëà áîëüøàÿ èìïîçàíòíàÿ áîðîäà.) È ýòó âñåëåííóþ íàäî áûëî çàñåëÿòü, íî

âîçíèêëè òðóäíîñòè è ïðîáëåìû.

Ñòîÿë îòêðûòûì âîïðîñ î ðàâåíñòâå çàìêíóòûõ èçîìåòðè÷íûõ âûïóêëûõ

ïîâåðõíîñòåé, à òàêæå ïîëíûõ íåêîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.

Åñëè, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Àëåêñàíäðîâà, áóäåì èçîìåòðè÷íî ïîãðóæàòü

àíàëèòè÷åñêóþ ìåòðèêó ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, çàäàííóþ íà

ñôåðå, òî ïîëó÷èì ëèøü C1� ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî

âîçíèê âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ñ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Åñëè ïðèìåíèì ìåòîä ñêëåèâàíèé ê ðåãóëÿðíîé

âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, òî ìåòîä ãàðàí-

òèðîâàë ëèøü åå âûïóêëîñòü è èç òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà îá îãðàíè÷åííîé

óäåëüíîé êðèâèçíå ñëåäîâàëà ëèøü ðåãóëÿðíîñòü êëàññà C1.

Èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà Ìèíêîâñêîãî ñîñòîèò â ðåøåíèè âîïðîñà î ñóùåñòâî-

âàíèè çàìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðîé ãàóññîâà êðèâèçíà K(n)
çàäàíà êàê ôóíêöèÿ âíåøíåé íîðìàëè n ïîâåðõíîñòè. Ã. Ìèíêîâñêèé äîêà-

çàë, ÷òî åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû n=K(n), çàäàííîé íà åäèíè÷íîé

ñôåðå, ðàâíî íóëþ, òî ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî

ñäâèãà, çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé K(n). Ïðè
ýòîì ãàóññîâà êðèâèçíà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ãàóññà êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ

ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ îáëàñòè ïîâåðõíîñòè ê ïëîùàäè îáëàñ-

òè, êîãäà îíà ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå. Ðåøåíèå ïðîáëåìû, äàííîå Ã. Ìèíêîâ-

ñêèì, íå ñîäåðæèò íèêàêîé èíôîðìàöèè î ðåãóëÿðíîñòè ïîâåðõíîñòè, äàæå

åñëè çàäàííàÿ ôóíêöèÿK(n) àíàëèòè÷åñêàÿ. Ã. Ëåâè äîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíê-
öèÿ K(n) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ çàìêíóòàÿ

âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðèâèçíîé K(n).
Â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè Ã. Ìèíêîâñêîãî è Ã. Ëåâè âîçíèêàþò ñëåäóþùèå

âîïðîñû. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè K(n) ïðîáëå-
ìà Ìèíêîâñêîãî èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå? Êàêóþ ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñ-

òè ãàðàíòèðóåò ïðè ýòîì ïðèíàäëåæíîñòü ïîâåðõíîñòè ê êëàññó Ck? Íåëüçÿ

ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü, íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòàÿ, ðåãó-

ëÿðíà, åñëè ðåãóëÿðíà ôóíêöèÿ K(n)?
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2. Ãîäû ñòàíîâëåíèÿ À.Â. Ïîãîðåëîâà

Áåç ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì íîâàÿ òåîðèÿ áûëà íåïîëíîöåííà. È ïîÿâèëñÿ

÷åëîâåê, êîòîðûé îòâåòèë íà âñå ýòè âîïðîñû Ýòî áûë À.Â. Ïîãîðåëîâ. Îí

ðîäèëñÿ 3 ìàðòà 1919 ãîäà â ã. Êîðî÷å Áåëãîðîäñêîé îáëàñòè. Åãî îòåö Âàñè-

ëèé Ñòåïàíîâè÷ èìåë ëèøü êîðîâó è ëîøàäü. Âî âðåìÿ êîëëåêòèâèçàöèè ïîä

äàâëåíèåì îí âñòóïèë â êîëõîç, êóäà âûíóæäåí áûë îòäàòü äîìàøíèé ñêîò,

êîòîðûé î÷åíü ëþáèë. Îäíàæäû îí ïîøåë íà êîëõîçíóþ êîíþøíþ è óâè-

äåë ñâîþ ëîøàäü èñòîùåííóþ, óìèðàþùóþ îò æàæäû. À êîíþõ â ýòî âðåìÿ

ïüÿíñòâîâàë. È Âàñèëèé Ñòåïàíîâè÷ èçáèë êîíþõà, áûâøåãî áåäíÿêà. Ýòî

áûëî ïðåäñòàâëåíî òàêèì îáðàçîì, áóäòî êóëàê èçáèë áåäíÿêà, è Âàñèëèé

Ñòåïàíîâè÷ âûíóæäåí áûë áåæàòü èç äåðåâíè ñ æåíîé Åêàòåðèíîé Èâàíîâ-

íîé, äàæå îñòàâèâ äåòåé. ×åðåç íåäåëþ Åêàòåðèíà Èâàíîâíà òàéêîì âûâåçëà

äåòåé. Òàê À.Â. Ïîãîðåëîâ îêàçàëñÿ â ã. Õàðüêîâå, ãäå åãî îòåö óñòðîèëñÿ

ðàáîòàòü íà ñòðîèòåëüñòâå òðàêòîðíîãî çàâîäà. Î òîì, ÷òî åãî ðîäèòåëè ïî-

ñòðàäàëè âî âðåìÿ êîëëåêòèâèçàöèè, ÿ óñëûøàë îò íåãî òîëüêî â 2000 ãîäó.

Ýòî ñîáûòèå, ïî-ìîåìó, îêàçàëî áîëüøîå âëèÿíèå íà åãî ëèíèþ îáùåñòâåííî-

ãî ïîâåäåíèÿ: îí áûë î÷åíü îñòîðîæåí â âûñêàçûâàíèÿõ. Êàê-òî â 1980 ãîäó

îí ñêàçàë, ÷òî åãî ìàìà ó÷èëà: �Ìîë÷àíèå � çîëîòî�. Íî íèêîãäà íå äîïóñêàë

ïîñòóïêîâ, ïðîòèâîðå÷àùèõ åãî óáåæäåíèÿì. Óæå ïåðååõàâ â Ìîñêâó ê ñûíó,

îí ðàññêàçûâàë ìíå, êàê îòáîÿðèâàëñÿ îò âñòóïëåíèÿ â ïàðòèþ, è ýòî åìó

óäàëîñü. Íàñêîëüêî ÿ çíàþ, îí íèêîãäà íå ïîäïèñûâàë ïèñåì ñ îñóæäåíèåì

äèññèäåíòîâ, íî, ïî-ìîåìó, òàêæå è íèêàêèõ ïèñåì â èõ çàùèòó. À.Â. Ïîãî-

ðåëîâ áûë äåïóòàòîì Âåðõîâíîãî Ñîâåòà Óêðàèíû íåñêîëüêî ñîçûâîâ (õîòÿ,

êàê îí ãîâîðèë, ïðîáîâàë òàêæå îò ýòîãî îòêðóòèòüñÿ).

Óæå â øêîëüíûå ãîäû îò÷åòëèâî ñòàëè ïðîÿâëÿòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñïî-

ñîáíîñòè À.Â. Ïîãîðåëîâà. Îäíîêëàññíèêè â øóòêó ïðîçâàëè åãî Ïàñêàëåì.

Îí ñòàíîâèòñÿ ïîáåäèòåëåì îäíîé èç ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä, êî-

òîðûå ïðîâîäèë Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò äëÿ øêîëüíèêîâ, à òàêæå Âñåóê-

ðàèíñêîé îëèìïèàäû. À.Â. Ïîãîðåëîâ òàêæå õîðîøî ðèñîâàë. È ðîäèòåëè

íå çíàëè, ïî êàêîìó ïóòè åãî íàïðàâèòü. Åãî ìàòü îáðàòèëàñü çà ñîâåòîì ê

ó÷èòåëþ ìàòåìàòèêè ñûíà. Òîò ïîñìîòðåë ðèñóíêè è ñêàçàë, ÷òî ìàëü÷èê

õîðîøî ðèñóåò, íî â ïåðèîä èíäóñòðèàëèçàöèè íà ðèñîâàíèå íå ïðîæèâåøü.

Ýòî è îïðåäåëèëî âûáîð îáðàçîâàíèÿ. Â 1937 ãîäó Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïî-

ñòóïàåò íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Óâëå÷åíèå Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à ìàòåìàòèêîé ñðàçó ïðèâëåêëî ê íåìó

âíèìàíèå ïðåïîäàâàòåëåé. Ïðîôåññîð Ï.À. Ñîëîâüåâ ïðåäëîæèë þíîìó ñòó-

äåíòó èçó÷èòü êíèãó Ò. Áîííåçåíà è Â. Ôåíõåëÿ ¾Òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë¿

íà íåìåöêîì ÿçûêå. Ñ ýòîãî âðåìåíè ãåîìåòðèÿ ñòàíîâèòñÿ äëÿ Àëåêñåÿ Âà-

ñèëüåâè÷à îñíîâíûì èíòåðåñîì æèçíè. Âîéíà íå äàëà âîçìîæíîñòè îêîí-
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÷èòü óíèâåðñèòåò. Åãî ïðèçûâàþò â àðìèþ è íàïðàâëÿþò íà ó÷åáó â Âîåííî-

âîçäóøíóþ àêàäåìèþ èì. Í.Å. Æóêîâñêîãî. Íî èíòåðåñ ê ãåîìåòðèè ó Àëåê-

ñåÿ Âàñèëüåâè÷à íå óãàñàåò. Â àâãóñòå 1943 ãîäà îí ïèøåò ñâîåìó ïðåïîäàâàòå-

ëþ ß.Ï. Áëàíêó: ¾Î÷åíü æàëåþ, ÷òî èç Õàðüêîâà íå çàõâàòèë ñâîé êîíñïåêò

Ò. Áîííåçåíà è Â. Ôåíõåëÿ î âûïóêëûõ òåëàõ. Òàì ó ìåíÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ

âîïðîñîâ ïî ãåîìåòðèè â öåëîì... . Íå íàéäåòñÿ ëè ó Âàñ äëÿ ìåíÿ êàêîãî-

íèáóäü èíòåðåñíîãî âîïðîñà ïî ãåîìåòðèè â öåëîì èëè âîîáùå ïî ãåîìåòðèè?

Õîòåëîñü áû ïîëîìàòü ãîëîâó...¿.

Â 1945 ãîäó ïî îêîí÷àíèè îáó÷åíèÿ â Âîåííî-âîçäóøíîé àêàäåìèè

À.Â. Ïîãîðåëîâ íà÷èíàåò ðàáîòàòü èíæåíåðîì-êîíñòðóêòîðîì â Öåíòðàëüíîì

àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì èíñòèòóòå. Æåëàíèå çàâåðøèòü óíèâåðñèòåòñêîå îá-

ðàçîâàíèå è ñåðüåçíî çàíèìàòüñÿ ãåîìåòðèåé ïðèâîäèò åãî â Ìîñêîâñêèé óíè-

âåðñèòåò. À.Â. Ïîãîðåëîâ îáðàòèëñÿ ê äåêàíó ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà àêàäåìèêó È.Ã. Ïåòðîâñêîìó ñ âîïðîñîì îá îêîí÷àíèè ñâîåãî ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå îí îêîí÷èë ÷åòûðå

êóðñà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Íî êîãäà È.Ã. Ïåòðîâñêèé óçíàë,

÷òî êðîìå òîãî Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ îêîí÷èë àêàäåìèþ èì. Í.Å. Æóêîâñêîãî,

òî îí ïîñ÷èòàë, ÷òî íåò íóæäû â ôîðìàëüíîì îêîí÷àíèè îáðàçîâàíèÿ. Òîã-

äà À.Â. Ïîãîðåëîâ âûñêàçàë ñâîå æåëàíèå çàíèìàòüñÿ ãåîìåòðèåé. È.Ã. Ïåò-

ðîâñêèé ïîñîâåòîâàë åìó îáðàòèòüñÿ ê Â.Ô. Êàãàíó. Ïðè âñòðå÷å Â.Ô. Êàãàí

ñïðîñèë î òîì, ÷åì áû õîòåë çàíèìàòüñÿ Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷, íà ÷òî ïîëó÷èë

îòâåò � âûïóêëîé ãåîìåòðèåé. Â.Ô. Êàãàí çàìåòèë, ÷òî ýòî âîïðîñ íå ê íåìó,

à ê À.Ä. Àëåêñàíäðîâó, êîòîðûé ñåé÷àñ íàõîäèòñÿ â Ìîñêâå è ñîáèðàåòñÿ íà

êâàðòèðå Á.Í. Äåëîíå ê âûåçäó â àëüïèíèñòñêèé ëàãåðü. (À.Ä. Àëåêñàíäðîâ

áûë ìàñòåðîì ñïîðòà ïî àëüïèíèçìó, à Á.Í. Äåëîíå � çà÷èíàòåëåì ñîâåòñêîãî

àëüïèíèçìà.)

Ïåðâàÿ àóäèåíöèÿ ïðîäîëæàëàñü äåñÿòü ìèíóò. Ñèäÿ íà ðþêçàêå, Àëåê-

ñàíäð Äàíèëîâè÷ ïîñòàâèë ïåðåä Àëåêñååì Âàñèëüåâè÷åì çàäà÷ó îá îöåíêå

äëèíû êðàò÷àéøåé íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè: âåðíî ëè, ÷òî íà çàìêíóòîé

âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ãàóññîâîé êðèâèçíû K 6 1 îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé,

äëèíû íå áîëüøåé �, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Â òå÷åíèå ãîäà çàäà÷à áûëà ðå-

øåíà óòâåðäèòåëüíî, è â 1946 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ [4]. Ýòà òåîðåìà

îòíîñèòñÿ íå ê âíåøíåé ãåîìåòðèè, à ê ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. È åå îáîáùå-

íèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé áûëî äîêàçàíî Â. Êëèíãåíáåðãîì â 1959 ãîäó:

â ïîëíîì îäíîñâÿçíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå M2n ñåêöèîííîé êðèâèçíû

0 < K� 6 K1 ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé �=
p
K1, åñòü êðàò-

÷àéøàÿ. Â íå÷åòíîìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè áîëåå æåñòêèõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà êðèâèçíó, à èìåííî, K� >
1

4
K1 > 0: Ýòî îãðàíè÷åíèå ïî

ñóùåñòâó.

Ëåò ïÿòü-ñåìü òîìó íàçàä ÿ ñïðîñèë Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à, ïî÷åìó íå áû-

ëî óäåëåíî äîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ ãëîáàëüíîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Íà ÷òî îí
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îòâåòèë: ¾Ó íàñ áûëî è áåç òîãî ìíîãî çàäà÷¿. Íî Â.À. Òîïîíîãîâ ãîâîðèë ìíå,

÷òî ïåðâûì, êòî îöåíèë åãî òåîðåìó ñðàâíåíèÿ î òðåóãîëüíèêàõ â ðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå, áûë À.Â. Ïîãîðåëîâ. Ïðàâèëüíåå íàçûâàòü ýòó òåîðåìó ñðàâíå-

íèÿ òåîðåìîé Àëåêñàíäðîâà�Òîïîíîãîâà, òàê êàê À.Ä. Àëåêñàíäðîâ îòêðûë

åå è äîêàçàë äëÿ îáùèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïîñòóïàåò â çàî÷íóþ àñïèðàíòóðó ÌÃÓ ê ïðîôåññî-

ðó Í.Â. Åôèìîâó. Èçó÷èâ â ðóêîïèñè êíèãó À.Ä. Àëåêñàíäðîâà ¾Âíóòðåííÿÿ

ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé¿, îí íà÷èíàåò çàíèìàòüñÿ ãåîìåòðèåé îá-

ùèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Í.Â. Åôèìîâ âèäåë ñâîþ ðîëü ðóêîâîäèòåëÿ â

òîì, ÷òîáû âäîõíîâèòü ñâîåãî àñïèðàíòà íà ðåøåíèå ñëîæíîé ïðîáëåìû.

Ìíîãî ðàç ìíå ïðèõîäèëîñü äîêëàäûâàòü íà ñåìèíàðàõ Í.Â. Åôèìîâà è

À.Â. Ïîãîðåëîâà. Îíè î÷åíü îòëè÷àëèñü ñâîèì ñòèëåì: íà ñåìèíàð Í.Â. Åôè-

ìîâà äîëãî ñîáèðàëèñü, äîêëàä ïðîäîëæàëñÿ ïàðó è ïîñëå äîêëàäà íåèçìåííî

õâàëèëè, òàê ÷òî äàæå òðóäíî áûëî ïîíÿòü, õîðîøèé òû ïîëó÷èë ðåçóëüòàò

èëè íå î÷åíü. Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ âñåãäà ïóíêòóàëüíî ïðèõîäèë ê íà÷àëó

ñåìèíàðà, íèêîãäà íå îïàçäûâàë. Äîêëàä äëèëñÿ íå áîëåå ÷àñà: Àëåêñåé Âà-

ñèëüåâè÷ íå ëþáèë ñëóøàòü äîêàçàòåëüñòâà. Ïî-ìîåìó, îí ïðîñòî ñàì ïîñëå

ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà åãî íåìåäëåííî âîñïðîèçâîäèë. Â îöåíêå ðåçóëü-

òàòîâ áûë ñòðîã è äàæå ñóðîâ. Â 1968 ãîäó â Õàðüêîâ, íà ãåîìåòðè÷åcêèé

ñåìèíàð ïðèåçæàëè äîêëàäûâàòü òðè ïðåòåíäåíòà íà äîêòîðñêóþ ñòåïåíü,

èç êîòîðûõ Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïîääåðæàë òîëüêî îäíîãî, Â.À. Òîïîíîãîâà,

à äâà äðóãèõ ïîåõàëè â Íîâîñèáèðñê è ïîëó÷èëè ïîääåðæêó À.Ä. Àëåêñàí-

äðîâà. Äèññåðòàöèè áûëè óñïåøíî çàùèùåíû.

À.Â. Ïîãîðåëîâ õâàëèë ðåäêî, íî êîãäà ñäåðæàííî õâàëèë � ýòî çíà÷èëî,

÷òî òû ïîëó÷èë õîðîøèé ðåçóëüòàò. Îí î÷åíü áûñòðî ñîîáðàæàë, îáëàäàë ãðî-

ìàäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòóèöèåé, è åìó âñå áûñòðî ñòàíîâèëîñü íà äîêëàäå

ÿñíî. Ìíîãèå ÷ëåíû ñåìèíàðà íå îòâàæèâàëèñü çàäàâàòü âîïðîñû, ÷òîáû íå

âûãëÿäåòü íåçíàéêàìè.

Â 1947 ãîäó Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ, â

êîòîðîé äîêàçàë, ÷òî íà ëþáîé îáùåé çàìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ñó-

ùåñòâóþò òðè çàìêíóòûõ êâàçèãåîäåçè÷åñêèõ [5]. Ýòà òåîðåìà åñòü îáîáùå-

íèå òåîðåìû Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà î ñóùåñòâîâàíèè òðåõ çàìêíóòûõ

ãåîäåçè÷åñêèõ íà çàìêíóòîé ðåãóëÿðíîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Êâàçèãåîäå-

çè÷åñêèå � ýòî êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ, â êîòîðûõ

ïîâîðîò ñëåâà è ñïðàâà íà êàæäîì îòðåçêå êðèâîé íåîòðèöàòåëåí.

Çàùèòèâ äèññåðòàöèþ, À.Â. Ïîãîðåëîâ äåìîáèëèçóåòñÿ èç àðìèè è ïå-

ðååçæàåò â ã. Õàðüêîâ, ÷òî, íàâåðíîå, íå ïðîñòî áûëî ñäåëàòü. Ýòî âèäíî

äàæå èç ïðèêàçà î äåìîáèëèçàöèè � îí äåìîáèëèçóåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñû-

íîì Ì.Ì. Ëèòâèíîâà, áûâøåãî ìèíèñòðà èíîñòðàííûõ äåë ÑÑÑÐ. ×åðåç ãîä

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåìå �Îäíîçíà÷-
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À.À. Áîðèñåíêî

íàÿ îïðåäåëåííîñòü âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé êðèâèç-

íû� è âñêîðå äîêàçûâàåò òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè â ñàìîé

îáùåé ïîñòàíîâêå [6].

3. Îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëåííîñòü çàìêíóòûõ

âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

Â 1813 ãîäó Î.Ë. Êîøè äîêàçàë çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü äâà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêà ñî-

ñòàâëåíû èç ðàâíûõ ãðàíåé (òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ

âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, êîòîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì),

ñîñòàâëåííûå â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå. Òîãäà ìíîãîãðàííèêè ðàâíû. Òî

åñòü èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì.

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî, íå ìåíÿÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïðè-

íàäëåæàùåãî Î. Êîøè, óñëîâèå ðàâíîñîñòàâëåííîñòè çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì

óñëîâèåì èçîìåòðè÷íîñòè ïîâåðõíîñòåé ìíîãîãðàííèêîâ. Êîíå÷íî, áåç óñëî-

âèÿ âûïóêëîñòè òåîðåìà Êîøè íå âåðíà.

Áàøíÿ ñ ÷åòûðåõñêàòíîé êðûøåé íà êóáè÷åñêîì îñíîâàíèè è áàøíÿ ñ

ïðîäàâëåííîé êðûøåé ñîñòàâëåíû èç ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ ãðàíåé, ïðèìû-

êàþùèõ äðóã ê äðóãó â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå. Íî îíè íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà C3 ïîëîæè-

òåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè áûëà

äîêàçàíà â 1923 ãîäó Ñ. Êîí-Ôîññåíîì, äëÿ ïîâåðõíîñòåé êëàññà C2 íåîòðè-

öàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû � Ã. Ãåðãëîòöîì â 1942 ã.

À.Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë îáîáùåíèå òåîðåìû Êîøè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëü-

íûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Äâå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå îäíîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ, ïðè êîòîðîì

äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðè îòîáðàæåíèè êðèâûõ ðàâíû.

Òåîðåìà 1 (À.Â. Ïîãîðåëîâ, 1949)[7]. Äâå çàìêíóòûå èçîìåòðè÷íûå

âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíû, òî

åñòü ñîâìåùàþòñÿ äâèæåíèåì.

Ãëàâíûì äîñòèæåíèåì À.Â. Ïîãîðåëîâà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñ-

òåé íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ðåãóëÿðíîñòè. Ïîâåðõíîñòè ìî-

ãóò èìåòü ðåáðà, êîíè÷åñêèå òî÷êè. Åäèíñòâåííîå âíåøíåå îãðàíè÷åíèå �

ýòî âûïóêëîñòü èçîìåòðè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Áåç ýòèõ òðåáîâàíèé òåîðåìà

íåâåðíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû îòðåæåì îò ñôåðû øàïî÷êó è çåðêàëüíî

îòîáðàçèì åå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ, òî ïîëó÷èì íåâûïóêëóþ ïî-

âåðõíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ ñôåðå, íî íå ðàâíóþ åé.
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Ìû âèäèì, ÷òî ïîòðåáîâàëîñü 100 ëåò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îá-

ùåé ïîñòàíîâêå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðîøëî

áîëåå ïîëóâåêà, äî ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò áîëåå ïðîñòîãî, êîðîòêîãî äîêàçà-

òåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî À.Â. Ïîãîðåëîâà ñòðîèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîïóñ-

òèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå íåðàâíûå èçîìåòðè÷íûå çàìêíóòûå âûïóêëûå ïî-

âåðõíîñòè F0; F: Òîãäà áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî áëèçêî

ê F0 èçîìåòðè÷íàÿ åé çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü F1. Äàëüøå ïðîèç-

âîäèòñÿ ñìåøèâàíèå ïîâåðõíîñòåé. Îïåðàöèÿ ñìåøèâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé çà-

êëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè F�, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,

êîòîðûå äåëÿò îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ïî èçîìåòðèè òî÷êè,

â îòíîøåíèè � : (1 � �). Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòè F� è F� ïðè �, áëèçêîì ê

1/2 è � = 1 � � ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ðàññìîòðèì èçî-

ìåòðè÷íûå âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóþòñÿ íà

ïëîñêîñòü xy, îáðàùåíû âûïóêëîñòüþ ê íåé, è îïîðíûå ïëîñêîñòè îáðàçóþò

ñ ïëîñêîñòüþ xy óãëû � < �

2
. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì

ðàñïîëîæåíèåì ïîâåðõíîñòåé. Íà òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íîð-

ìàëüíûå ðàâíîîòñòîÿùèå êðèâûå. Ýòî êðèâûå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äðóã

äðóãó ïî èçîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé, è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà

îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ïëîñêîñòè xy. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí äîêàçàë, ÷òî

íà èçîìåòðè÷íûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòÿõ â êàíîíè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè íå

ìîæåò áûòü çàìêíóòûõ íîðìàëüíûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ êðèâûõ, ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, óêàçàíû òàêèå êðèâûå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïîâåðõíîñòè F0; F1
íå ðàâíû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áëèçêîé èçîìåòðè÷íîé ïîâåðõíîñòè áûëà èñïîëü-

çîâàíà òåîðåìà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà î ñêëåèâàíèè è òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé

îïðåäåëåííîñòè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Äëÿ èçó÷åíèÿ êðè-

âûõ èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ êðèâûõ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïîâîðîòà, ðàçâè-

òàÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì è Â.À. Çàëãàëëåðîì, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ãåî-

ìåòðè÷åñêèå ñèíòåòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ïðèäóìàííûå À.Â. Ïîãîðåëîâûì.

Íóæäà â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ áûëà âûçâàíà îòñóòñòâèåì àíàëèòè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà, ñâÿçàííûì ñ íàëè÷èåì êîíè÷åñêèõ, ðåáðèñòûõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè.

Âñå ýòî äåëàåò ðàáîòó î÷åíü òðóäíîé äëÿ ÷òåíèÿ. Ïîìíþ, êîãäà â 1970 ãî-

äó ÿ â ïåðâûé ðàç ïîåõàë äîêëàäûâàòü íà ñåìèíàð â Ëåíèíãðàä, òî îäèí èç

âîïðîñîâ áûë, ñóìåë ëè ÿ äî êîíöà ïðîáèòüñÿ â ðàçáîðå äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû î æåñòêîñòè

çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé, äîêàçàííîé òàêæå À.Â. Ïîãîðåëîâûì [6].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè çàìêíóòûõ âûïóê-

ëûõ ïîâåðõíîñòåé ñëåäóåò òàêæå èç îöåíêè äåôîðìàöèè çàìêíóòîé âûïóê-

ëîé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ åå âíóòðåííåé ìåòðèêè. Ýòîò

ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí Þ.À. Âîëêîâûì [8].
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Çà ðåøåíèå ïðîáëåìû îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè âûïóêëûõ ïîâåðõ-

íîñòåé Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ Ïîãîðåëîâ ïîëó÷èë Ñòàëèíñêóþ ïðåìèþ 2 ñòå-

ïåíè. Êàê ðàññêàçûâàë Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷, â 1951 ã. èç Êèåâà âäðóã ïðè-

õîäèò òåëåãðàììà, ÷òî Àêàäåìèÿ íàóê âûäâèíóëà åãî íà âàêàíñèþ ÷ëåíà-

êîððåñïîíäåíòà è ïðîñèëà äàòü ñîãëàñèå íà ïåðååçä â ã. Êèåâ. Í.È. Àõèåçåð

ñêàçàë: ¾Ñäåëàåì âèä, ÷òî ìû íå ïîëó÷àëè òåëåãðàììû. Óíèâåðñèòåò Âàñ ñàì

âûäâèíåò¿.

Áåñêîíå÷íî ìàëûì èçãèáàíèåì íàçûâàåòñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ äå-

ôîðìàöèÿ ïîâåðõíîñòè, ïðè êîòîðîé äëèíû êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè ñòàöèî-

íàðíû. Ïîëå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè íàçûâàåòñÿ èçãèáàþùèì ïîëåì. Èçãèáà-

þùåå ïîëå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé äâè-

æåíèÿ ïîâåðõíîñòè êàê òâåðäîãî òåëà. Åñëè ïîâåðõíîñòü íå äîïóñêàåò èíûõ

áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé, êðîìå òðèâèàëüíûõ, òî îíà íàçûâàåòñÿ æåñò-

êîé. Â. Áëÿøêå äîêàçàë, ÷òî çàìêíóòàÿ ðåãóëÿðíàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü

ñ ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé íå äîïóñêàåò èíûõ ðåãóëÿðíûõ áåñêî-

íå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé, êðîìå òðèâèàëüíûõ.

Ïóñòü F � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü r = r(u; v) è �(u; v) � ãëàäêîå âåêòîð-

íîå ïîëå, çàäàííîå â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ ïîâåðõ-

íîñòè

r = r(u; v) + t�(u; v):

Åñëè äëèíû êðèâûõ ñòàöèîíàðíû, òî

hru; �ui = 0; hru; �vi+ hrv; �ui = 0; hrv; �vi = 0:

Ýòî è åñòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé. Äëÿ

ñîñòàâëÿþùåé � ïîëÿ � ïî îñè z äëÿ ïîâåðõíîñòè z = z(x; y) ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå

zxx�yy � 2zxy�xy + zyy�xx = 0; (1)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü z = �(x; y) èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ ãàóññîâó

êðèâèçíó.

Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé îáùåé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ïî÷òè

âñþäó òàêæå èìååò ìåñòî óðàâíåíèå (1) è èìååò ìåñòî

Îñíîâíàÿ ëåììà. Åñëè F : z = z(x; y) � âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü, íå

ñîäåðæàùàÿ ïëîñêèõ îáëàñòåé è �(x; y)- ñîñòàâëÿþùàÿ ïî îñè z åå èçãèáà-

þùåãî ïîëÿ, òî ïîâåðõíîñòü � : z = �(x; y) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ íåïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ò.å. îò íåå íèãäå íåëüçÿ îòðåçàòü ãîðáóøêó èëè,

äðóãèìè ñëîâàìè, íà íåé íåò òî÷åê ñòðîãîé âûïóêëîñòè.

Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ýòî çíà÷èò, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà íåïîëîæèòåëüíà.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, À.Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë, ÷òî

èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 2. Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ïëîñêèõ

îáëàñòåé, æåñòêàÿ, ò.å. èçãèáàþùåå ïîëå � = a � r + b; ãäå a; b � ïîñòî-

ÿííûå âåêòîðû, r � ðàäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè. Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî-

âåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïëîñêèå îáëàñòè, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé âíå ïëîñêèõ

îáëàñòåé.

Ðåçóëüòàòû À.Â. Ïîãîðåëîâà îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè è æåñòêîñ-

òè ëåãëè â îñíîâó åãî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê. Íàñêîëüêî ÿ çíàþ,

ìåõàíèêè ñíà÷àëà âîñïðèíÿëè åå â øòûêè. Ìíå ðàññêàçûâàë ìîé íàó÷íûé

ðóêîâîäèòåëü ïî àñïèðàíòóðå Å.Ï. Ñåíüêèí, ÷òî, êîãäà Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷

ïîêàçûâàë èì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçãèáàíèþ îáîëî÷åê, êîòîðûå

ïîäòâåðæäàëè åãî òåîðèþ, òî îíè ãîâîðèëè, ÷òî, ìîë, ïàëüöåì �íàòûêàë�.

Ïåðååçä À.Â. Ïîãîðåëîâà â ã. Õàðüêîâ áûë, äåéñòâèòåëüíî, óñïåøíûé.

Í.È. Àõèåçåð îáðàòèë âíèìàíèå Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à íà ðàáîòû Ñ.Í. Áåðí-

øòåéíà ïî çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà [9]. È ñîåäèíå-

íèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà ñ ñèíòåòè÷åñêèìè ãåîìåò-

ðè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîçâîëèëî ðåøèòü âîïðîñû î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëûõ

ïîâåðõíîñòåé ñ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû è ðåãóëÿð-

íîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè â ðåøåíèè ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî ñ ðåãóëÿðíîé

ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé êàê ôóíêöèåé íîðìàëè.

Äî 1934 ãîäà Ñ.Í. Áåðíøòåéí ðàáîòàë â Õàðüêîâå è âûíóæäåí áûë óåõàòü

ïîñëå òîãî, êàê ïîäàë â ïå÷àòü ñòàòüþ ïðîòèâ îãóëüíîãî âíåäðåíèÿ ìàðêñèçìà

â ìàòåìàòèêó. Ïîñëå ýòîãî íà÷àëàñü ïóáëè÷íàÿ òðàâëÿ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà. Çà-

ìå÷ó, ÷òî ïåðâûé Âñåñîþçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñúåçä áûë â Õàðüêîâå ïîòîìó,

÷òî òàì ðàáîòàë Ñ.Í. Áåðíøòåéí.

À.Â. Ïîãîðåëîâà ìîæíî ñ÷èòàòü ïðååìíèêîì Ñ.Í. Áåðíøòåéíà â îáëàñòè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåîäíîêðàòíî Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ èñïîëü-

çîâàë è ïðåêðàñíóþ òåîðåìó Áåðíøòåéíà î òîì, ÷òî ÿâíî çàäàííàÿ íàä âñåé

ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòü íåïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, êîòîðàÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè ðàñòåò ìåäëåííåå ëèíåéíîé, ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì.

4. Ðåãóëÿðíîñòü âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ðåãóëÿðíîé

ìåòðèêîé è ïðîáëåìà Ìèíêîâñêîãî

Ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Äàðáó:

(zuu � �111zu � �211zv)(zvv � �122zu � �222zv)� (zuv � �112zu � �212zv)
2

= K(E � z2
u
)(G� z2

u
)� (F � zuzv)

2;

ãäå E, F , G � êîýôôèöèåíòû I êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, �k
ij
� ñèìâîëû Êðèñ-

òîôôåëÿ, z � êîîðäèíàòà ðàäèóñ-âåêòîðà. Åãî êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþò-

ñÿ òîëüêî ìåòðèêîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Ìîíæà�Àìïåðà
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ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà. Çàäà÷à ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðåãóëÿðíîñ-

òè êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òî äëÿ

ðåãóëÿðíîé øàïêè áûëè äàíû îöåíêè äëÿ òàíãåíñà óãëà íàêëîíà êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è íîðìàëüíûõ êðèâèçí â çàâèñèìîñòè

òîëüêî îò âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ òîëüêî âíóòðåííåé ìåòðèêîé øàïêè. Áûëà

òàêæå äàíà îöåíêà íîðìàëüíûõ êðèâèçí âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè

òîëüêî â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ âíóòðåííåé ìåòðèêîé øàïêè

è ðàññòîÿíèÿ îò ïëîñêîñòè êðàÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íîðìàëüíûõ êðèâèçí

áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, âîñõîäÿùèé ê Ñ.Í. Áåð-

íøòåéíó. Íî çäåñü èñêóññòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â êàæäîé êîíêðåò-

íîé çàäà÷å âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ. Àëåêñåé

Âàñèëüåâè÷ âëàäåë ýòèì èñêóññòâîì âèðòóîçíî. Äàííûå îöåíêè ñîîòâåòñòâî-

âàëè àïðèîðíûì îöåíêàì íà ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Äàðáó â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî, äîïóñêàÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ,

ìû äàåì îöåíêè íà ïðîèçâîäíûå ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè

îò êîýôôèöèåíòîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ, ðàññòîÿíèÿ îò ãðàíèöû è ïðîèçâîäíûõ

ðåøåíèÿ íèçøèõ ïîðÿäêîâ. Ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àïðèîðíûå

îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ 1 è 2 ïîðÿäêà ñëåäóþò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-

æåíèé. È àíàëîãè÷íûå îöåíêè Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïîëó÷àåò âî ìíîãèõ çàäà-

÷àõ. Äàëüøå ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò. Àïðèîðíûå îöåíêè

ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè z = z(x; y), óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

F (x; y:z; zx; zy; zxx; zyy; zxy) = 0; (2)

ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü óæå òîëüêî àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè:

1) äëÿ ìîäóëåé òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ z â òî÷êå (x; y) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

îöåíêè â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ òî÷êè (x; y) äî ãðàíèöû îáëàñòè G, ãäå

çàäàíî z = z(x; y) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), à òàêæå â çàâèñè-

ìîñòè îò âåðõíåé ãðàíè ìîäóëåé ôóíêöèè z è åå ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî

ïîðÿäêà, âåðõíåé ãðàíè ìîäóëåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè F äî òðåòü-

åãî ïîðÿäêà, âåðõíåé ãðàíè ìîäóëåé âåëè÷èí

1

Fr
;

1

Ft
;

1

FrFt � 1

4
F 2
s

; ãäå r = zxx; s = zxy; t = zyy;

2) îöåíêè äëÿ ÷åòâåðòûõ è ïîñëåäóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ z = z(u; v)
óðàâíåíèÿ (2) îñíîâàíû íà òåîðèè Øàóäåðà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèï-

òè÷åñêîãî òèïà.
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Îöåíêè íà ïðîèçâîäíûå k-ïîðÿäêà ðåøåíèÿ z = z(x; y) (k > 3) óðàâíåíèÿ
(1), çàäàííîãî â êðóãå !" : x

2 + y2 6 "2; � çàâèñÿò îò âåðõíåé ãðàíè ìîäóëÿ

z è åãî ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà â êðóãå !", âåðõíåé ãðàíè âåëè÷èí

1

Fr
;

1

Ft
;

1

FrFt � 1

4
F 2
s

è âåðõíåé ãðàíè ìîäóëåé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé F äî s� ïîðÿäêà, ïðè÷åì

s = 3 ïðè k = 3, è s = k � 1 ïðè k > 3. Áîëåå òîãî, â çàâèñèìîñòè îò

òåõ æå âåëè÷èí ìîãóò áûòü óêàçàíû îöåíêè äëÿ íàèìåíüøèõ ïîñòîÿííûõ

Ãåëüäåðà ïðîèçâîäíûõ k-ïîðÿäêà ôóíêöèè z îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ

�, 0 < � < 1.
Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäàííàÿ â êðóãå àíà-

ëèòè÷åñêàÿ ìåòðèêà g ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ñ ïîëîæèòåëüíîé

ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé êðàÿ ðåàëèçóåòñÿ âûïóêëîé àíàëèòè÷åñêîé øàïêîé,

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìîé çà ãðàíèöó.

Çäåñü À.Â. Ïîãîðåëîâ ïðîâîäèò äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî

ïàðàìåòðó, èäåÿ êîòîðîãî âîñõîäèò ê Ñ.Í. Áåðíøòåéíó. Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷

áëåñòÿùå ïðèìåíÿë åãî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Äëÿ äàííîé ïðîáëåìû ýòîò ìåòîä

òðåáóåò ðåøåíèÿ òðåõ çàäà÷:

I. Âêëþ÷åíèå ìåòðèêè â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ìåò-

ðèê gt; 0 6 t 6 1; g1 = g, è ìåòðèêà g0 ðåàëèçóåòñÿ âûïóêëîé àíàëèòè÷åñêîé

øàïî÷êîé. Çà ìåòðèêó g0 áåðåòñÿ ñåãìåíò ñôåðû.

II. Åñëè ìåòðèêà gt0 ïîãðóæàåìà â âèäå âûïóêëîé àíàëèòè÷åñêîé øàïêè, òî

áëèçêèå ìåòðèêè òàêæå ïîãðóæàåìû.

III. Åñëè ìåòðèêà gtn ïîãðóæàåìà è tn ! t0, òî ìåòðèêà gt0 òàêæå ïîãðóæàå-

ìàÿ.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà g = g1 òàêæå ðåàëèçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

âûïóêëîé øàïêîé.

Âòîðàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Äàð-

áó â åäèíè÷íîì êðóãå ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà åãî îêðóæíîñòè. Ñîãëàñíî

òåîðåìå Áåðíøòåéíà, äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà F = 0
äîïóñêàëî ðåøåíèå â îáëàñòè G, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà àíàëèòè÷åñêèì êîíòó-

ðîì , îáðàùàþùååñÿ â àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äóãè '(s) íà êîíòóðå ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â äàííîå óðàâíåíèå ìîã áûòü ââåäåí ïàðà-

ìåòð t òàê, ÷òîáû îíî îáðàùàëîñü â óðàâíåíèå F (t) = 0, äëÿ êîòîðîãî:

1) ïðè âñåõ 0 6 t 6 1 èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî òåì æå êðàåâûì óñëîâèÿì, âûòåêàëà ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè-

÷åííîñòü åãî ìîäóëÿ, êàê è ìîäóëåé åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâûõ äâóõ

ïîðÿäêîâ ïî x è y;

2) ïðè t = 1 F (t) = 0 îáðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå F = 0;
3) ïðè t = 0 îíî èìåëî î÷åâèäíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
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Èç ïîëó÷åííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò,

÷òî òåîðåìà Áåðíøòåéíà âûïîëíåíà è çàäà÷à II ðåøåíà.

Ðåøåíèå çàäà÷è III ñëåäóåò èç àïðèîðíûõ îöåíîê íà ïðîèçâîäíûå äî 4

ïîðÿäêà. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò êëàññà C3. À èç òåîðåìû Áåð-

íøòåéíà îá àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà áóäåò

ñëåäîâàòü àíàëèòè÷íîñòü ïðåäåëüíîé øàïêè.

Òðåòèé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè À.Â. Ïî-

ãîðåëîâ ïðîâîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç ðåãóëÿðíîñòè ìåòðèêè è ïîëîæè-

òåëüíîñòè êðèâèçíû è òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ãëàä-

êàÿ è ñòðîãî âûïóêëàÿ. Ïîýòîìó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ìîæíî

ïàðàëëåëüíî ñäâèíóòü êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü è îòðåçàòü øàïêó F0. Äàëüøå

ïðèáëèæàåòñÿ ìåòðèêà øàïêè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòðèêàìè, êîòîðûå çàäàíû â

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè ïîëîæèòåëüíîé ãåîäåçè÷åñ-

êîé êðèâèçíû. Ýòè ìåòðèêè ðåàëèçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè øàïêàìè, êîòîðûå

ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîé øàïêå F1, èçîìåòðè÷íîé ïåðâîíà÷àëüíîé. Èç àïðèîð-

íûõ îöåíîê ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü øàïêè F1. Ïðè ìàëûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿð-

íîñòè n = 2; 3 èñïîëüçóþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè Õàéíöà äëÿ îöåíêè ïåðâûõ

è, ñîîòâåòñòâåííî, âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðàäèóñà-âåêòîðà ïîâåðõíîñòè. Åñëè

âìåñòî ðàíåå âûïèñàííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñî-

êîãî ïîðÿäêà èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Íèðåíáåðãà î õàðàêòåðå ðåãóëÿðíîñòè

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðå-

ãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ Äàðáó, òî ïîëó÷èì

áîëåå òîíêèå ðåçóëüòàòû. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, èç äâóêðàòíîé äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè ïîâåðõíîñòè F1 è n-êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåòðèêè ñëåäóåò,

÷òî ïîâåðõíîñòü F1 ïðèíàäëåæèò êëàññó C
n�1;�; 0 < � < 1. Íî èçîìåòðè÷íûå

øàïêè ðàâíû. Ïîýòîìó ïåðâîíà÷àëüíàÿ øàïêà F0 áûëà òàêæå ðåãóëÿðíîé

ïîâåðõíîñòüþ.

Â èòîãå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3 (À.Â. Ïîãîðåëîâ) [10�12, 6]. Åñëè âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü

èìååò ðåãóëÿðíóþ ìåòðèêó êëàññà Cn, n > 2, è ïîëîæèòåëüíóþ ãàóññîâó

êðèâèçíó, òî ñàìà ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó Cn�1;� ïðè ëþáîì �,

0 < � < 1. Åñëè ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè àíàëèòè÷åñêàÿ, òî ïîâåðõíîñòü

àíàëèòè÷åñêàÿ.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïî ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé À.Â. Ïîãîðå-

ëîâ îïóáëèêîâàë â 1949 ãîäó â [10], à ïîëíîå èçëîæåíèå � â [11] â 1950 ãîäó, ãäå

èç k-ðàç äèôôåðåíöèðóåìîñòè (k > 4) ìåòðèêè è ïîëîæèòåëüíîñòè ãàóññîâîé

êðèâèçíû ñëåäîâàëî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå (k � 1) ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ. Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà äëÿ k = 2; 3 áûëà ïðåäñòàâëåíà

â [12].
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Ïîçäíåå, â 1953 ãîäó, çíàÿ ðåçóëüòàò À.Â. Ïîãîðåëîâà, Ë. Íèðåíáåðã äàë

ñâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðåãóëÿðíîñòè [13]. Îí äîêàçàë, ÷òî äëÿ äâó-

ìåðíîé ìåòðèêè êëàññà Cm;�, m > 4;0 < � < 1, ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé

êðèâèçíû, ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå èçîìåòðè÷íîå ïîãðóæåíèå â E3 ðåãóëÿðíîé

ïîâåðõíîñòüþ êëàññà Cm;�, à äëÿ ìåòðèê êëàññà C4 ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íîå

ïîãðóæåíèå êëàññà C3; �, ãäå 0 < � < 1.
Â êëàññàõ Ck ðåãóëÿðíîñòè Ë. Íèðåíáåðãà ðåãóëÿðíîñòü èçîìåòðè÷åñêîãî

ïîãðóæåíèÿ òà æå, à â êëàññàõ Ãåëüäåðà � ðåçóëüòàò áîëåå òîíêèé. Îí îñíî-

âàí íà àïðèîðíîé îöåíêå â êëàññàõ Ãåëüäåðà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé

îáùåãî íåëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

F (x; y; z; zx; zy; zxx; zyy ; zxy) = 0;

ïîëó÷åííîé Ë. Íèðåíáåðãîì [14].

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ïîãîðåëîâà î ðåãóëÿðíîñòè ïðèíöèïèàëüíî áîëåå

îáùàÿ, ÷åì äîêàçàííàÿ Ë. Íèðåíáåðãîì.

Òî, ÷òî äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íåîòðèöàòåëüíîé

êðèâèçíû ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêè ïîãðóæàåòñÿ â âèäå âûïóêëîé ïîâåðõíîñ-

òè, ñëåäóåò èç òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà. Ðèìàíîâû ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé ãà-

óññîâîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè. Òåîðåìà Ïîãîðåëîâà ãàðàíòèðóåò, ÷òî

âñå ýòè ïîâåðõíîñòè áóäóò ðåãóëÿðíûìè, åñëè ìåòðèêè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì òåîðåìû, à òåîðåìà Íèðåíáåðãà óòâåðæäàåò òîëüêî òî, ÷òî ñðåäè íèõ

íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü. Äåëî â òîì, ÷òî ó À.Â. Ïîãîðåëîâà áûëà

äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè èçîìåòðè÷íûõ âûïóêëûõ

øàïîê. Ýòîãî èíñòðóìåíòà íå áûëî ó Ë. Íèðåíáåðãà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòðèêè â êëàññàõ ðåãóëÿðíîñòè Ãåëüäåðà, òî îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî íèêàêèõ ïîòåðü ðåãóëÿðíîñòè íåò. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà (È.Õ. Ñàáèòîâ). Âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü ñ Cn;�, n > 2,
0 < � < 1 ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ

Cn;� ãëàäêîé [15].

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíûé âîïðîñ � êàê ñâÿ-

çàíû ìåæäó ñîáîé êëàññ ðåãóëÿðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðèìàíîâîì ïðîñò-

ðàíñòâå è êëàññ ðåãóëÿðíîñòè ìåòðèêè, èíäóöèðîâàííîé ýòèì ïîãðóæåíèåì.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ðåãóëÿðíîñòü ìåòðèêè äîëæíà áûòü íèæå. Íî â äåéñò-

âèòåëüíîñòè ýòî íå òàê. È.Õ. Ñàáèòîâ è Ñ.Ç. Øåôåëü ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ

èìè ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò äîêàçàëè, ÷òî âåðíà

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ Ck;�, k > 2, 0 < � < 1, ãëàäêàÿ l-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü

F l â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâåMn, ðåãóëÿðíîñòè íå íèæå ðåãóëÿðíîñòè ïî-

âåðõíîñòè, ÿâëÿåòñÿ Ck;�-ãëàäêèì èçîìåòðè÷åñêèì ïîãðóæåíèåì íåêîòî-

ðîãî Ck;�-ãëàäêîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M [16].
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Òåîðåìà î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, äîêàçàííàÿ À.Â. Ïîãîðå-

ëîâûì, âëåêëà çà ñîáîé íîâûå ðåçóëüòàòû î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ òèïà Ìîíæà�Àìïåðà. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîðîäèëî ãåîìåòðè÷åñêóþ òåî-

ðèþ ñíà÷àëà äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà, à ïîòîì è ìíîãîìåðíîãî,

î ÷åì åùå áóäåì ãîâîðèòü.

Ìíå êàê-òî äîâåëîñü âûñêàçàòü Àëåêñåþ Âàñèëüåâè÷ó ñâîå ìíåíèå î òîì,

÷òî òåîðåìà î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé åãî òåîðåìîé. Íî îí íå ñîãëàñèëñÿ

ñî ìíîé, ñ÷èòàÿ òàêîâîé òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè. Îäíîâðå-

ìåííî ñ òåîðåìîé î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè â 1952 ãîäó Àëåêñåé

Âàñèëüåâè÷ äàë ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî [17].

Òåîðåìà 4. Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè âñþäó ïîëî-

æèòåëüíà è êàê ôóíêöèÿ âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðåãóëÿðíà (m ðàç

äèôôåðåíöèðóåìà, m > 3), òî ñàìà ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíà (ïî êðàéíåé ìåðå
m+ 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà).

Çàìå÷ó, ÷òî ýòà òåîðåìà ëîêàëüíà äëÿ îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè, ñôåðè-

÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîòîðîé åñòü ìàëûé êðóã íà ñôåðå. Èç íåå è èç òåîðå-

ìû åäèíñòâåííîñòè, äîêàçàííîé Ã. Ìèíêîâñêèì, ñëåäóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå 
 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

O çàäàíà (k ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ, k > 3) ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ K(n)
òî÷êè n íà ñôåðå. Ïóñòü ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Z
nd!

K(n)
= 0;

ãäå d!� ýëåìåíò ïëîùàäè ñôåðû 
, à èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
âñþ ñôåðó.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ (ïî êðàéíåé ìåðå k + 1 ðàç äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ) ïîâåðõíîñòü F , êîòîðàÿ â òî÷êå ñ âíåøíåé íîðìàëüþ n èìååò ãàóñ-

ñîâó êðèâèçíó K(n). Ïîâåðõíîñòü F îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Â 1953 ãîäó Ë. Íèðåíáåðã ïåðåäîêàçàë ýòó òåîðåìó ìåòîäîì ïðîäîëæå-

íèÿ ïî ïàðàìåòðó, èñïîëüçóÿ àïðèîðíûå îöåíêè Ìèðàíäû. Ðàáîòàÿ â êëàññàõ

Ãåëüäåðà, îí äîêàçàë, ÷òî åñëè K(n) 2 Ck;�; k > 2; 0 < � < 1; òî ðåãóëÿðíîñòü
ïîâåðõíîñòè åñòü êëàññà Ck+1;�. Åñëè K 2 C2, òî ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè

áóäåò êëàññà C2 [13].
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Íî àíàëîãà ëîêàëüíîé òåîðåìû À.Â. Ïîãîðåëîâà ó Ë. Íèðåíáåðãà

íåò. Ïîýòîìó îí ìîã äîêàçûâàòü ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè òîëüêî ëèøü ïðè

óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ K(n) çàäàíà íà âñåé ñôåðå, ÷òî íååñòåñòâåííî, òàê êàê
ðåãóëÿðíîñòü � ýòî ëîêàëüíîå ñâîéñòâî ïîâåðõíîñòè.

À.Â. Ïîãîðåëîâ ãîâîðèë ìíå, ÷òî Ð. Êóðàíò ñ÷èòàë, ÷òî âîïðîñû ðåãóëÿð-

íîñòè ïîâåðõíîñòè ñ ðåãóëÿðíîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé è ðåãóëÿðíîé ãàóññî-

âîé êðèâèçíîé, êàê ôóíêöèåé íîðìàëè, ðåøåíû À.Â. Ïîãîðåëîâûì â áîëüøåé

îáùíîñòè è áîëåå åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêå, ÷åì Ë. Íèðåíáåðãîì.

5. Âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

Âåðøèíîé ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñðåäñòâ À.Â. Ïîãîðåëîâûì áûëî ðå-

øåíèå ïðîáëåìû ïîãðóæåíèÿ ãîìåîìîðôíîãî ñôåðå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

â îáùåå òðåõìåðíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî. Áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 6 [18, 6]. Ïóñòü R � ïîëíîå òðåõìåðíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñò-

âî è M � çàìêíóòîå, ãîìåîìîðôíîå ñôåðå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãàóññî-

âîé êðèâèçíîé, âñþäó áîëüøå íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Òîãäà, åñëè êðèâèçíà

ïðîñòðàíñòâà R âñþäó ìåíüøå C, òî M äîïóñêàåò èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðó-

æåíèå â R â âèäå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè.

Áîëåå òîãî, ýòî ïîãðóæåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü òàê, ÷òîáû äàííûé

äâóìåðíûé ýëåìåíò � ìíîãîîáðàçèÿ M (òî÷êà S è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â

íåé) ñîâïàë ñ äàííûì, èçîìåòðè÷íûì �, äâóìåðíûì ýëåìåíòîì �1 è ïîâåðõ-

íîñòü ðàñïîëàãàëàñü áû ïî çàäàííóþ ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Åñëè ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà R è ïîãðóæàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðèíàä-

ëåæàò êëàññó Cn, n > 3, òî ïîâåðõíîñòü F ïðèíàäëåæèò êëàññó Cn�1;�,

0 < � < 1. Ïðè÷åì ïîâåðõíîñòü F äâóìåðíûì ýëåìåíòîì îïðåäåëÿåòñÿ îä-

íîçíà÷íî.

Çäåñü òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðó:

I. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà ìíîãîîáðàçèé

Mt, ñîäåðæàùåå äàííîå ìíîãîîáðàçèå è ìíîãîîáðàçèå M0, çàâåäîìî ïîãðó-

æàåìîå.

Âçÿâ ñôåðó äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà â R òàê, ÷òîáû åå ãàóññîâà êðè-

âèçíà áûëà áîëüøå C, ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå M0. Èçîìåòðè÷íî ïîãðóçèì

M0 è M â ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû C. Èç òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà

î ïîãðóæåíèè è òåîðåìû Ïîãîðåëîâà î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

ñ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé ãàóññîâîé êðèâèçíû áîëüøå C ñëåäóåò, ÷òî M0 è M

ðåàëèçóþòñÿ â îäíîñâÿçíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

C çàìêíóòûìè ðåãóëÿðíûìè âûïóêëûìè ïîâåðõíîñòÿìè F0 è F . Ñîåäèíÿþò

èõ ñåìåéñòâîì ðåãóëÿðíûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Èì îòâå÷àþò

ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèé Mt êðèâèçíû áîëüøå C.
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II. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå Mt ïîãðóæàåìî, òî áëèçêèå ê

íåìó ìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà òàêæå ïîãðóæàåìû.

Ñíà÷àëà À.Â. Ïîãîðåëîâ èçó÷èë áåñêîíå÷íî ìàëûå èçãèáàíèÿ ðåãóëÿðíûõ

ïîâåðõíîñòåé â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãè-

áàíèé èìåþò âèä

Di�j +Dj�i = 0; i; j = 1; 2;

ãäå ÷åðåç Di îáîçíà÷àþò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, �i � êîâàðèàíòíûå êîì-

ïîíåíòû ïîëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé. Åñëè âçÿòü íà ïîâåðõíîñòè ïà-

ðàìåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

II = �((du1)2 + (du2)2);

òî óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé ïðèìóò âèä

8<
:

@�1

@u1
� @�2

@u2
� (~��11 � ~��22)�� = 0;

@�1

@u2
+ @�2

@u1
� 2~��12�� = 0;

ãäå ~��
ij
� ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïîâåðõíîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåôîð-

ìàöèè, êîãäà òî÷êà P0 2 F çàêðåïëåíà, òî åñòü �(P0) = 0, è çàêðåïëåí ïó÷îê

íàïðàâëåíèé â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü d�(P0) = 0: Âåðíà

Òåîðåìà 7 [18, 6]. Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ãîìåîìîðôíàÿ ñôåðå ïîâåðõ-

íîñòü â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíóþ âíåøíþþ êðè-

âèçíó, çàêðåïëåííàÿ â îäíîé òî÷êå âìåñòå ñ ïó÷êîì íàïðàâëåíèé, ÿâëÿåòñÿ

æåñòêîé, òî åñòü íå äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé.

Ïóñòü F � çàìêíóòàÿ, ãîìåîìîðôíàÿ ñôåðå ïîâåðõíîñòü ñ ïîëîæèòåëüíîé

âíåøíåé êðèâèçíîé K â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå R. Ïóñòü ýòà ïîâåðõíîñòü

ðåãóëÿðíî äåôîðìèðóåòñÿ, ïåðåõîäÿ ê ìîìåíòó t â íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü

Ft ñ ëèíåéíûì ýëåìåíòîì ds2t = ds2 + td�2t ; ãäå ds
2 � ëèíåéíûé ýëåìåíò èñ-

õîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè t! 0 ôîðìà d�2
t ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîìó äåôîðìàöèåé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòàâèì îáðàòíóþ

çàäà÷ó. Áóäåì èñêàòü ïîëå äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ âûçûâàåò çà-

äàííîå èçìåíåíèå ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ (ïî t) ïîðÿäêà

âûøå ïåðâîãî.

Ïóñòü � = dv

dt
� êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè â

íà÷àëüíûé ìîìåíò äåôîðìàöèè, ãäå vi � êîîðäèíàòû òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè d�2 = �ijdu
iduj � çàäàííàÿ äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè, òî êîìïîíåíòû �1; �2

âåêòîðà ñêîðîñòè äåôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

8<
:

@�1

@u1
� @�2

@u2
� (~��11 � ~��22)�� = �11��22

2
;

@�1

@u2
+ @�2

@u1
� 2~��12�� = �12:
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Ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò îáîá-

ùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, èçó÷àâøèåñÿ È.Í. Âåêóà. Èñïîëüçóÿ äàí-

íóþ òåîðèþ, À.Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë, ÷òî çàäàííîå âåêòîðíîå ïîëå � ñóùåñò-

âóåò è îíî ðåãóëÿðíî. Ýòè ïîëÿ èñïîëüçîâàëèñü â ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé ìåòðèê Mt, áëèç-

êèõ ê ïîãðóæåííîé Mt0
:

III. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Mtn ñåìåéñòâà ïîãðó-

æàåìî è tn ! t0, òî ìíîãîîáðàçèå Mt0
ïîãðóæàåìî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè íà íîðìàëüíûå êðèâèçíû çà-

ìêíóòîé âûïóêëîé ãîìåîìîðôíîé ñôåðå ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé âíåø-

íåé êðèâèçíû â ðåãóëÿðíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå â çàâèñèìîñòè òîëüêî

îò ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè è ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îáåñïå÷èâàëî àïðèîð-

íûå îöåíêè íà âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðàäèóñà-âåêòîðà. Îöåíêè íà ïðîèçâîäíûå

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñëåäîâàëè èç óðàâíåíèÿ èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæå-

íèÿ. Èç ïîëîæèòåëüíîñòè âíåøíåé êðèâèçíû ñëåäîâàëà ýëëèïòè÷íîñòü ýòîãî

óðàâíåíèÿ. Ñîåäèíåíèåì ýòèõ ýòàïîâ è ïîëó÷àåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû,

êîòîðàÿ äàåò ðåøåíèå îáîáùåííîé ïðîáëåìû Âåéëÿ äëÿ èçîìåòðè÷åñêîãî ïî-

ãðóæåíèÿ â ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà À.Â. Ïîãîðåëî-

âûì â îêîí÷àòåëüíîì âèäå.

Êîãäà ðåøåíà òðóäíàÿ ïðîáëåìà, òî ñíà÷àëà åþ âîñõèùàþòñÿ, çàòåì

ïðèâûêàþò, à ïîòîì, åñëè òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòàëüíîé, åå ïîòè-

õîíüêó çàáûâàþò. Îäíàêî â 1997 ãîäó íà âðó÷åíèè ïðåìèè Àìåðèêàíñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà çà ðàáîòó ¾Pseudo-holomorphic curves in sympletic

manifolds¿ Ì. Ãðîìîâ ãîâîðèë, ÷òî èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâ-

äîãîëîìîðôíûõ êðèâûõ âîçíèêëà ó íåãî ïðè ÷òåíèè ýòîé ðàáîòû À.Â. Ïîãî-

ðåëîâà.

Íàñêîëüêî ÿ çíàþ, îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé

ïîâåðõíîñòè ñ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêîé â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè ãàóññîâà

êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè áîëüøå ñåêöèîííîé êðèâèçíû îáúåìëþùåãî ðèìàíîâà

ïðîñòðàíñòâà.

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ëþáèë êîíêðåòíî ïîñòàâëåííûå ïðîáëåìû. À.Ë. Âåð-

íåð ðàññêàçûâàë, ÷òî, äîêëàäûâàÿ íà ñåìèíàðå À.Ä. Àëåêñàíäðîâà â ã. Ëå-

íèíãðàäå, À.Â. Ïîãîðåëîâ íåîäíîêðàòíî ãîâîðèë:¾Âû, Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷,

ñòàâèòå ïðîáëåìû, à ÿ ðåøàþ¿. Ïðàâäà, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ À.Â. Ïîãîðåëîâûì

Ëåíèíñêîé ïðåìèè, À.Ä. Àëåêñàíäðîâ øóòÿ çàìåòèë, ÷òî, äåñêàòü, òåîðåìû

äîêàçûâàåì âìåñòå, à ïðåìèè ïîëó÷àåì âðîçü.

Ó Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à íå áûëî ìíîãî ó÷åíèêîâ. Îñíîâíûå åãî ó÷åíèêè

ïîÿâèëèñü, êîãäà áûë ñîçäàí îòäåë ãåîìåòðèè âî ÔÒÈÍÒå ÀÍ ÓÑÑÐ, è íà-

äî áûëî çàïîëíèòü åãî âàêàíñèè. Ïî-ìîåìó, îí äàë êàæäîìó òåìó, îòâåò íà

êîòîðóþ îí õîðîøî çíàë, è çíàë, êàê åãî ïîëó÷èòü. Â îñíîâíîì, ýòî áûëî

óëó÷øåíèå íåêîòîðûõ åãî ðåçóëüòàòîâ. À íÿí÷èëñÿ ñ àñïèðàíòàìè Å.Ï. Ñåíü-
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êèí, êîòîðûé â òî âðåìÿ ïåðååõàë èç ã. Ëåíèíãðàäà â ã. Õàðüêîâ. Ïîñëåäíèé

àñïèðàíò À.Â. Ïîãîðåëîâà çàùèòèëñÿ â 1970 ãîäó.

Ìîèì ðóêîâîäèòåëåì ïî àñïèðàíòóðå áûë Å.Ï. Ñåíüêèí � ðàçíîñòîðîííå

òàëàíòëèâûé ÷åëîâåê, îáëàäàâøèé ðåäêèì äàðîì: õâàëèòü. (Àëåêñåé Âàñèëü-

åâè÷ âñåãäà áûë ñäåðæàí íà ïîõâàëû.) Íî, ê ñîæàëåíèþ, Åâãåíèé Ïîëèêàð-

ïîâè÷ ê òîìó âðåìåíè áûë áîëåí è íå ìîã ìíå ïîìî÷ü â âûáîðå òåìû äëÿ

ðàáîòû. Â 1970 ãîäó, êîãäà ÿ áûë àñïèðàíòîì ïåðâîãî ãîäà, ïîñëå ñåìèíàðà

ÿ äîãíàë Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à è ñïðîñèë, ÷åì áû îí ìíå ïîñîâåòîâàë çàíè-

ìàòüñÿ. Îòâåò áûë ñëåäóþùèé: ¾Õîðîøî, åñëè áû òû ìíå ýòî ïîñîâåòîâàë¿.

Â 1979 ãîäó, êîãäà À.Â. Ïîãîðåëîâó èñïîëíèëîñü 60 ëåò, ÿ íàïîìíèë ýòîò ñëó-

÷àé è ïîáëàãîäàðèë åãî çà òî, ÷òî îí íå äàë ìíå íåêóþ äèññåðòàáåëüíóþ, íî

òóïèêîâóþ çàäà÷ó, è çà òî, ÷òî âåðèë â ìåíÿ.

Ìíå íå äîâåëîñü áûòü àñïèðàíòîì Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à è ïîëó÷àòü îò

íåãî çàäà÷è, íî ÿ ó÷èëñÿ ó À.Â. Ïîãîðåëîâà íà ñåìèíàðå ïîíèìàíèþ òîãî,

÷òî òàêîå õîðîøî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à, ÷òî òàêîå õîðîøàÿ òåîðåìà. Â òå÷åíèå

òðèäöàòè ñ ëèøíèì ëåò ÿ äîêëàäûâàë íà åãî ñåìèíàðå è âñåãäà ñ òðåïåòîì

îæèäàë îöåíêè Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à.

Áóäó÷è ñòóäåíòîì 5-ãî êóðñà, ÿ ïîñòðîèë ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî âûïóêëî-

ãî ìíîãîãðàííèêà è ëó÷à íà íåì, ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîòîðîãî èìåëî

áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Â òî âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà, ÷òî ó âíóòðåííåé

òî÷êè êðàò÷àéøåé åñòü îêðåñòíîñòü, ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîòîðîé èìå-

åò êîíå÷íóþ äëèíó. Ïîñòðîåííûé ïðèìåð áûë ÷àñòè÷íûì êîíòðïðèìåðîì ê

ýòîé ãèïîòåçå. Ñ ýòèì ïðèìåðîì â èþíå 1969 ãîäà ÿ ïîåõàë íà ñèìïîçèóì

ïî ãåîìåòðèè â öåëîì â ã. Ïåòðîçàâîäñêå. Íî îðãàíèçàòîðû íå õîòåëè äàâàòü

ìíå âðåìÿ äëÿ äîêëàäà. Îêàçàëîñü, ÷òî íà ýòó òåìó áûë ïîñòðîåí ïðèìåð

Â.À. Çàëãàëëåðîì, è îðãàíèçàòîðû äóìàëè, ÷òî ìîÿ ðàáîòà � ïëàãèàò. Ïîòîì

âñå óñòðîèëîñü, è ìíå äàëè âðåìÿ äëÿ äîêëàäà. Íàâåðíîå, ÿ äîêëàäûâàë ïëî-

õî, è À.Â. Ïîãîðåëîâ ïîäíÿëñÿ è ïîâòîðèë ìîé äîêëàä. Íà ýòîì ñèìïîçèóìå

ïðîèçîøëà ìîÿ ïåðâàÿ âñòðå÷à ñ À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì. ß îáðàòèëñÿ ê íåìó

ñ íåêîòîðûì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå îêàçàëîñü íåâåðíûì, íî òåì íå ìåíåå

îí ïðîäîëæàë áåñåäîâàòü ñî ìíîé è êàê-òî ñêàçàë, ÷òî âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ

óæå êîí÷èëàñü. Ýòî ïðîèçâåëî íà ìåíÿ áîëüøîå âïå÷àòëåíèå è ïîòîì, óæå

áóäó÷è â àñïèðàíòóðå, ÿ èñêàë çàäà÷è âíå ýòîé òåìàòèêè. Êñòàòè ñêàçàòü,

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ñ ýòîãî âðåìåíè íå îáðàùàëñÿ ê ýòîé òåìàòèêå, à ïåðåøåë

ê çàíÿòèÿì õðîíîãåîìåòðèåé, øêîëüíûìè ó÷åáíèêàìè, ýòèêîé, ôèëîñîôèåé.

Ñ À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì ëåã÷å áûëî âåñòè äèñêóññèþ, âîçðàæàòü åìó, ÷åì

ñ À.Â. Ïîãîðåëîâûì, îí áûë äåìîêðàòè÷íåå. Íà âîñüìèäåñÿòèëåòíåì þáè-

ëåå À.Â. Ïîãîðåëîâà ÿ ñêàçàë, ÷òî íà êîíôåðåíöèÿõ îí áûë äîñòóïíåå, à â

Õàðüêîâå � áîëåå âåëè÷åñòâåííûì.
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6. Ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû

Îäíà èç ñàìûõ êîíöåïòóàëüíûõ ðàáîò À.Â. Ïîãîðåëîâà îòíîñèòñÿ ê öèêëó

ðàáîò ïî ãëàäêèì ïîâåðõíîñòÿì îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû. Ïî ìîåìó

ìíåíèþ, ýòè ðàáîòû íàèáîëåå öèòèðóåìû, õîòÿ óæå ïðîøëî ïîëâåêà, êîãäà

îíè áûëè âûïîëíåíû.

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ ñîçäàë òåîðèþ îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, åñ-

òåñòâåííî îáîáùàþùèõ ðèìàíîâû. Â ÷àñòíîñòè, îí ââåë êëàññ äâóìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Îíè èñ÷åðïûâàþò ñîáîé êëàññ âñåõ

ìåòðèçîâàííûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè äî-

ïóñêàþùèõ ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè, ó êîòîðûõ

àáñîëþòíûå èíòåãðàëüíûå êðèâèçíû (èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ãàóññîâîé êðèâèç-

íû) îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Åñòåñòâåííî, âîçíèê âîïðîñ î êëàññå ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, íåñóùèõ òàêóþ ìåòðèêó ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçåé ìåòðèêè è

âíåøíåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè. ×àñòè÷íî îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, À.Â. Ïî-

ãîðåëîâ ââåë êëàññ C1-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ òðåáîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè

ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ïîêðûòèÿ â íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ

ïîâåðõíîñòÿìè îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû.

Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñ-

êèå è òî÷êè óïëîùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè ñ ïîâåðõíîñòüþ. Íà ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ëþ-

áûå äâå òî÷êè, ëåæàùèå â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè, ìîæíî ñîåäèíèòü

ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó íà ïî-

âåðõíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãîîáðàçèå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Áûëî äî-

êàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îãðàíè÷åííîé âíóòðåííåé êðèâèçíû.

Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé òåîðåìà Ãàóññà î ñôåðè÷åñêîì èçî-

áðàæåíèè óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíîé êðèâèçíîé ïðîèçâîëüíîé

îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè è ïëîùàäüþ åå ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ. À.Â. Ïî-

ãîðåëîâ äîêàçàë, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû äëÿ

ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà H âíóòðåííÿÿ êðèâèçíà !(H) = �(H), ãäå
�(H) � ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ïîêðûòèÿ.

Âíóòðåííÿÿ êðèâèçíà !(P ) äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G îïðåäåëåíà êàê

!(G) = !+(G) � !�(G), ãäå ïîëîæèòåëüíîé !+(G) (îòðèöàòåëüíîé !�(G))
êðèâèçíîé íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (òî÷íàÿ íèæíÿÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì)

ãðàíü ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ñóìì èçáûòêîâ ïîïàðíî íå ïåðåêðû-

âàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ â G.

Åñòü òàêæå î÷åíü òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè

è åå âíåøíåé ôîðìîé: ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèç-
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íîé è íåîòðèöàòåëüíîé âíóòðåííåé êðèâèçíîé (íå ðàâíîé íóëþ) åñòü ëèáî

çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü, ëèáî áåñêîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü,

ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íóëåâîé âíóòðåííåé è îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèç-

íîé ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì.

Ïåðâàÿ ðàáîòà À.Â. Ïîãîðåëîâà ïî ïîâåðõíîñòÿì îãðàíè÷åííîé âíåøíåé

êðèâèçíû áûëà îïóáëèêîâàíà â 1953 ãîäó [19]. Íî â 1954 ã. Äæ. Íýø îïóáëèêî-

âàë ðàáîòó î C1-èçîìåòðè÷íûõ ïîãðóæåíèÿõ, êîòîðàÿ áûëà óëó÷øåíà Í. Êåé-

ïåðîì â 1955 ãîäó. Èç ýòèõ ðàáîò ñëåäîâàëî, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà, çàäàííàÿ

íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, äîïóñêàåò

ðåàëèçàöèþ íà ãëàäêîé êëàññà C1 ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñò-

ðàíñòâà. Áîëåå òîãî, ýòà ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå ñâîáîäíî, êàê òî-

ïîëîãè÷åñêîå ïîãðóæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì çàäàíà

ìåòðèêà. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ ðàáîò ñëåäóåò âîçìîæíîñòü èçîìåòðè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû â ãëàäêóþ êëàññà C1 ïîâåðõíîñòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîãî äèàìåòðà; ñëåäóåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå â òðåõìåðíîì åâêëè-

äîâîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòîé ãëàäêîé C1 ïîâåðõíîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé,

ãîìåîìîðôíîé òîðó è ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîé ïëîñêîñòè [20].

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé êëàññà C1, äàæå ñ õîðîøåé âíóò-

ðåííåé ìåòðèêîé, ñîõðàíèòü ñâÿçè ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé êðèâèçíîé

íåâîçìîæíî. È òîãäà, êîãäà ïîâåðõíîñòü êëàññà C1 íåñåò ðåãóëÿðíóþ ìåò-

ðèêó ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, íå ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü

ïîâåðõíîñòè.

Âñå ýòî ïîä÷åðêèâàåò åñòåñòâåííîñòü êëàññà ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé

âíåøíåé êðèâèçíû, ââåäåííîãî Àëåêñååì Âàñèëüåâè÷åì. Ýòî, íàâåðíîå, ñà-

ìûé ãëóáîêèé è îðèãèíàëüíûé öèêë åãî ðàáîò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñïëàâîì

òåîðèè ìåðû è áëåñòÿùèõ ñèíòåòè÷åñêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

7. Ìíîãîìåðíàÿ ïðîáëåìà Ìèíêîâñêîãî

è ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå Ìîíæà�Àìïåðà

Ìíîãèå âîïðîñû ãåîìåòðèè â öåëîì â èõ àíàëèòè÷åñêîì èñòîëêîâàíèè

ïðèâîäÿò ê âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ê óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà. Ïðè ýòîì

ãåîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ìîæíî òîëêîâàòü, êàê òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè ýòîãî

óðàâíåíèÿ è åäèíñòâåííîñòè åãî ðåøåíèÿ.

Ïèîíåðñêîå ïðîäâèæåíèå â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé îáùåãî ìíîãîìåð-

íîãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà. À.Â. Ïîãîðåëîâ ñäåëàë â öèêëå ðàáîò [21�25],

îïóáëèêîâàííûõ â 1983�1984 ãã., à ïîòîì � â ìîíîãðàôèè [26]. Ðàíåå èì áû-

ëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êîãäà â ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò

êîîðäèíàò x1; : : : ; xn, íî íå çàâèñèò îò ôóíêöèè z è åå ïðîèçâîäíûõ [27].
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Óðàâíåíèåì Ìîíæà�Àìïåðà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ âèäà

det(zij) = f(z1; : : : ; zn; z; x1; : : : ; xn); f > 0; (3)

ãäå zi =
@z

@xi
; zij =

@
2
z

@xi @xj
:

Íà âûïóêëûõ ðåøåíèÿõ z(x1; : : : ; xn) � ýòî óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òè-

ïà. Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â ôîðìå

�(z1; : : : ; zn; z; x1; : : : ; xn)detjjzij jj = '(x1; : : : ; xn): (4)

Óðàâíåíèå (4) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

Z
m

�(z1; : : : ; zn; z; x1; : : : ; xn)detjjzij jjdx1 : : : dxn

=

Z
m

'(x1; : : : ; xn)dx1 : : : dxn; (5)

ãäå m � ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â îáëàñòè G, â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ðåøåíèå z. Åñëè ðåøåíèå z(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé è f > 0,
òî ôîðìà d2z � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ëåâîé ÷àñ-

òè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ xi ê íîâûì ïåðåìåííûì pi =
@z

@xi
; i = 1; : : : ; n; à x(p) � ïðîîáðàç òî÷êè p ïðè îòîáðàæåíèè. Â îòëè÷èå

îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû (4) èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà (5) èìååò ñìûñë äëÿ

ëþáûõ âûïóêëûõ, íå îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíûõ, ôóíêöèé z(x). Â ñâÿçè ñ ýòèì

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Èìåííî, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ z(x);
çàäàííàÿ â îáëàñòè G, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4), åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà m � G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Z
m�

�(p1; : : : ; pn; x1(p); : : : ; xn(p))dp1 : : : dpn

=

Z
m

'(x1; : : : ; xn)dx1 : : : dxn;

ãäå x1(p); : : : ; xn(p); z(p) � êîîðäèíàòû òîé òî÷êè ãèïåðïîâåðõíîñòè z = z(x),
â êîòîðîé óðàâíåíèå îïîðíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

z = p1x1 + � � �+ pnxn + c;

à m� � ýòî îáðàç ìíîæåñòâà m ïðè íîðìàëüíîì îòîáðàæåíèè. Íîðìàëüíîå

îòîáðàæåíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x 2 G òî÷êó p ñ êîîðäèíàòàìè pi,
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êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè â óðàâíåíèè îïîðíîé ãèïåð-

ïëîñêîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè z = z(x) â òî÷êå (x; z(x)).
Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîñõîäèò ê À.Ä. Àëåêñàíäðîâó. Ïðè åñ-

òåñòâåííûõ òðåáîâàíèÿõ íà ôóíêöèè '; � äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4). Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðè � = 1 ýòî áû-

ëî äîêàçàíî À.Â. Ïîãîðåëîâûì, à â îáùåì ñëó÷àå � À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì.

Ïîçäíåå Àëåêñååì Âàñèëüåâè÷åì áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Äèðèõëå è ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Ìîíæà�Àìïåðà ïðè �z 6 0, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Äèðèõëå. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû áûëè ðàññìîòðåíû èì äëÿ óðàâíå-

íèÿ Ìîíæà�Àìïåðà, çàäàííîãî íà ñôåðå.

Îáû÷íîé êðèâèçíîé âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòè íà ìíîæåñòâå M íàçû-

âàåòñÿ ìåðà ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà M . Âìåñòî îáû÷íîé êðè-

âèçíû ââîäèòñÿ óñëîâíàÿ êðèâèçíà ïî ôîðìóëå


(M) =

Z
m�

�(p; z; x)dp; dp = dp1 : : : dpn;

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó m� � íîðìàëüíîìó èçîáðà-

æåíèþ ìíîæåñòâà M .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ìîíæà�Àìïåðà ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ïðîåêòèðóþòñÿ â çàäàííûå òî÷êè Bi è óñëîâ-

íûå êðèâèçíû â ýòèõ âåðøèíàõ ðàâíû çàäàííûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì �i.

Äàëåå ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âûïóêëîé ãèïåð-

ïîâåðõíîñòè F : z = z(x), çàäàííîé íàä ñòðîãî âûïóêëîé îáëàñòüþ x 2 G,

óñëîâíàÿ êðèâèçíà êîòîðîé íà ëþáîì áîðåëåâñêîì ìíîæåñòâå m � F ðàâíà

çíà÷åíèþ ôóíêöèè �(m) íà ïðîåêöèè ýòîãî ìíîæåñòâà m â ãèïåðïëîñêîñòè

z = 0. À � � íåîòðèöàòåëüíàÿ, âïîëíå àääèòèâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ

áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, çàäàííàÿ â îáëàñòè G. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà

�(m) =

Z
m

'(x)dx:

Åñëè ôóíêöèÿ �(p; z; x), îïðåäåëÿþùàÿ óñëîâíóþ êðèâèçíó, ñòðîãî óáûâàåò

ïî z, òî âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü z = z(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñâî-

èì êðàåì è óñëîâíîé êðèâèçíîé íà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ. Èç ýòèõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà. Íî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè

�; ' � ðåãóëÿðíûå, ïîêà ÷òî ìû íå èìååì íèêàêîé èíôîðìàöèè î ðåãóëÿðíîñ-

òè ðåøåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñò-

âó ðåãóëÿðíîñòè çàìêíóòîé âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ çàäàííîé óñëîâíîé
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êðèâèçíîé. Îíî âåäåòñÿ ìåòîäîì íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.

Çäåñü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àïðèîðíûå îöåíêè íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è èõ

ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ÷òî À.Â. Ïîãîðåëîâ è ñäå-

ëàë. Ýòî áûëà ñàìàÿ òðóäíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, àïðèîðíûå îöåíêè áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4).

Â ðåçóëüòàòå áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 8. Îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà (4), â êîòî-

ðîì � è ' � ðåãóëÿðíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, �z 6 0, ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíûì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñòðîãîé âûïóêëîñòè ðåøåíèÿ. Åñëè

ôóíêöèè �; ' 2 Ck; k > 3, òî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck+1;� ñ ëþáûì

�; 0 < � < 1:

Êàê-òî À.Â. Ïîãîðåëîâ ñêàçàë îá óðàâíåíèè Ìîíæà�Àìïåðà: ¾Ýòî � âå-

ëèêîå óðàâíåíèå, êîòîðûì ÿ èìåë ÷åñòü çàíèìàòüñÿ¿.

Â ðåøåíèè ìíîãèõ ïðîáëåì îñíîâíûì áûëî ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê

äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, à èìåííî, ïåðâîãî

è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, à äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà � è òðåòüåãî. Èõ íå óäà-

âàëîñü ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç óðàâíåíèé. Àïðèîðíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ äî

òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ èìåþùåéñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïðåäåëüíîå ðåøåíèå áûëî áû êëàññà

C2;�. À òåïåðü, â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè êîåôôèöèåíòîâ, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

ñòàíäàðòíóþ òåîðèþ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

det(zij) = '(z1; : : : ; zn; z; x1; : : : ; xn)

À.Â. Ïîãîðåëîâ ïîëó÷èë, îñíîâûâàÿñü íà èäåå Å. Êàëàáè [31]. Îí ðàññìîòðåë

ðèìàíîâó ìåòðèêó

ds2 = zijdx
idxj ; (6)

ãäå z = z(x1; : : : ; xn), âû÷èñëèë ëàïëàñèàí äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ýòîé ìåò-

ðèêè è ïîëó÷èë îöåíêè íà òðåòüè ïðîèçâîäíûå óðàâíåíèÿ (6) â ñëó÷àå, êîãäà

' = const > 0.
Íî ïî âðåìåíè ñíà÷àëà À.Â. Ïîãîðåëîâ ðåøèë ìíîãîìåðíóþ ïðîáëåìó

Ìèíêîâñêîãî. Â 1968�1971 ãã. îí îïóáëèêîâàë öèêë ñòàòåé â ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ãäå

äîêàçàë àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ âòîðûõ è òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ, a ìåòîäîì

ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äîêàçàë ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ìèí-

êîâñêîãî äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 9 [27, 28]. Ïóñòü çàäàíà íà åäèíè÷íîé ãèïåðñôåðå 
 ïîëîæè-

òåëüíàÿ, ðåãóëÿðíàÿ, êëàññà Cm, m > 3, ôóíêöèÿ K(n), êîòîðàÿ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Z

n

K(n)
d! = 0:
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Òîãäà ñóùåñòâóåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî

ïåðåíîñà) ðåãóëÿðíàÿ, êëàññà Cm+1;�, 0 < � < 1, âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé K(n). Åñëè ôóíêöèÿ K(n)� àíàëèòè÷åñêàÿ, òî ãè-

ïåðïîâåðõíîñòü áóäåò òàêæå àíàëèòè÷åñêîé.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, À.Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

det(zij) = '(x1; : : : ; xn) > 0

è ðåãóëÿðíîñòü îáîáùåíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå [27, 29, 30]. È,

êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðèè, äîêàçàë, ÷òî åäèíñòâåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå

z = x(x1; : : : ; xn) óðàâíåíèÿ

det(zij) = const > 0;

çàäàííîå íàä âñåé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ x1; : : : ; xn, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîãî

ïîðÿäêà [31].

Íî À.Â. Ïîãîðåëîâ ñ ñåðåäèíû 50-õ ãîäîâ íå ïóáëèêîâàë áîëüøèõ ñòàòåé.

Ñíà÷àëà ïóáëèêîâàë êðàòêèå çàìåòêè â ÄÀÍ ÑÑÑÐ, à ïîòîì � â âèäå íåáîëü-

øîé êíèãè. Òàê è â ýòîì ñëó÷àå. Òîëüêî â 1975 ãîäó â èçäàòåëüñòâå ¾Íàóêà¿

îí îïóáëèêîâàë êíèãó ¾Ìíîãîìåðíàÿ ïðîáëåìà Ìèíêîâñêîãî¿.

Â 1976�1977 ãã. Ñ.Þ. ×åíã è Ñ.Ò. ßî ïóáëèêóþò äâå ñòàòüè [32, 33]. ×è-

òàÿ êðàòêèå çàìåòêè À.Â. Ïîãîðåëîâà â ÄÀÍ ÑÑÑÐ, îíè íàõîäÿò ìåëêèå

íåòî÷íîñòè èëè íåïîëíîòó äîêàçàòåëüñòâ (à òî, ÷òî äëÿ Àëåêñåÿ Âàñèëüå-

âè÷à áûëî äåëîì òåõíèêè, îí ïðîñòî îïóñêàë. Õîòÿ â êíèãå [27] îí ïîòîì

âñå ïîäðîáíî íàïèñàë) è ôàêòè÷åñêè îáúÿâëÿþò, ÷òî ó À.Â. Ïîãîðåëîâà íåò

ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà è êàê áû äàþò ñâîå äîêàçàòåëüñòâî ðåãóëÿðíîñòè è

ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî è ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà

det(zij) = F (x1; : : : xn; z) > 0:

Íî ýòè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóþò àïðèîðíûå îöåí-

êè À.Â. Ïîãîðåëîâà âòîðûõ è òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ. È â äðóãèõ ëåììàõ ñó-

ùåñòâåííî èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòû À.Â. Ïîãîðåëîâà è õîä åãî äîêàçàòåëüñòâà.

Êðîìå òîãî, òàì èçëîæåíû ðåçóëüòàòû À.Ä. Àëåêñàíäðîâà è À.Â. Ïîãîðåëî-

âà ïî îáîáùåííûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà. Ïîýòîìó ýòè ñòàòüè

ìîæíî ñ÷èòàòü ïîâòîðíûì èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ À.Â. Ïîãîðåëîâà, à íèêàê

íå íîâûì äîêàçàòåëüñòâîì.

Êíèãà À.Â. Ïîãîðåëîâà ¾Ìíîãîìåðíàÿ ïðîáëåìà Ìèíêîâñêîãî¿ áûëà ïå-

ðåâåäåíà íà àíãëèéñêèé ÿçûê â 1978 ãîäó ñ ïðåêðàñíûì ïðåäèñëîâèåì Ë. Íè-

ðåíáåðãà. Íî íèãäå â ïåðåâîäå íå íàïèñàíî, â êàêîì ãîäó âûøëî ðóññêîå èç-

äàíèå. È ê ñîæàëåíèþ, ÷àñòî â öèòèðîâàíèè ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ ññûëêà íà

ðàáîòó [32], à ïîòîì óæå íà àíãëèéñêîå èçäàíèå êíèãè À.Â. Ïîãîðåëîâà.
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Íà êýëåðîâîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ñ êýëåðîâîé ìåòðèêîé

ds2 = g
j�kdz

id�zk

èìååòñÿ çàìêíóòàÿ 2�ôîðìà

! =
i

2
g
j�kdz

j ^ d�zk:

Â 1954 ãîäó Å. Êàëàáè âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëÿ çàäàííîé (1; 1)
ôîðìû

� =
i

2�
~R
j�kdz

j ^ d�zk;

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïåðâûé êëàññ ×åðíà ìíîãîîáðàçèÿ M , ñóùåñòâóåò êý-

ëåðîâà ìåòðèêà íà M d~s2, äëÿ êîòîðîé ~R
j�k åñòü òåíçîð Ðè÷÷è è ôîðìà ~!

ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó êîãîìîëîãèé, ÷òî è ôîðìà !.

Àíàëèòè÷åñêè ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîìïëåêñíîãî

óðàâíåíèå Ìîíæà�Àìïåðà äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè '

det

�
g
i�k +

@2'

@zj@�zk

�
= det(g

j�k)e
c' + F;

c = 0 èëè 1, ñ çàäàííîé ôóíêöèåé F , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþZ
M

expF = VolM

â ñëó÷àå c = 0.
Ñ.Ò. ßî ðåøèë ýòó ïðîáëåìó ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïîëó÷èâ

ïðåæäå âñåãî ïîäõîäÿùèå àïðèîðíûå îöåíêè âòîðûõ è òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ.

È â ñâîåé ñòàòüå Ñ.Ò. ßî ïèøåò, ÷òî îöåíêè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ À.Â. Ïîãî-

ðåëîâà äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ áûëè äíÿ íåãî îïîðíûìè ïðè ïîëó÷åíèè

àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà [34].

Ñ.Ò. ßî îïóáëèêîâàë â Èíòåðíåòå ïðåïðèíò "Perspectives on Geometric

Analysis", arXiv:math. DG/0602363V2.16. Febr. 2006, ãäå îí ñíîâà íåïðàâèëü-

íûì öèòèðîâàíèåì çàìàë÷èâàåò ðîëü À.Â. Ïîãîðåëîâà â ðåøåíèè äâóõ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì: ðåãóëÿðíîñòè âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ñ ðåãóëÿðíîé

ìåòðèêîé, ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî. Ïî ïîâîäó ïåðâîé ïðîáëåìû îí öèòèðóåò

ëèøü ñòàòüþ â ÄÀÍ çà 1961 ã., íå öèòèðóåò ñòàòüþ çà 1949 ã. è áîëüøóþ

ñòàòüþ â Çàïèñêàõ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà çà 1950 ã. À òàê-

æå öèòèðóåòñÿ ñòàòüÿ Ë. Íèðåíáåðãà çà 1953 ã., ÷åì ñîçäàåòñÿ âïå÷àòåëåíèå,

÷òî ïåðâîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû ñäåëàíî Ë. Íèðåíáåðãîì.

Ïî ïîâîäó ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî â äâóìåðíîì ñëó÷àå îí öèòèðóåò ðàáîòó

À.Â. Ïîãîðåëîâà, êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò äàæå èç íàçâàíèÿ, íå èìååò îòíîøåíèÿ
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À.À. Áîðèñåíêî

ê ýòîé òåìå, íî çàòî îíà îïóáëèêîâàíà â 1953 ã., à íå â 1952 ã., êîãäà áûë

îïóáëèêîâàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò À.Â. Ïîãîðåëîâà. Öèòèðóåòñÿ òàêæå ðàáîòà

Ë. Íèðåíáåðãà çà 1953 ã.

Ïî ïîâîäó ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìû Ìèíêîâñêîãî öèòèðóåòñÿ ëèøü ñòàòüÿ

×åíãà-ßî çà 1976 ã. Íåò â ñïèñêå öèòèðîâàíèÿ À.Â. Ïîãîðåëîâà è åãî ìîíîãðà-

ôèé, ïåðåâåäåííûõ íà àíãëèéñêèé ÿçûê. Äàëüíåéøèå êîììåíòàðèè èçëèøíè.

Ðåçóëüòàòû À.Â. Ïîãîðåëîâà â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà�

Àìïåðà îáîáùàëèñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ: óëó÷øåíèå ðåãóëÿðíîñòè [35],

ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ äî ãðàíèöû âêëþ÷èòåëüíî, à íå òîëüêî âî âíóòðåííèõ

òî÷êàõ îáëàñòè [36], èçó÷åíèå âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Ìîíæà�Àìïåðà [37],

ïåðåíåñåíèå ðåçóëüòàòîâ è îöåíîê íà äðóãèå êëàññû âïîëíå íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà [38]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ

det(zij) = f(x1; : : : ; xn)

â [35] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè f 2 C�, òî âûïóêëîå ðåøåíèå âèäà z =
z(x1; : : : ; xn) â âûïóêëîé îáëàñòè 
 ïðèíàäëåæèò êëàññó C2;�. Ýòî åñòü îïòè-

ìàëüíûé ðåçóëüòàò.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå Ìîíæà�Àìïåðà íàõîäèò ïðèìåíå-

íèå â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå, ìåòåîðîëîãèè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå è â

äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè [39].

Â ã. Õàðüêîâå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íå çàíèìàëñÿ íèêòî èç

ó÷åíèêîâ À.Â. Ïîãîðåëîâà. Çàòî ðåçóëüòàòû Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à â ýòîé îá-

ëàñòè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àêòèâíî èñïîëüçîâàëèñü â ã. Ëåíèíãðàäå, ãäå

áûëî çàùèùåíî ìíîãî äèññåðòàöèé â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ìàòåìàòè÷åñêîå âëèÿíèå À.Â. Ïîãîðåëîâà áûëî ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàñ-

ñòîÿíèþ îò ã. Õàðüêîâà.

Ïåðå÷èñëåííîå âûøå ñîâñåì íå èñ÷åðïûâàåò ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû.

Ýòî è ïîëíîå ðåøåíèå ÷åòâåðòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, è âûÿñíåíèå óñëîâèé,

êîãäà G � ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ôèíñëåðîâûìè, è íàîáîðîò. Çäåñü òàêæå

ïîëó÷åíû çàâåðøåííûå ðåçóëüòàòû [40, 41].

Äî 1970 ãîäà À.Â. Ïîãîðåëîâ ïðåïîäàâàë â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå. Ðå-

çóëüòàò åãî ïðåïîäàâàíèÿ � ñåðèÿ áëåñòÿùèõ ó÷åáíèêîâ ïî àíàëèòè÷åñêîé,

äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè. Ïðàâäà, êîãäà îí ÷è-

òàë ëåêöèè, òî âðåìåíàìè, äóìàÿ íàä ðåøåíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì, íå

âñåãäà ãîòîâèëñÿ ê ëåêöèÿì. Îí íà÷èíàë èìïðîâèçèðîâàòü è èíîãäà çàïó-

òûâàëñÿ. Òîãäà îí îòêðûâàë ñâîé ó÷åáíèê ñî ñëîâàìè: ¾×òî çäåñü íàïèñàíî

ó àâòîðà? Î÷åâèäíî...¿. Íî êîãäà îí ÷èòàë èíòåðåñóþùèé åãî ñïåöêóðñ (ÿ

ñëóøàë åãî ñïåöêóðñ ïî òîïîëîãèè), òî îí âîîäóøåâëÿëñÿ, åãî ãëàçà çàãîðà-

ëèñü. Ëó÷øå âñåãî ó íåãî ïîëó÷àëèñü äîêëàäû ïî ñîáñòâåííûì ðåçóëüòàòàì.

Îí íèêîãäà íå óâëåêàëñÿ ÷àñòíîñòÿìè, è ðàäè äîñòóïíîñòè, êðàñîòû, ãîòîâ

áûë ïîñòóïèòüñÿ îáùíîñòüþ ôîðìóëèðîâêè. Îí äåðæàëñÿ àðòèñòè÷íî, è åãî

262 Æóðíàë ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, àíàëèçà, ãåîìåòðèè, 2006, ò. 2, � 3



Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ Ïîãîðåëîâ � ìàòåìàòèê óäèâèòåëüíîé ñèëû

äîêëàä áûë ïðåêðàñíûì ñïåêòàêëåì. Íà ñåìèíàðàõ â îöåíêå ðåçóëüòàòîâ äî-

êëàä÷èêà ó Àëåêñåÿ Âàñèëüåâè÷à âñåãäà ïðèñóòñòâîâàëà îöåíêà êðàñîòû è

åñòåñòâåííîñòè òåîðåìû.

Êàê ãëàâíûé ðåäàêòîð æóðíàëà ¾Óêðàèíñêèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñáîðíèê¿

À.Â. Ïîãîðåëîâ ðåâíîñòíî îòíîñèëñÿ ê ïóáëèêàöèè â íåì. Ïîìíþ, êàê îäèí

ðàç ÿ íå ïîäàë ñòàòüè â æóðíàë ¾Óêðàèíñêèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñáîðíèê¿, îáú-

ÿñíÿÿ ýòî òåì, ÷òî ïîñëàë ñòàòüþ â äðóãîé æóðíàë, è ìíå íå÷åãî ñåé÷àñ

ïîäàòü. Îí ñóðîâî ïîñìîòðåë è ïðîèçíåñ: ¾Ñèëüíûå ìèðà ñåãî ãîâîðÿò, ÷òî

òîò, êòî õî÷åò ïðîñëàâèòüñÿ, äîëæåí ïðîñëàâèòüñÿ íà ìåñòå¿.

Ìíîãî ñèë À.Â. Ïîãîðåëîâ ïîòðàòèë íà ñîçäàíèå øêîëüíîãî ó÷åáíèêà. À

íà÷àëîñü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îí âõîäèë â êîìèññèþ ïî øêîëüíîìó îá-

ðàçîâàíèþ, êîòîðóþ âîçãëàâëÿë À.Í. Êîëìîãîðîâ. Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ áûë

íå ñîãëàñåí ñ ó÷åáíèêîì, íàïèñàííûì ðÿäîì àâòîðîâ, ïîä îáùåé ðåäàêöè-

åé À.Í. Êîëìîãîðîâà. È îí íàïèñàë ïîñîáèå äëÿ ó÷èòåëåé ïî ýëåìåíòàðíîé

ãåîìåòðèè, ãäå ïîñòðîèë øêîëüíûé êóðñ íà îñíîâå ñâîåé åñòåñòâåííîé, íà-

ãëÿäíîé ñèñòåìû àêñèîì. Ïîñîáèå âûøëî â 1969 ã. è ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ

íàïèñàíèÿ øêîëüíîãî ó÷åáíèêà. Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ÷àñòî ïîâòîðÿë:¾Ìîé

ó÷åáíèê � ýòî óëó÷øåííûé ó÷åáíèê Êèñåëåâà¿. Íî â ïåðâûõ âàðèàíòàõ ó÷åá-

íèêà áûëà òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ àêñèîìàòè÷åñêèì ïîäõîäîì. Ýòà òðóäíîñòü

êàñàëàñü 6-ãî êëàññà: çà÷åì äîêàçûâàòü î÷åâèäíûå, ñ äåòñêîé òî÷êè çðåíèÿ,

óòâåðæäåíèÿ. Ïîäõîä À.Â. Ïîãîðåëîâà âûçâàë ðåçêóþ ïóáëè÷íóþ êðèòèêó â

ïå÷àòè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà. Ïîñëå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ó÷åáíèêà ýòè ðàçíîã-

ëàñèÿ áûëè ïðåîäîëåíû, è îíè îñòàâàëèñü â êðåïêîé äðóæáå äî ïîñëåäíèõ

äíåé À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, êîòîðîãî Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ î÷åíü ëþáèë.

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ Ïîãîðåëîâ áûë ÷åëîâåêîì áåçóêîðèçíåííîé íðàâñò-

âåííîñòè. Êîãäà çàêàí÷èâàëñÿ ïÿòèëåòíèé êîíòðàêò ñ èçäàòåëüñòâîì ¾Ïðî-

ñâåùåíèå¿, èçäàòåëüñòâî ¾Äðîôà¿ õîòåëî ïðèãëàñèòü åãî ê ñåáå, ïðåäëàãàÿ

çàìàí÷èâûå óñëîâèÿ. Îí îòêàçàëñÿ, åäèíñòâåííûì àðãóìåíòîì áûë ñëåäóþ-

ùèé: ¾Ìíå íåóäîáíî ïåðåä ðåäàêòîðîì ó÷åáíèêà¿. Õîòÿ â 90-õ ãîäàõ ñðåäñòâà,

ïîëó÷åííûå çà èçäàíèå øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, áûëè îñíîâíûì èñòî÷íèêîì åãî

ñóùåñòâîâàíèÿ.

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ðàññêàçûâàë, ÷òî È.Ã. Ïåòðîâñêèé ïðèãëàøàë åãî

ðàáîòàòü â ÌÃÓ, È.Ì. Âèíîãðàäîâ � â ÌÈÀÍ, À.Ä. Àëåêñàíäðîâ � â ã. Ëå-

íèíãðàä. Â 1955�1956 ãã. îí äàæå ïðîâåë îäèí ãîä â Ëåíèíãðàäå, íî ïîòîì

âîçâðàòèëñÿ â Õàðüêîâ. Îí ïðåäïî÷èòàë îñòàâàòüñÿ â Õàðüêîâå, âäàëåêå îò

ñóåòû. Òåîðåìû îí äîêàçûâàë â ã. Õàðüêîâå, à â ã. Ìîñêâó è ã. Ëåíèíãðàä

åçäèë áëèñòàòü.

Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ äîëãî ñîõðàíÿë íàó÷íóþ òðóäîñïîñîáíîñòü. È î÷åíü

ïåðåæèâàë, êîãäà íà÷àëîñü óãàñàíèå ôèçè÷åñêèõ ñèë. Â 1995 ãîäó îí êàê-

òî ñêàçàë: ¾Â ìîåì âîçðàñòå óæå íå íàäî çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé¿. Åìó

òîãäà áûëî 76 ëåò. Â 1992 ãîäó íà âîñüìèäåñÿòèëåòèè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà ÿ
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çàäàë êàêîé-òî âîïðîñ ïî ãåîìåòðèè Ì. Áåðæå. Îí îòâåòèë, ÷òî óæå ñòàð è íå

çàíèìàåòñÿ ãåîìåòðèåé. Åìó áûëî â òî âðåìÿ 65 ëåò. Îäíàêî èìåííî â ýòîì

âîçðàñòå À.Â. Ïîãîðåëîâ ïîëó÷èë çàâåðøàþùèå ðåçóëüòàòû ïî ìíîãîìåðíîìó

óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà.

À.Â. Ïîãîðåëîâ ñîåäèíÿë â ñåáå ãåíèàëüíîñòü è òðóäîëþáèå êðåñòüÿíèíà:

íå óìåë íå ðàáîòàòü. Ýòè êà÷åñòâà âîñïèòàëè â íåì åãî ðîäèòåëè � Âàñèëèé

Ñòåïàíîâè÷ è Åêàòåðèíà Èâàíîâíà. Íà ïÿòèäåñÿòèëåòíåì þáèëåå À.Â. Ïîãî-

ðåëîâà Íàóì Èëüè÷ Àõèåçåð íèçêî ïîêëîíèëñÿ åãî ðîäèòåëÿì çà âîñïèòàíèå

ñûíà.

À.Â. Ïîãîðåëîâ áûë âíåøíå êðàñèâûé ÷åëîâåê ñ áëàãîðîäíîé äóøîé. Îí

ñ óäîâîëüñòâèåì ôîòîãðàôèðîâàëñÿ, êîãäà ïðèõîäèëè ôîòîêîððåñïîíäåíòû

è äåëàë ýòî àðòèñòè÷íî. Îí îáëàäàë õîðîøèì ÷óâñòâîì þìîðà. ß êàê-òî

ðàç çàøåë ê Àëåêñåþ Âàñèëüåâè÷ó äîìîé, ÷òîáû ðåøèòü êàêîé-òî âîïðîñ è

çàáûë ó íåãî ñóìêó. ß âîçâðàòèëñÿ çà íåé, èçâèíèëñÿ çà áåñïîêîéñòâî. Íà

ýòî Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ñëåãêà èðîíè÷íî çàìåòèë: ¾Íè÷åãî, íè÷åãî, êîëü çà-

áûë, çíà÷èò, î ÷åì-òî äóìàë¿. Ïîìíþ, êîãäà â 1982 ãîäó íà ñåìèäåñÿòèëåòèè

À.Ä. Àëåêñàíäðîâà ïîïðîñèëè ñïåòü åãî ñîòðóäíèêà À. È. Ìåäÿíèêà, ó êî-

òîðîãî çàìå÷àòåëüíûé ãîëîñ, òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåñíè Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷

çàìåòèë: ¾Âû ñëûøàëè, êàê ïîåò ìîé ñîòðóäíèê? Ïðåäñòàâëÿåòå, êàê ïîåò

íà÷àëüíèê!¿

Ð.ß. Áàððè, æåíà Í.Â. Åôèìîâà, ðàññêàçûâàëà ìíå, ÷òî, êîãäà À.Â. Ïîãî-

ðåëîâ ñòàë àñïèðàíòîì Í.Â. Åôèìîâà, òî ïî ÷åòâåðãàì, â äíè ïðèõîäà Àëåê-

ñåÿ Âàñèëüåâè÷à íà êîíñóëüòàöèþ, Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ çàïðåòèë åé ïðè-

ãëàøàòü ãîñòåé. Ýòî áûëî íàðóøåíî åäèíñòâåííûé ðàç: êîãäà Â.À. Ðîõëèí

óåçæàë íà ðàáîòó â ïðîâèíöèþ (â Èâàíîâî èëè Àðõàíãåëüñê � ÿ òî÷íî íå

çíàþ). È íà ýòîé âå÷åðèíêå Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïåë óêðàèíñêèå ïåñíè.

À.Â. Ïîãîðåëîâ áûë ñêðîìíûì ÷åëîâåêîì, íåñìîòðÿ íà âñå ñâîè ðåãàëèè.

Â 1972 ãîäó õàðüêîâñêèå ãåîìåòðû ëåòåëè ÷åðåç Ìîñêâó â Ñàìàðêàíä íà Âñå-

ñîþçíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíôåðåíöèþ. Íî âûëåò â Ìîñêâå çàäåðæèâàëñÿ,

è ìû êîðîòàëè íî÷ü â çàëå îæèäàíèé. Áóäó÷è äåïóòàòîì Âåðõîâíîãî Ñîâåòà

ÓÑÑÐ, À.Â. Ïîãîðåëîâ ìîã áû ïîéòè â VIP-çàë, íî îí îñòàëñÿ ñ íàìè.

Êîãäà â 2000 ãîäó Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷ ïåðååõàë â Ìîñêâó, òî èçáåãàë

âûçûâàòü ìàøèíó èç Àêàäåìèè íàóê, ÷òîáû äîåõàòü äî ÌÈÀÍà. Îí ïðåä-

ïî÷èòàë åõàòü îáùåñòâåííûì òðàíñïîðòîì ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïåðåñàäêàìè.

Òàê êàê îí æèë â Íîâîêîñèíî, òî ýòî áûëî äëÿ íåãî òÿæåëûì èñïûòàíèåì, íî

îí áîðîëñÿ äî êîíöà. Â Ìîñêâå îí ïðîäîëæàë ðàáîòàòü, äóìàòü íàä ãåîìåò-

ðè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè. È äàæå èç Õàðüêîâà â Ìîñêâó Àëåêñåé Âàñèëüåâè÷

ïåðåâåç ÷åðòåæíóþ äîñêó, íà êîòîðîé îí ñîçäàâàë êîíñòðóêöèþ ãåíåðàòîðà

ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, îñíîâàííîãî íà ÿâëåíèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Àëåêñåé

Âàñèëüåâè÷ Ïîãîðåëîâ áûë ñàìîðîäêîì, îãðàíåííûì íåóñòàííûì òðóäîì.
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Áëàãîäàðíîñòè. ß ñåðäå÷íî áëàãîäàðþ Â.À. Ìàð÷åíêî çà òî, ÷òî âî-

îäóøåâèë íà íàïèñàíèå ýòîé ñòàòüè, è çà êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ. Èñêðåííå

áëàãîäàðþ Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è ìíîãî-

÷èñëåííûå ïîïðàâêè.
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