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Решена задача рассеяния трехмерного гауссовского пучка, падающего под произвольным углом на двухпериодический 

магнитодиэлектрический слой. Предложены новые формулы представления рассеянного поля трехмерного гауссовского пучка, 
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Для передачи электромагнитной энергии 

от различного рода высокочастотных источников, 

гиротронов, ламп обратной волны и так далее 

применяются квазиоптические линии передачи на 

основе полых диэлектрических волноводов раз-

личного типа [13]. В настоящее время суще-

ствуют технологические возможности для произ-

водства различных волноводов с диэлектриче-

ским покрытием стенок, обладающих приемле-

мыми параметрами передачи энергии в инфра-

красном [2, 4], миллиметровом [5], ближнем мил-

лиметровом и субмиллиметровом диапазонах 

длин волн [6].  

Основным типом колебаний в таких вол-

новодах является мода НЕ11. Хорошей аппрокси-

мацией распределения поля для моды НЕ11 являет-

ся пучок с гауссовским распределением амплиту-

ды поля по сечению в направлении, поперечном 

относительно направления распространения [3]. 

Плоско-слоистые магнитодиэлектрические пери-

одические структуры могут служить в качестве 

рассеивателей, используемых для управления 

характеристиками высокочастотного поля в квази-

оптической линии передачи. Процесс прохожде-

ния гауссовского пучка сквозь ваккумное окно в 

виде диэлектрической пластины играет важную 

роль в передаче мощности излучения гиро-

трона [7]. В этом случае диэлектрическая пласти-

на, которая характеризуется определенным углом 

Брюстера, является приоритетной при выводе 

мощности, сгенерированной гиротроном со сту-

пенчатой перестройкой рабочей частоты [8]. 

Рассеяние пучка на плоско-слоистых 

структурах обычно рассматривается методом 

комплексного источника [9], используется парак-

сиальное приближение, когда энергия пучка по-

лагается распределенной в небольшом секторе 

углов [10]. Стандартным методом для моделиро-

вания распространения и взаимодействия трех-

мерного пучка с различного рода рассеивателями 

является представление пучка в виде непрерыв-

ного пространственного фурье-спектра плоских 

волн [10–12]. В этом случае полагается, что для 

каждой волны коэффициенты рассеяния от струк-

туры уже известны. В нашей статье выражение 

для трехмерных рассеянных полей, выраженных 

двукратным интегралом, сводится к однократно-

му интегралу, что существенно уменьшает время 

счета. Мы используем аналитические выражения 

для коэффициентов отражения и прохождения 

плоской электромагнитной волны на магнито-

диэлектрическом двухпериодическом слое. Эти 

аналитические выражения получены методом 

интегральных функционалов [13] для случая, ко-

гда период структуры гораздо меньше длины па-

дающей волны.  
1. Постановка и решение задачи. Рас-

смотрим рассеяние трехмерного гауссовского 

пучка с круговой симметрией распределения по-

ля, падающего в среде с 11,   под произвольным 

углом  на двухпериодический магнитодиэлект-

рический изотропный слой с толщиной h 

и  22 ,   (рис. 1). 

Перетяжка пучка расположена на рассто-

янии d от начала координат вдоль оси падающего 

пучка. Координаты пучка и структуры связаны 

соотношениями: 
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Рис. 1. Геометрия задачи в плоскости (x, z). Оси y и yi направ-
лены перпендикулярно плоскости рисунка 

 

Рассмотрим случай нормального падения 

(  0). Падающее поле пучка в плоскости пере-

тяжки линейно поляризовано, его распределение 

имеет вид гауссовской функции и представляется 

следующим образом: 
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0w  – минимальная полуширина пучка, определяе-

мая в точке, где максимальная амплитуда поля 

уменьшается в e раз. 

Пучок является монохроматическим с 

временной зависимостью )exp( ti  и квазиопти-

ческим, когда выполняется условие 00wk  

,1)/(2 00   w  где 0k  и 0   волновое число и 

длина волны в свободном пространстве соответ-

ственно. )( , yx kk  
 спектральная амплитуда 

фурье- поля пучка в плоскости его перетяжки; ее 

можно получить с помощью преобразования 

Фурье: 
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тогда поле пучка в области  d < z < 0 записыва-

ется в виде разложения в двойной интеграл Фурье 

по плоским волнам 
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где  1F   обратное двойное преобразование 

Фурье; ,xk  yk  и zk  волновые числа в направле-

ниях x, y, z; .2
1

222 kkkk zyx   

Для случая произвольного падения  

(0 <  < 90) мы использовали (1) для того, что-

бы из (3) и (4) получить соответственно 
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 Для представления поля в виде спектра 

плоских волн для 
пад
yE

 

– перпендикулярно поля-

ризованного или 
пад
yH  – параллельно поляризо-

ванного пучков невозможно ограничиться только 

парциальными волнами одной поляризации (па-

раллельной или перпендикулярной). Будем иметь 

в виду, что из дивергентной части уравнений 

Максвелла следует, что  
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Учитывая этот факт, а также свойства 

плоских волн   ,0, Ek    ,0, || Ek    0, ||  EE  

и то, что в разложении по плоским волнам xk  и 

yk  изменяются от  до ,  
пад
yE -компонента 

падающего поля будет соответствовать (6), а       

y-компоненту отраженного и прошедшего полей 

пучка можно представить как [10] 
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а при  z > h 
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где R и ||R  коэффициенты отражения от слоя; 

T и ||T  коэффициенты прохождения для пер-

пендикулярно поляризованных и параллельно 

поляризованных плоских волн соответственно. 

Компоненты ,отр
xE  ,отр

zE  прош
xE  и прош

zE  могут 

быть получены аналогичным образом. В даль-

нейшем ограничимся рассмотрением y-й компо-

ненты для падающего и отраженного полей.  

Рассеивающей структурой в данном слу-

чае является двухпериодический магнитодиэлект-

рический бесконечный слой, расположенный в 

плоскости 0z . Периодическая ячейка толщи-

ной h  является параллелепипедом с квадратным 

основанием и квадратным отверстием со сторо-

ной а; LLL yx    периоды слоя в направле-

ниях x  и ;y  ,1  2  и ,1  2
 
 диэлектрические 

и магнитные проницаемости окружающей среды 

и слоя соответственно.  

Рассматриваемая рассеивающая структу-

ра обладает аксиальной симметрией при повороте 

на  /2, и коэффициенты прохождения и отраже-

ния не зависят от азимутального угла . Поэтому 

при решении поставленной задачи для данной 

структуры целесообразно перейти от декартовой 

системы координат (x, y, z) к цилиндричес-

кой (, , z). При этом ,sinkkx   coskky   

и .22
0 kkkz   Таким образом, поле наклонно 

падающего в свободном пространстве трехмерного 

гауссовского пучка в цилиндрической системе 

координат представляется выражением 

___________________________________________ 
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___________________________________________ 

Здесь и далее x, y, z, d, k0, k  это безразмерные 

величины, нормированные на величину 0w . 

Воспользовавшись известными разложе-

ниями [14] 
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где )(nJ   функция Бесселя с целым индексом, 

после определенных преобразований и интегри-

рования по  мы получаем падающее поле трех-

мерного гауссовcкого пучка в виде суммы одно-

кратных интегралов по k : 
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Преимущество выражения (10) заключа-

ется в значительном сокращении времени чис-

ленных расчетов по сравнению с формулой (6) 

при соблюдении той же расчетной точности. 

Сравнение расчетов поля падающего пучка по 

формулам (6) и (10) показало совпадение резуль-

татов с точностью до третьей значащей цифры, то 

подтверждает правомерность проведенных пре-

образований. 

Отраженное поле трехмерного гауссов-

cкого пучка (7) в виде суммы однократных интегра-

лов по k представляется следующим выражением: 
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Поле прошедшего через структуру пуч-

ка (8) в цилиндрической системе координат 

)( kEy
прош

 находится аналогичным образом. 

Определение функций коэффициентов 

отражения и прохождения для плоской волны, 

падающей на двухпериодический магнито-

диэлектрический слой, представляет собой от-

дельную задачу. Она была решена методом, ос-

нованным на решении объемных интегральных 

уравнений  макроскопической  электродинамики, 

так называемом «методе интегральных функцио-

налов» [13]. 

 В квазистатическом приближении, когда 

L0 , для получения решения достаточно рас-

сматривать основную волну многомодового 

представления поля. В этом случае решение зада-

чи для квазистатического режима может быть 

получено аналитически. Методом интегральных 

функционалов нами были получены следующие 

коэффициенты отражения и прохождения для 

двухпериодического слоя: 

___________________________________________ 

 

  ,
))(sin()(cos(

)(~

,
))(sin())(cos(

)sin(2~

2222

22

2222

) DChiiDChi

DC
kT

DChiiDChi

hiiCD
kR

























       

(12) 

где 

;
~~

1)
~

1( 3
2

2
2

1
2








  WkWkWkiC  ;
~~

1)
~

1( 32
2

1
2








  WkWkWkiD  ;~
1

1
221

 k
W


  

 
;

~
1)

),(

11
1(

)
),(

11
1(1

22

0 0

1

0 0

1

2







kdxdy
yxLL

dxdy
yxLL

iW
x y

x y

L L

yx

L L

yx





















 

 





 
;

~
11)

),(

11
1(

)
),(

11
1(1

~

22

0 0

1

0 0

12

3










kdxdy
yxLL

dxdy
yxLL

k

W
x y

x y

L L

yx

L L

yx


































 

 





 

.

),(

11

),(

11
),(

),(

1~

2/1

0 00 0

2/1

0 00 0

21

































    
x yx yx yx y L L

yx

L L

yx

L LL L

dxdy

yxLL

dxdy

yxLL

dxdyyxdxdy

yx

ki





  

___________________________________________ 

При этом 0/
~

kkk   . Коэффициенты ||R  

и ||T  определяются заменой  на  и  на  в вы-

ражениях для R  и T  согласно дуализму урав-

нений Максвелла. 

Очевидно, что подынтегральные выраже-

ния в (11) сложнее, чем в (10), поскольку они со-

держат простые полюсы, связанные с коэффициен-

тами отражения от структуры, и интегрирование в 

этих точках производится стандартным мето-

дом [15]. Используя неравенство Каптейна [16] 
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которое верно для любого z (вещественного или 

комплексного), когда 12 z  не является веще-

ственным положительным числом, можно пока-

зать, что абсолютная величина n-го члена ря-

да (11) является бесконечно малой величиной 

порядка nn/1  при n . Суммы рядов в (11) и 

(12) рассчитывались с точностью до 5-го знака 

после запятой. При этом число членов ряда не 

превышало 30 для любых значений .k  

2. Численные результаты. Наиболее 

интересным явлением в случае параллельной 

поляризации поля пучка является его падение на 

границу раздела «немагнитных» диэлектри-

ков ( 121   ) под углом Брюстера, который 

характеризуется отсутствием отраженной волны 

от границы раздела двух сред при падении па-

раллельно поляризованной плоской волны. Угол 

Брюстера для параллельно поляризованной па-

дающей плоской волны вычисляется как 

,1arcsin

2/1

2

1

















B  что следует из форму-

лы  (12). 

На рис. 2 представлено схематическое 

изображение падающего и отраженного гауссов-

ских пучков и связанных с ними координатных 

систем. Ось x совпадает с направлением цент-

рального луча отраженного пучка.  

 

 
 
Рис. 2. Схематическое изображение падающего и отраженного 

гауссовских пучков и связанных с ними координатных систем 

 

На рис. 3, а показана зависимость модуля 

компоненты Нy отраженного параллельно поля-

ризованного гауссовского пучка от координаты z 

при x  d1 18 см и y  0. Пучок генерируется на 

частоте 110 ГГц и падает под углом Брюстера 

B  56,3 на поверхность слоя полиэтилена 

)25,2( 2   толщиной 4,76 мм, полуширина пучка 

0w 0,69 см. Расстояние от перетяжки пучка до 

начала координат d  18 см. Рисунок демонстри-

рует хорошее совпадение с экспериментом [17], 

результаты которого обозначены звездочками. 

Расщепление отраженного пучка на два незначи-

тельно отличающихся по интенсивности обу-

словлено падением пучка под углом Брюсте-

ра (рис. 3, б).  
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Рис. 3. Зависимость модуля Нy-компоненты отраженного па-

раллельно поляризованного гауссовского пучка при падении 

на слой полиэтилена под углом Брюстера от координат: а)  z 

при x  d1 и y  0; б)  y и z при x  d1 

 

 На рис. 4 представлено схематическое 

изображение падающего и прошедшего гауссов-

ских пучков и связанных с ними координатных 

систем. Ось z совпадает с направлением цент-

рального луча прошедшего пучка. 

 На рис. 5 представлена зависимость мо-

дуля компоненты Еy перпендикулярно поляризо-

ванного отраженного от слоя полиэтилена 

)25,2( 2   гауссовского пучка от координат z 

при x  d1  15 см и y  0 (см. рис. 2). Приведен-

ная на рисунке кривая демонстрирует боковое 

смещение отраженного от слоя пучка и хорошее 

совпадение теоретических данных с эксперимен-

тальными, результаты которых обозначены звез-

дочками [17]. 
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Рис. 4. Схематическое изображение падающего и прошедшего 

гауссовских пучков и связанных с ними координатных систем 
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Рис. 5. Зависимость модуля Ey-компоненты отраженного пер-
пендикулярно поляризованного гауссовского пучка при его 

падении под углом   45 на слой полиэтилена от коорди-

нат z при x  d1 и y  0 

 

На рис. 6 показаны зависимости модуля 

компоненты Еy перпендикулярно поляризованно-

го прошедшего сквозь слой полиэтилена
 
гауссов-

ского пучка от координат x при z  d2  12 см и 

y  0 (см. рис. 4) и та же зависимость, но в отсутст-

вие слоя.  
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Рис. 6. Зависимость модуля Ey-компоненты прошедшего пер-
пендикулярно поляризованного гауссовского пучка при его 

падении под углом   45 на слой полиэтилена от 

координат x при z  d2 и y  0 

Из рисунка видно, что при прохождении 

сквозь слой пучок теряет часть своей мощности 

вследствие незначительного отражения (нижняя 

кривая). Боковое смещение прошедшего сквозь 

слой пучка, как и в случае отраженного пучка, 

частично объясняется сдвигом вследствие выпол-

нения закона Снеллиуса.  

Теоретические результаты также демонст-

рируют хорошее совпадение с эксперименталь-

ными данными (звезды и треугольники для про-

хождения со слоем и без соответствнно) [17]. 

На рис. 7, а приведена зависимость моду-

ля компоненты Нy отраженного параллельно по-

ляризованного гауссовского пучка от координаты 

z при x  d1  18 см и y  0. Пунктирная кривая 

характеризует рассеяние гауссовского пучка на 

диэлектрическом слое из искусственного диэлект-

рика, полученного путем перфорации полиэтиле-

на квадратными отверстиями с коэффициентом 

заполнения ячейки периодического слоя S  0,81. 

Коэффициенты рассеяния рассматривались в ква-

зистатическом приближении. Сплошная линия 

соответствует зависимости модуля Hy-компо-

ненты отраженного гауссовского пучка от одно-

родного слоя с такой же диэлектрической прони-

цаемостью, как и эффективная диэлектрическая 

проницаемость перфорированного слоя, которая 

рассчитывается на основании равенства нулю 

коэффициента отражения при падении волны на 

диэлектрический слой под углом Брюстера и рав-

на r  1,62. Из сравнения изолиний на рис. 7, б, в 

видно, что картины распределения отраженных 

полей значительно отличаются. Это свидетель-

ствует о том, что применение эффективной ди-

элект-рической проницаемости не всегда оправ-

дано в случае использования искусственных ди-

электриков на основе периодических структур. 

Выводы. Предложено новое представле-

ние поля трехмерного наклонно падающего гаус-

совского пучка и поля пучка, рассеянного плос-

кой периодической структурой, обладающей 

симметрией при повороте на  /2. Поле представ-

ляется однократным интегралом, дающим воз-

можность уменьшить время расчета простран-

ственного распределения поля. Представлены 

графики, иллюстрирующие применение данной 

формулы к расчету рассеяния произвольно пада-

ющего гауссовского пучка на диэлектрическом 

слое, сравнение с экспериментальными данными 

показало хорошее совпадение. Численный расчет 

с использованием полученных формул показал 

также, что диаграммы изолиний интенсивности 

рассеянного поля в случае падения гауссовского 

пучка под углом Брюстера на слой из периодиче-

ски перфорированного диэлектрика имеют сущест-

венные отличия от диаграмм изолиний для случая 

падения гауссовского пучка на однородный слой 

с такой же эффективной диэлектрической прони-
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цаемостью. Знание и учет таких особенностей 

необходим при применении искусственных ди-

электриков на основе периодических структур в 

технике СВЧ. 
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Рис. 7. Зависимость модуля Нy-компоненты отраженного па-

раллельно поляризованного гауссовского пучка при его паде-

нии под углом Брюстера на однородный и перфорированный 

слои от координат: а)  z при x  d1 и y  0; б)  y и z при 

x  d1 для слоя полиэтилена; в)  y и z при x  d1 для перфо-

рированного слоя 

Данное исследование является первым 
шагом к построению эффективных алгоритмов, 
моделирующих рассеяние гауссовского пучка на 
периодических структурах, когда длина волны 
падающего гауссовского пучка сравнима с пери-
одом структуры. 
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V. V. Yachin, T. L. Zinenko, V. K. Kiseliov 

 

DIFFRACTION OF THREE-DIMENSIONAL 

GAUSSIAN BEAM WITH CIRCULAR 

SYMMETRY OF SPACE FIELD DISTRIBUTION 

ON PENETRABLE SCREENS 

 
The problem of scattering of 3-D Gaussian beam inci-

dent at an arbitrary angle onto a double-periodic magneto-

dielectric slab has been solved. The new formulas for incident and 

scattered 3-D Gaussian beam fields in the form of the single inte-
grals have been derived. They allow to reduce the time spent upon 

the numerical calculations of the incident and scattered beam 

fields. The calculations of the obliquely incident 3-D Gaussian 

beam onto magneto-dielectric slab and reflected from it using 

derived formulas are illustrated in figures presented in the paper. 
Key words: 3-D Gaussian beam, magnetodielectric 

slab, quasi-static regime. 

 

В. В. Ячін, Т. Л. Зіненко, В. К. Кісельов 

 

ДИФРАКЦІЯ ТРИВИМІРНОГО ПУЧКА ГАУССА 

З КРУГОВОЮ СИМЕТРІЄЮ  

ПРОСТОРОВОГО РОЗПОДІЛУ ПОЛЯ  

НА ПРОНИКНИХ ЕКРАНАХ 

 
Розв’язано задачу розсіяння тривимірного гауссів-

ського пучка, що падає під довільним кутом на двоперіодич-

ний магнітодіелектричний шар. Запропоновано нові формули 

представлення розсіяного поля тривимірного гауссівського 
пучка, що дозволяють зменшити час чисельних розрахунків 

просторового розподілу поля. Зображено графіки, що ілюст-

рують застосування даних формул до розрахунку розсіяння 

похило падаючого пучка на магнітодіелектричний шар.  

Ключові слова: тривимірний гауссівський пучок, 
магнітодіелектричний шар, квазістатичний режим. 
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