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Усредненная модель диффузии в локально
периодической пористой среде с нелинейным
поглощением на границе

(Представлено академиком НАН Украины Е.Я. Хрусловым)

Рассмотрена краевая задача, описывающая процесс стационарной диффузии в локально
периодической пористой среде с нелинейным поглощением на границе. Изучено асимпто-
тическое поведение решения, когда масштаб микроструктуры среды ε → 0. Построено
усредненное уравнение, описывающее главный член асимптотики, для коэффициентов
которого (эффективных характеристик среды) получены явные формулы.
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Во многих отраслях естественных наук возникает потребность в исследовании стационар-
ной диффузии в пористых средах с поглощением на границе. Такие задачи в последнее
время интенсивно изучались, но в основном для областей с несвязной границей, состоящей
из периодически расположенных компонент (см. [1–6]). Более произвольная пористая сре-
да была рассмотрена в работе [7] — изучалась 3-я краевая задача для уравнения Пуассона
в области, удовлетворяющей условию сильной связности, с нелинейными краевыми взаимо-
действиями на границе. В данной работе мы исследуем локально периодическую пористую
среду, которая является частным случаем среды, изученной в работе [7], строим усредненное
уравнение диффузии, для коэффициентов которого (эффективных характеристик среды)
выводим явные формулы.

Рассмотрим модель пористой среды. А именно, пусть Ω — фиксированная область в Rn

с границей ∂Ω, а F ε
α — подобласти в Ω (зерна) с гладкими непересекающимися границами

∂F ε
α. Размеры и количество зерен F ε

α зависят от малого параметра ε так, что при ε → 0
диаметры F ε

α стремятся к нулю, а их количество N(ε) — к ∞ и F ε
α располагаются “объемно”

в области Ω. Обозначим F ε =
∪
α
F ε
α, Ωε = Ω \ F ε.
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Процесс стационарной диффузии с нелинейным поглощением на границе зерен в такой
среде описывается следующей системой уравнений:

−∆uε = f ε(x), x ∈ Ωε,
∂uε

∂ν
+ εσ(x, uε) = 0, x ∈ ∂F ε,

uε = 0 на ∂Ω,

(1)

где ∆ =
n∑

i=1
∂2/∂x2i — оператор Лапласа, ν — единичная нормаль к границе ∂F ε, внешняя

по отношению к области Ωε; функция fε(x) ∈ L2(Ωε), функция σ(x, u) удовлетворяет сле-
дующим условиям:

a1) σ(x, u) ∈ C(Ω × R1);

a2) σ(x, 0) = 0;

a3) ∀u1, u2 ∈ R1 : (σ(x, u1) − σ(x, u2))(u1 − u2) > 0;

a4) ∀u1, u2 ∈ R1 : |σ(x, u1)−σ(x, u2)| 6 C(1+ |u1|Θ1−1+ |u2|Θ1−1) · |u1−u2|, Θ1 < n/(n−2).
При перечисленных условиях существует единственное обобщенное решение задачи (1)

(см., например, [8]). Напомним, что обобщенным решением задачи (1) называется функция
uε(x) ∈ H̊1(Ωε, ∂Ω) = {u(x) ∈ H1(Ωε) : u|∂Ω = 0}, удовлетворяющая тождеству∫

Ωε

[(∇uε,∇φε)− fεφε] dx+

∫
∂F ε

σε(x, uε)φεdΓ = 0, ∀φε(x) ∈ H̊1(Ωε, ∂Ω). (2)

Ввиду сильной “пористости”, непосредственное применение аналитических или числен-
ных методов для решения этой задачи практически невозможно. Однако если масштаб
микроструктуры пористой среды достаточно мал по сравнению с характерным масшта-
бом процессов, протекающих в ней, то естественно перейти к усредненному описанию этих
процессов. Основная цель данной работы — изучение асимптотического поведения обоб-
щенного решения uε(x) задачи (1) при ε → 0.

Перед тем как сформулировать основной результат, определим локально периодическую
структуру пористой среды.

Предположим, что расположение зерен F ε
α локально близко к периодическому. Это озна-

чает, что F ε
α находятся в периодически расположенных параллелепипедах, а диаметры, ори-

ентации и центры зерен, находящихся в соседних параллелепипедах, отличаются на малую,
по сравнению с периодом ε, величину.

Обозначим:

Π =

{
ξ ∈ Rn : |ξi| 6

θi
2
, i = 1, n

}
, Π±δ =

{
ξ ∈ Rn : |ξi| 6

θi
2
(1± δ), i = 1, n

}
,

где δ — произвольное малое число (δ ≪ 1), θi > 0, i = 1, n.
Рассмотрим в параллелепипеде Π произвольную область F с гладкой границей ∂F .

Обозначим Fx область, полученную из F с помощью диффеоморфизма fx(ξ) : Rn → Rn:

Fx = fx(F ), ∂Fx = fx(∂F ), (3)
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где fx(ξ) зависит от точки x ∈ Ω как от параметра так, что f0(ξ) = I (I — тождественное
отображение), ∀x ∈ Ω: Fx ⊂ Π−2δ и

∥fx1 − fx2∥C1(Ω) 6 C|x1 − x2|. (4)

Разрежем пространство Rn на параллелепипедыΠε
α = {x ∈ Rn : |xi−xαi | 6 θiε/2, i = 1, n}

с центрами в точках xα = ε
n∑

i=1
xαi e

i, где xαi = mα
i θi (m

α
i ∈ Z), и ребрами, ориентированными

по координатным осям. Центры кубов xα образуют периодическую решетку с периодом
θiε (i = 1, n). В каждом таком параллелепипеде, принадлежащем области Ω, находится
множество F ε

α

F ε
α = εFxα + xα, (5)

являющееся трансляцией и гомотетическим сжатием множества Fxα .
Области Ωε = Ω \ F ε, где F ε = ∪αF

ε
α, естественно называть локально периодическими.

Будем говорить, что последовательность функций uε(x) ∈ Lp(Ωε) сходится в Lp(Ωε,Ω)
к функции u(x) ∈ Lp(Ω), если

∥uε − u∥pLp(Ωε) =

∫
Ωε

|uε(x)− u(x)|pdx→ 0 при ε→ 0.

Асимптотическое поведение решения задачи (1) при ε → 0 и вид усредненной модели
описываются следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть области Ωε являются локально периодическими и функция fε(x),
продолженная нулем на F ε, сходится слабо в L2(Ω) к функции f(x). Тогда обобщенное
решение начальной краевой задачи (1) uε(x) при ε→ 0 сходится в Lp(Ωε,Ω) (p 6 2n/(n−2))
к обобщенному решению u(x) усредненной краевой задачи −

n∑
i,k=1

∂

∂xi

(
aik(x)

∂u

∂xk

)
+ c(x, u) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(6)

где {aik}ni,k=1 — симметричный положительно определенный тензор, характеризую-
щий проводимость пористой среды, c(x, u) характеризует поглощающие свойства гра-
ницы ∂F ε. Эти характеристики среды называют эффективными характеристиками, они
равны:
функция поглощения

c(x, u) =
|∂Fx|
|Π|

σ(x, u), (7)

тензор проводимости aik(x) (i, k = 1, n)

aik(x) = δik

(
1− |Fx|

|Π|

)
− 1

|Π|

∫
Π\Fx

n∑
j=1

∂Vi(ξ, x)

∂ξj

∂Vk(ξ, x)

∂ξj
dξ, (8)

ISSN 1025-6415 Доп. НАН України, 2016, №6 17



где |∂Fx|, |Fx|, |Π| — поверхностная и объемные меры соответствующих множеств,
функция Vk(ξ, x) (k = 1, n) является решением следующей “ячеечной” задачи в области Π:

n∑
i=1

∂2Vk(ξ)

∂ξ2i
= 0, ξ ∈ Π \ Fx,

∂Vk(ξ)

∂νξ
= cos(ν(ξ), ek), ξ ∈ ∂Fx,

Vk|Γ+
i
= Vk|Γ−

i
,

∂Vk
∂ξi

|Γ+
i
=
∂Vk
∂ξi

|Γ−
i
, i = 1, n,∫

Π\Fx

Vk(ξ) dξ = 0,

(9)

где Γ±
i — противоположные грани в Π, ν = ν(ξ) — единичный вектор нормали к Fx

в точке ξ ∈ Fx.
Напомним, что обобщенным решением задачи (6) называется функция uε(x) ∈ H̊1(Ω),

удовлетворяющая тождеству∫
Ω

[
n∑

i,k=1

aik
∂u

∂xk

∂φ

∂xi
− fφ

]
dx+

∫
Ω

c(x, u)φdΓ = 0, ∀φ(x) ∈ H̊1(Ω). (10)

Доказательство теоремы 1 состоит в проверке выполнения условий теоремы 1 работы [7],
в которых требуется сходимость к пределу мезоскопических характеристик пористой среды.
(Понятие мезоскопических характеристик было введено в [9] и применено в работе [7].)
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Усереднена модель дифузiї в локально перiодичному пористому
середовищi з нелiнiйним поглинанням на межi
Розглянуто крайову задачу, що описує процес стацiонарної дифузiї в локально перiодичному
пористому середовищi з нелiнiйним поглинанням на межi. Вивчено асимптотичну пове-
дiнку розв’язку, коли масштаб мiкроструктури середовища ε → 0. Побудовано усереднене
рiвняння, що описує головний член асимптотики, для коефiцiєнтiв якого (ефективних ха-
рактеристик середовища) отриманi явнi формули.

Ключовi слова: Усереднення, дифузiя, елiптичне рiвняння, третя крайова умова, локально
перiодична пориста область, функцiя поглинання, тензор провiдностi.
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Homogenized model of diffusion in a locally periodic porous medium
with nonlinear absorption at the boundary
We consider a boundary-value problem describing the process of stationary diffusion in a locally
periodic porous medium with nonlinear absorption on the boundary. We study the asymptotic behavi-
or of the solution, when the scale of the microstructure of the medium ε→ 0. We have constructed
the homogenized equation describing the main term of the asymptotics and deduced explicit formulas
for effective characteristics of a medium that are coefficients of this equation.

Keywords: Homogenization, diffusion, elliptic equation, third boundary condition, locally periodic
porous medium, absorption function, conductivity tensor.
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