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The offered problem-solving procedure is easily parallelizable and their implementation for 
a multi-processor computer will allow simultaneous calculation of several local maxima. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ БЕЗДИССИПАТИВНОГО ПЕРЕНОСА 
ТЕПЛА И МАССЫ В НЕКЛАССИЧЕСКИХ СРЕДАХ 

Исследуется система гидродинамических уравнений, которые описывают перенос теп-
ла и массы в сверхтекучих жидкостях. Система решается аналитически с помощью 
преобразования Фурье и разложения начального вектора (соответствующего началь-
ному возмущению температуры или концентрации) по собственным векторам матри-
цы системы. Собственные векторы вычисляются во втором приближении по парамет-
ру гидродинамичности, благодаря чему система удовлетворяется с требуемой точно-
стью. 

Досліджується система гідродинамічних рівнянь, які описують перенос тепла й маси у 
надплинних рідинах. Система вирішується аналітично за допомогою перетворення Фу-
р’є й розкладання початкового вектора (який відповідає початковому збурюванню тем-
ператури або концентрації) по власних векторах матриці системи. Власні вектори об-
числюються в другому наближенні за параметром гідродинамічності, завдяки чому си-
стема задовольняється з необхідною точністю 

1. Введение 
Квантовые свойства вещества в макроскопических масштабах проявляются не толь-

ко в виде необычных явлений или свойств, таких, как сверхтекучесть и сверхпроводимость, 
но также и в виде, казалось бы, менее экзотических явлений, таких, как транспорт электро-
нов в металлах и полупроводниках, тепловые явления в твердых телах, магнитные свойства 
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веществ. К таким свойствам относится также и явление  «второго» звука, которое обуслав-
ливает процесс переноса тепла не диссипативным образом, как в газах и классических жид-
костях, а звуковым.   

Этот бездиссипативный перенос тепла в звуковом волновом процессе, на первый 
взгляд, кажется уникальным явлением, присущим лишь экзотическим сверхтекучим жидко-
стям. На самом деле он описывает перенос тепла в кристаллических твердых телах, магне-
тиках, сверхпроводниках, которые в настоящее время все больше используются в энергетике 
и теплотехнике.  

Существование этого температурного волнового процесса, который был назван вто-
рым звуком, впервые было теоретически предсказано в работе [1]. Экспериментально вто-
рой звук был обнаружен в [2], а в работе [3] было высказано предположение о возможности 
существования волн второго звука в твердых телах. В работах [4–6] впервые теоретически 
были рассмотрены волны второго звука в кристаллических твердых телах. Возможность су-
ществования звуковых температурных волн в ферромагнетиках впервые рассматривалась в 
работах [7, 8], изучение их свойств проводилось в работах [9–11], в антиферромагнетиках их 
существование рассматривалось в [12]. В полупроводниках эти волны были изучены в рабо-
тах [13, 14], а в металлах – в работе [15]. Экспериментально волны второго звука в твердых 
телах наблюдались в твердом гелии [16, 17], в чистых монокристаллах NaF [18, 19], в висму-
те [20], в сапфире [21] при изучении распространения теплового импульса.  

Рассмотрение и сравнение математических моделей описания бездиссипативного 
переноса тепла в перечисленных средах, а также решение задачи о релаксации теплового 
всплеска в квантовых жидкостях является целью данной работы. 

2. Основные уравнения 
В обычных жидкостях и газах процессы переноса массы и энтропии определяются 

движением вещества и поэтому происходят с одинаковой скоростью – со скоростью движе-
ния вещества V 
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Здесь выписаны уравнения сохранения массы (непрерывности) и переноса тепла без учета 
вязкости. Величина ρ – плотность; s – энтропия единицы массы; κ – коэффициент теплопро-
водности. В случае неподвижной среды и в пренебрежении коэффициентом теплового рас-
ширения из этих уравнений при учете уравнения Эйлера получаем такое уравнение тепло-
проводности: 
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где VCκ/χ =  – отношение теплопроводности к теплоемкости при постоянном объеме. 
Таким образом, температурные волны в классических жидкостях и газах являются 

чисто диссипативными. 
Перенос тепла в кристаллах осуществляется так называемыми фононами (квантами 

звука) – тепловыми возбуждениями кристаллической решетки. Сама решетка при этом оста-
ется неподвижной, то есть перенос массы отсутствует. Уравнения для газа фононов выписы-
ваются в газодинамической модели и представляют собой уравнения Эйлера и теплопровод-
ности 
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Здесь S и C – энтропия и теплоемкость единицы объема; r – коэффициент трения, описы-
вающий взаимодействие фононов с решеткой. В идеальных кристаллах, когда трение прак-
тически отсутствует, тепло распространяется по кристаллу чисто звуковым образом [21-26]. 
В случае большого коэффициента трения перенос тепла приобретает диффузионный харак-
тер. 

В сверхтекучих растворах перенос энтропии и тепла осуществляется только частью 
жидкости, так называемой нормальной компонентой. С этой же частью жидкости движутся 
и все примеси. Другая часть сверхтекучего раствора, так называемая сверхтекучая  компо-
нента, движется без диссипации и тепло не переносит. 

Здесь выписаны уравнения сохранения массы (непрерывности) для всей жидкости, 
примесей и переноса тепла без учета вязкости. Величина ρ = ρs + ρn – плотность; v = vs + vn – 
скорость; S – энтропия; κ – коэффициент теплопроводности. 
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Таким образом, сверхтекучие растворы квантовых жидкостей 3Не -4Не сочетают 
особенности переноса тепла и массы, которые присущи как классическим жидкостям и га-
зам, так и твердым телам, сверхпроводникам и магнетикам. Это послужило объяснению то-
му факту, что целый ряд актуальных задач о переносе тепла и массы в этих растворах остал-
ся нерешенным до настоящего времени. Среди них задача об установлении стационарного 
неравновесного состояния при включении потока тепла на отрезке, задача о фазовом пере-
ходе первого рода в пересыщенных сверхтекучих растворах 3Не -4Не. Данная работа посвя-
щена описанию переноса тепла и массы сверхтекучих растворов в бесконечной одномерной 
среде и на отрезке с помощью системы уравнений гидродинамики для этих растворов. 

3. Создание модели 
Для создания модели переноса тепла и массы в сверхтекучих растворах 3Не -4Не в 

одномерном случае при произвольных температурах (с учетом диффузии и термодиффузии) 
за основу берется линеаризованная система уравнений [27] 
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где введены малые отклонения термодинамических переменных от равновесных значений. 
Величина ρ описывает отклонение плотности; j – импульса; p – давления; S – энтропии; с – 
концентрации; μ – химического потенциала раствора; z  – химического потенциала раство-
ренного 3He. Величины S0, ρ0 и c0 – равновесные значения энтропии, плотности и концен-
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трации; vn, vs – скорости нормальной и сверхтекучей компонент; D, kT – коэффициенты диф-
фузии и термодиффузии; q, g – тепловой поток и поток примесей. 

Равновесные значения плотности и импульса устанавливаются значительно быстрее 
равновесных значений концентрации, энтропии и нормальной скорости, т.е можно положить 
ρ = 0 и j = 0. 

После некоторых преобразований оставшихся уравнений  можно переписать систему 
(1), выбрав в качестве независимых переменных скорость относительного движения нор-
мальной и сверхтекучей компонент w(x, t) = vn – vs, с(x, t) – отклонение концентрации от рав-
новесного значения, и T(x, t) – отклонение температуры от равновесного значения 
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с начальным условием 
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4. Решение задачи о релаксации начального возмущения температуры (концентрации) 
в бесконечной среде 

Исследуем решения системы (2) в неограниченной области, предполагая, что откло-
нения макроскопических переменных от равновесных значений стремятся к нулю на боль-
ших расстояниях. Тогда можно определить преобразование Фурье для w(x, t), C(x, t), T(x, t). 

Введем в рассмотрение трехмерное пространство векторов [28–31], координаты ко-
торых соответствуют гидродинамическим переменным 
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Тогда система (2) может быть записана в виде дифференциального уравнения  
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с начальным условием 
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Матрица системы (2) имеет вид 
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Найдём собственные значения λi (i = 1, 2, 3) этой матрицы. Отметим, что гидродина-
мическое описание можно использовать только для медленно изменяющихся в пространстве 
явлений. Это означает, что в преобразовании Фурье существенными являются коэффициен-
ты только с малыми значениями параметра q. Следовательно, можно ограничиться 
рассмотрением собственных значений  в пределе q→0. В этом случае величины λi можно 
записать в виде разложений 
 λi = aiq + biq2 + O(q3). 

Тогда получим три собственных значения в виде 
 λ1,2 = ±iu2q – Гsq2, 

 effDq2
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– квадрат скорости второго звука. 
Так как матрица Mq – неэрмитова, то её левые и правые собственные вектора отли-

чаются. Находятся они из соотношений MqXi = λiXi, YiMq = λiYi, (i = 1, 2, 3) и при q→0 вы-
глядят следующим образом: 
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Ранее собственные вектора находились с точностью q0, и поэтому полученное реше-
ние не удовлетворяло системе с требуемой точностью. Здесь мы вычислили собственные 
значения и вектора с одинаковой точностью. 
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Найденные собственные векторы и соответ-
ствующие им собственные значения матрицы Mq по-
зволяют решить систему (2). 

Разложим a0 по собственным векторам 
a0 = α1X1 + α2X2 + α3X3, где αI = (Yi, a), i = 1, 2, 3. 

Тогда решение системы (2) будет иметь вид 
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Выполнив обратное преобразование Фурье, 
получим решение системы (2). Решение системы для 
начального возмущения температуры (начальные 
условия w(x, t) = 0, c(x, t) = 0, T(x, t) = δ(x)) запишем 
так: 
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 (3) 

На рис. 1 приведен пример расчета по формуле (3) распределения температуры в 
бесконечной одномерной среде от точечного мгновенного источника тепла. Левый пик со-
ответствует вкладу диссипативной моды, а правый – вкладу звуковой моды. Пунктирная ли-
ния – вклад добавочных членов. 

Решение системы для начального возмущения концентрации (начальные условия 
w(x, t) = 0, c(x, t) = δ(x), T(x, t) = 0) имеет вид 
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Здесь введены функции  
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которые описывают релаксацию за счет диссипативного механизма теплопроводности, и 
функции 
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описывающие релаксацию, обусловленную распространением второго звука. 
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Рис. 1. Распределение температуры 
в бесконечной одномерной среде 

от точечного мгновенного 
источника тепла: 

T0 = 0,08 K, с0 = 0,1, t = 0,001 c 
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5. Диссипативная часть скорости относительного движения нормальной и 
сверхтекучей компонент скорости w(x, t) 

При описании модели получены выражения для диссипативной части скорости от-
носительного движения нормальной и сверхтекучей компонент скорости w(x, t) 

 ( ) ),(2χ
ρ

),(
22

txG
uu

Stxw
effD

x
s

n

diss Γ−
=  

при начальном возмущении температуры; 
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при начальном возмущении концентрации. Ранее диссипативная часть w(x, t) считалась рав-
ной нулю. Примеры расчетов по этим формулам приведены на рис. 2. Распределение скоро-
сти при точечном мгновенном источнике тепла (T0 = 0,01 K, с0 = 0,1, t = 0,01 c) дано на 
рис. 2, а, при точечном мгновенном источнике концентрации (T0 = 1,7 K, с0 = 0,1, t = 0,005 c) 
– на рис. 2, б. Левый пик соответствует диссипативной моде, а правый – вкладу звуковой 
моды. Пунктирная линия – вклад добавочных членов. 

6. Выводы 
Рассмотрены математические модели описания бездиссипативного переноса тепла в 

таких различных средах, как твердые кристаллические тела, обычные (классические) жидко-
сти и газы, квантовые жидкости, а также впервые решена задача о релаксации теплового 
всплеска в квантовых жидкостях во втором приближении по параметру гидродинамичности. 

С помощью полученной модели описан перенос тепла и массы в сверхтекучих рас-
творах 3Не-4Не в бесконечной одномерной среде при начальном возмущении температуры и 
концентрации. 
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