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Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé (CR) ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö, êîòîðûé ïðèí-
öèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîãî ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè ñâîéñòâîì àäàïòèâíîñòè ê
äèíàìè÷åñêè âûáèðàåìûì âåäóùèì ýëåìåíòàì, ÷òî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïåðåñòàíîâîê
ñòðîê è ñòîëáöîâ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðíûõ ìàòðèö. Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà
ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè åãî òåñòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé è çàäåéñòâîâàííûõ îáúåìîâ ïàìÿòè ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå
ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî (â ñðåäíåì áîëåå ÷åì íà
òðåòü) ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ñòîâïöåâî-ðÿäêîâî¿ (CR) ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü, ÿêèé ïðèí-
öèïîâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä â³äîìîãî ìåòîäó LU ôàêòîðèçàö³¿ âëàñòèâ³ñòþ àäàïòèâíîñò³ äî
äèíàì³÷íî îáèðàºìèõ ïðîâ³äíèõ åëåìåíò³â, ùî äîçâîëÿº â³äìîâèòèñÿ â³ä ïåðåñòàíîâîê
ðÿäê³â òà ñòîâï÷èê³â â ïðîöåñ³ îá÷èñëåííÿ ôàêòîðíèõ ìàòðèöü. Ïåðåâàãè ìåòîäó ï³ä-
òâåðäæåíî ðåçóëüòàòàìè éîãî òåñòóâàííÿ íà ìíîæèí³ ìàòðèöü âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³. Ïîêà-
çàíî, ùî çà ³íøèõ ð³âíèõ óìîâ ñòîñîâíî òî÷íîñò³ îòðèìàíèõ ð³øåíü òà çàä³ÿíèõ îáñÿã³â
ïàì’ÿò³ ìåòîä CR ôàêòîðèçàö³¿ ïåðåâàæàº ìåòîä LU ôàêòîðèçàö³¿, îñê³ëüêè äîçâîëÿº
ñóòòºâî (ó ñåðåäíüîìó á³ëüøå í³æ íà òðåòèíó) ñêîðîòèòè ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ðàçðåæåííûå ìàòðèöû, âåäóùèå ýëåìåíòû, ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è
ñòîëáöîâ, ñòîëáöîâî-ñòðî÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, ñèñòåìû óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ìåòîä Ãàóññà è ðàçëè÷íûå åãî âàðèàíòû ëåæàò â îñíîâå ñîâðåìåííûõ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè [1, 2]. Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå èñõîä-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà AX B� ñ çàäàííûìè ìàòðèöåé A è âåêòîðîì B

â ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà UX V� ñ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé U è
âåêòîðîì V. Öåëü òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ — îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ïðîñòîãî àëãîðèòìà ïîèñêà èñêîìîãî âåêòîðà X â ïðåîáðàçîâàí-
íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.
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Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ èëè LU ôàêòîðèçàöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íèæíåòðåóãîëüíîé
ìàòðèöû L è âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû U. Ðàçëîæåíèå âèäà A LU�
îñóùåñòâëÿåòñÿ îáîñîáëåííî è íå çàòðàãèâàåò âåêòîð B. Ïîýòîìó ðåøåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé AX B� èëè LUX B� ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
âíà÷àëå âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðà V èç ñèñòåìû óðàâíåíèé LV B� , à
çàòåì èñêîìîãî âåêòîðà X èç ñèñòåìû óðàâíåíèé UX V� .

LU ôàêòîðèçàöèÿ n n� ìàòðèöû A îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çà
n �1 øàãîâ. Íà k-ì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè
ìàòðèöû U è k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû L:
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(1)

Âû÷èñëåííûå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ìàòðèöû U è k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû L

(êðîìå ýëåìåíòà lkk �1) çàïèñûâàþòñÿ íà ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ýëåìåíòû íèæíåé ïðàâî-

óãëîâîé àêòèâíîé ïîäìàòðèöû Ak ìàòðèöû A.
Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îñóùåñòâèìîñòè LU ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû A è íåðàâåíñòâî íóëþ ýëåìåíòîâ ukk . Îñóùåñò-
âèìîñòü òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A âñåãäà ìîæíî
îáåñïå÷èòü, ïåðåóïîðÿäî÷èâ åå ñòðîêè è ñòîëáöû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ ukk  0. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P è Q òàêèå,
÷òî PQA LU� .

Ïåðåñòàíîâêè îïðåäåëÿþòñÿ ñõåìîé âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ â
àêòèâíîé ïîäìàòðèöå Ak . Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèìåíÿþò ñõåìû ÷àñ-
òè÷íîãî âûáîðà (ò. å. âûáîðà ïî ñòîëáöó, ïî ñòðîêå, ïî íåñêîëüêèì ñòîëá-
öàì, ïî íåñêîëüêèì ñòðîêàì), ðåæå — ñõåìû ïîëíîãî âûáîðà ïî âñåé
àêòèâíîé ïîäìàòðèöå Ak .

Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà â óñëîâèÿõ êîíå÷íî-ðàçðÿä-
íûõ âû÷èñëåíèé òðåáóþò òàêîãî âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ aij , ïðè êîòî-
ðîì îãðàíè÷èâàåòñÿ âîçðàñòàíèå àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèö
L è U. Äëÿ ýòîãî íà k-ì øàãå ôàêòîðèçàöèè ïåðåñòàâëÿþò ìåñòàìè k-þ è
i-þ ñòðîêè, à òàêæå k-é è i-é ñòîëáöû ìàòðèöû A äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàêñè-
ìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ukk è îáåñïå÷èòü ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà
Ãàóññà [3—8].

Â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âî âíèìàíèå

ïðèíèìàåòñÿ âëèÿíèå ïåðåñòàíîâîê íà óðîâåíü çàïîëíåííîñòè íåíóëå-
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âûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèö L è U, êîòîðûé ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâûñèòü

óðîâåíü çàïîëíåííîñòè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè èñõîäíîé ìàòðèöû A.

Ïîñêîëüêó ðàçìåðû ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðàçìåùåíèÿ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèö L è U âñåãäà îãðàíè÷åíû ôèçè÷åñêèìè ðåñóðñàìè êîì-

ïüþòåðà, ïåðåñòàíîâêè ìîãóò ïîâëèÿòü íå òîëüêî íà îáúåì âû÷èñëåíèé, íî

è íà âîçìîæíîñòü îñóùåñòâèòü ôàêòîðèçàöèþ â ïðèíöèïå.

Ïîýòîìó âûáîð âåäóùèõ ýëåìåíòîâ îñíîâàí íà ñî÷åòàíèè òðåáîâàíèé

îáåñïå÷åíèÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà Ãàóññà è ìèíèìèçàöèè óðîâ-

íÿ çàïîëíåííîñòè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèö L è U. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

ýòèìè òðåáîâàíèÿìè â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâàõ ðåàëèçóþòñÿ

ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ [3—6].

Õðàíåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè â ñòðî÷íûõ èëè ñâÿçàííûõ ñïèñêàõ ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò

ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ [3—6]. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ

ïåðåñòàíîâîê ñâÿçàíà íå ñ âûïîëíåíèåì ôàêòè÷åñêèõ ïåðåñûëîê çíà÷åíèé

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà, à ñ âûïîë-

íåíèåì îïåðàöèé ïîèñêà è èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ñòðî÷íûõ è ñòîëáöîâûõ

èíäåêñîâ. Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå ñïèñêè ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ â

ñòðîêàõ è ñïèñêè ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ â ñòîëáöàõ, ïîäëåæàùèõ ïåðåñòà-

íîâêàì, íå ñîâïàäaþò, ÷òî óñëîæíÿåò ðåàëèçàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìå-

íåíèé èõ èíäåêñîâ.
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóþò î ñîèçìåðèìîñòè îáúåìîâ

îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðåñòàíîâîê è îñóùåñòâëåíèÿ
ñîáñòâåííî ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (1). Ïðåäëà-
ãàåìûé íîâûé ìåòîä ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé (CR) ôàêòîðèçàöèè ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè àäàïòèðîâàííîñòüþ ê âûáîðó âåäóùèõ
ýëåìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ â ïðî-
öåññå ôîðìèðîâàíèÿ ôàêòîðíûõ ìàòðèö è óñêîðèòü ïðîöåññ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Ñòîëáîâî-ñòðî÷íàÿ ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Áàçîâûì ñîîòíîøåíèåì
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

A A i jj i� �C R 1 ( , ) , (2)

â êîòîðîì èñõîäíàÿ n n� ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèÿ
n�1âåêòîð-ñòîëáöà C j íà1�n âåêòîð-ñòðîêó R i è n n� ìàòðèöû A i j1 ( , ) .

Åñëè ýëåìåíò aij ìàòðèöû A íå ðàâåí íóëþ, òî, ïîëàãàÿ ðàâíûìè íóëþ
ýëåìåíòû i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A i j1 ( , ) , èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñ
òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ýëåìåíòû
ñòîëáöà C j è ñòðîêè R i . Íåîäíîçíà÷íîñòü «ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî
ìíîæèòåëÿ» â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà C j è ñòðîêèR i îáóñëîâëåíà
íåâîçìîæíîñòüþ íàéòè èç îäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà c r aij ij ij� äâå èñêîìûå
âåëè÷èíû: cij è rij .

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè âåëè÷èí cij è rij ñëå-
äóåò ïðèíÿòü îäíî èç âîçìîæíûõ äîïóùåíèé, íàïðèìåð, âèäà

cij �1, (3)

rij �1, (4)

c rij ij� . (5)

Çàìåòèì, ÷òî äîïóùåíèÿ (3) è (4) àíàëîãè÷íû äîïóùåíèÿì, ïðèíèìàåìûì
îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îäíîé èç ôàêòîðíûõ ìàòðèö L è U â
ìåòîäå LU ôàêòîðèçàöèè. Òàê, â ôîðìóëàõ (1) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû L ïðèíèìàåì ðàâíûìè åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîïóùåíèþ (3).
Äîïóùåíèå âèäà (5) òàêæå âîçìîæíî â ñïåöèàëüíîì âàðèàíòå ìåòîäà LU
ôàêòîðèçàöèè ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, èçâåñò-
íîãî êàê ìåòîä LLT ôàêòîðèçàöèè Õîëåññêîãî èëè ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ
[7, 8].

Ñîîòíîøåíèå (2) îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íóþ îäíîøàãîâóþ ñòîëáöîâî- ñòðî÷-
íóþ ôàêòîðèçàöèþ ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî âåäóùåãî ýëåìåíòà aij . Çäåñü
ñòîëáåö C j è ñòðîêà R i ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè èëè ôàêòîðàìè, à ìàòðèöà
A i j1 ( , ) — îñòàòî÷íîé ìàòðèöåé, ýëåìåíòû êîòîðîé, êðîìå ðàñïîëîæåííûõ
â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, îáðàçóþò àêòèâíóþ ( ) ( )n n� � �1 1 ïîäìàòðèöó.

Íà ïðèìåðå 6 6� ìàòðèöû A, ó êîòîðîé âåäóùèì âûáðàí ýëåìåíò
a24 0 , ïîêàæåì, êàê îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà C4 è ñòðîêè
R 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (2) çàïèøåì

A

a a a a a a

a a a a a a

a a a a
�

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a

35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

4 2 1 2 4

a a a

A� � �C R ( , )

� � �c c c c c c r r r r r r A
T

14 24 34 44 54 64 21 22 23 24 25 26 1 2 4( , )

�

a a a c r a a

c r c r c r c r c r

11 12 13 14 24 15 16

24 21 24 22 24 23 24 24 24 25 24 26

31 32 33 34 24 35 36

41 42 43 44 24 45 46

c r

a a a c r a a

a a a c r a a

a a a c r a a

a a a c r a a

51 52 53 54 24 55 56

61 62 63 64 24 65 66

, (6)
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ãäå

A

a c r a c r a c r a c r a

1

11 14 21 12 14 22 13 14 23 15 14 25

2 4

0

( , ) �

� � � � 16 14 26

31 34 21 32 34 22 33 34 23 35

0 0 0 0 0 0

0

�

� � � �

c r

a c r a c r a c r a c r a c r

a c r a c r a c r a

34 25 36 34 26

41 44 21 42 44 22 43 44 23 450

�

� � � � �

� � �

c r a c r

a c r a c r a c r a

44 25 46 44 26

51 54 21 52 54 22 53 54 23 50 5 54 25 56 54 26

61 64 21 62 64 22 63 64 23 0

� �

� � �

c r a c r

a c r a c r a c r a65 64 25 66 64 26� �c r a c r

.

(7)

Èç óðàâíåíèÿ (6) ñ ó÷åòîì (7) ñëåäóåò ñèñòåìà ðàâåíñòâ

c r a24 24 24� , (8)

r r c c c c c c a a a a a a
T T

24 4 24 14 24 34 44 54 64 14 24 34 44 54 64C � � ,

(9)

c c r r r r r r a a a a a a24 2 24 21 22 23 24 25 26 21 22 23 24 25 26R � � ,

(10)

èç êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû ñòîëáöà C4 è ñòðîêè R 2 ñ òî÷íîñòüþ

äî íåêîòîðîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè ýòèõ

ýëåìåíòîâ óñòðàíÿåòñÿ ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ îäíîãî èç äîïóùåíèé âèäà (3) —

(5) â îòíîøåíèè èñêîìûõ âåëè÷èí c24 è r24, îäíîâðåìåííî âõîäÿùèõ â

óðàâíåíèå (8). Òàê, ïîëàãàÿ c24 1� ëèáî r24 1� , ëèáî c r24 24� , èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé (8) — (10) ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü èñêîìûå ýëåìåíòû ñòîëáöà

C4 è ñòðîêè R 2.

Àíàëèçèðóÿ ñòðóêòóðó ìàòðèöû A i j1 ( , ) â ñîîòíîøåíèè (2), çàìå-

÷àåì, ÷òî íàéäåííûå ýëåìåíòû ñòîëáöà C j è ñòðîêè R i åñòåñòâåííî ðàñïî-

ëîæèòü â ìàòðèöå A i j1 ( , ) íà ìåñòå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ åå i-é ñòðîêè è j-ãî

ñòîëáöà. Òàêîå ñîâìåùåíèå ýëåìåíòîâ ñòîëáöà C j è ñòðîêè R i ñ ýëåìåí-

òàìè ìàòðèöû A i j1 ( , ) ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñîâìåùåííîé ìàòðèöû

âèäà

A i j A i jCR
j i1 1( , ) ( , ) ( , )� � C R , (11)

ãäå ñèìâîëîì � îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ñîâìåùåíèÿ.

Â äàííîì ïðèìåðå ìàòðèöà (7) ïîñëå ðàçìåùåíèÿ â íåé ýëåìåíòîâ

ñòîëáöà C4 è ñòðîêè R 2 ïðèìåò âèä

A ACR
1 1 4 22 4 2 4( , ) ( , ) ( , )� � �C R

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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�

� � � � �a c r a c r a c r c a c r a c11 14 21 12 14 22 13 14 23 14 15 14 25 16 14 26

21 22 23 24 24 25 26

31 34 21 32 34 22 3

r

r r r c r r r

a c r a c r a

( , )

� � 3 34 23 34 35 34 25 36 34 26

41 44 21 42 44 2

� � �

� �

c r c a c r a c r

a c r a c r 2 43 44 23 44 45 44 25 46 44 26

51 54 21 52 5

a c r c a c r a c r

a c r a c

� � �

� � 4 22 53 54 23 54 55 54 25 56 54 26

61 64 21 62

r a c r c a c r a c r

a c r a

� � �

� � � � �c r a c r c a c r a c r64 22 63 64 23 64 65 64 25 66 64 26

,

(12)

ãäå, äëÿ ñîõðàíåíèÿ óíèâåðñàëüíîñòè ôîðìû çàïèñè, ÷åðåç ( , )c r24 24 îáîç-

íà÷åí ýëåìåíò, çíà÷åíèå êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáè-

ðàåìîãî èç (3) — (5) âàðèàíòà äîïóùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ýëåìåíò

ìîæåò ïðèíÿòü îäíî èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:

( , )c r r24 24 24� , ( , )c r c24 24 24� ,

( , ) ( ) .c r a a24 24 24�sign 24

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (2) — (5), (11) îïðåäåëÿþò ïåðâûé øàã

ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî âåäóùåãî

ýëåìåíòà aij áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ñëåäóþùèé àíàëîãè÷íûé

øàã ôàêòîðèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî âåäóùåãî ýëåìåíòà, âû-

áèðàåìîãî â àêòèâíîé ÷àñòè ìàòðèöû A i j1 ( , ) , ñîâïàäàþùåé ñ àíàëî-

ãè÷íîé ÷àñòüþ ìàòðèöû A i jCR
1 ( , ) .

Åñëè â êà÷åñòâå âåäóùåãî âûáðàí ýëåìåíò a c rpq pi jq�  0, íàõîäÿùèé-

ñÿ íà ïåðåñå÷åíèè p-é ñòðîêè è q-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A i j1 ( , ) , òî, ïðèíÿâ

âî âíèìàíèå òîæäåñòâî (2), ìîæåì çàïèñàòü

A i j A i j p qq p1 2( , ) ( , ), ( , )� �C R , (13)

ãäå n�1 âåêòîð-ñòîëáeö Cq è 1�n âåêòîð-ñòðîêà R p ñîäåðæàò ïî íóëåâîìó

ýëåìåíòó ciq �0 è rpj �0, à n n� ìàòðèöà A i j p q2 ( , ),( , ) èìååò äâå íóëåâûå

ñòðîêè è äâà íóëåâûõ ñòîëáöà ñ íîìåðàìè ñîîòâåñòâåííî i, p è j, q.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â (2) ïîëó÷àåì

A A i j p qj i q p� � �C R C R 2 ( , ),( , ) , (14)

èëè â ñîâìåùåííîé ôîðìå

A i j p q A i j p qCR
j i q p2 2( , ),( , ) ( , ), ( , ) , , , )� � (C R C R . (15)

Ïîêàæåì îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè âòîðîãî øàãà ôàêòîðèçàöèè, ïðè-
íÿâ â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíò a c r46 44 26 0�  , ðàñïîëîæåííûé íà ïåðåñå-
÷åíèè ÷åòâåðòîé ñòðîêè è øåñòîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A1 2 4( , ) âèäà (7).
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (13), çàïèøåì

A A1 6 4 22 4 2 4 46( , ) ( , ),( , )� �C R . (16)
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Èç âûðàæåíèé (6), (7), (14) è (16) ïîëó÷èì

A A A� � � � � �C R C R C R4 2 1 4 2 6 4 22 4 2 4 4 6( , ) ( , ), ( , )

� �c c c c c c r r r r r r
T

14 24 34 44 54 64 21 22 23 24 25 26

� � �c c c c c r r r r r A
T

16 36 46 56 66 41 42 43 45 46 20 0 2 4 4 6( , ), ( , )

�

�a a a c r a c r c r

c r c r c r

11 12 13 14 24 15 14 26 16 46

24 21 24 22 24 23 c r c r c r

a a a c r a c r c r

c

24 24 24 25 24 26

31 32 33 34 24 35 34 26 36 46�

44 21 46 21 44 22 46 42 44 23 46 43 44 24 44 25r c r c r c r c r c r c r c r� � � � �

�

c r c r c r

a a a c r a c r c r

46 45 44 26 46 46

51 52 53 54 24 55 54 26 56 46

61 62 63 64 24 65 64 26 66 46a a a c r a c r c r�

,

(17)

ãäå

A2 2 4 4 6( , ), ( , ) �

�

� � � � � �a c r c r a c r c r a c r c r11 14 21 16 41 12 14 22 16 42 13 14 23 16 43 15 14 25 16 45

31 34 21 36 41 32 3

0 0

0 0 0 0 0 0

a c r c r

a c r c r a c

� �

� � � 4 22 36 42 33 34 23 36 43 35 34 25 36 450 0

0 0 0

r c r a c r c r a c r c r� � � � �

0 0 0

51 54 21 56 41 52 54 22 56 42 53 54 23 5a c r c r a c r c r a c r c� � � � � � 6 43 55 54 25 56 45

61 64 21 66 41 62 64 22

0 0r a c r c r

a c r c r a c r

� �

� � � � � � � �c r a c r c r a c r c r66 42 63 64 23 66 43 65 64 25 66 450 0

.

(18)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (17) ñ ó÷åòîì (18) ñôîðìèðóåì ñëåäóþùóþ ñèñ-

òåìó óðàâíåíèé:

c r a c r46 46 46 44 26� � ,

r r c c c c c
T

46 6 46 16 36 46 56 660C � �

� � � � � �a c r a c r a c r a c r a c r16 14 26 36 34 26 46 44 26 56 54 26 66 540 26
T

,

c c r r r r r46 4 46 41 42 43 45 460R � �

� � � � � �a c r a c r a c r a c r a c r41 44 21 42 44 22 43 44 23 45 44 25 46 440 26 ,

êîòîðàÿ, áóäó÷è äîïîëíåííîé îäíèì èç äîïóùåíèé âèäà (3) — (5) îòíî-

ñèòåëüíî èñêîìûõ âåëè÷èí c46 è r46, ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà îòíîñè-

òåëüíî îñòàëüíûõ èñêîìûõ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà C6 è ñòðîêè R 4.

Îïðåäåëåííûå íà âòîðîì øàãå ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ìàò-

ðèöû A ñòîëáåö C6 è ñòðîêà R 4, êàê è íàéäåííûå íà ïåðâîì øàãå ôàêòî-

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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ðèçàöèè ñòîëáåö C4 è ñòðîêà R 2, ðàçìåùàþòñÿ â ìàòðèöå A2 2 4 46( , ),( , ) íà

«ñâîáîäíûõ» ìåñòàõ, ò.å. íà ìåñòå íóëåâûõ ñòðîê 4, 2 è ñòîëáöîâ 6, 4.

Òàêèì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ ñîâìåùåííàÿ ìàòðèöà âèäà

A ACR
2 2 4 2 6 42 4 4 6 2 4 4 6( , ), ( , ) ( , ), ( , ) , , , )� � �(C R C R

�

� � � � � �a c r c r a c r c r a c r c r11 14 21 16 41 12 14 22 16 42 13 14 23 16 43 14 15 14 25 16 45 16

21 22 23 24 24 25 26

c a c r c r c

r r r c r r r

a

� �

( , )

31 34 21 36 41 32 34 22 36 42 33 34 23 36 43� � � � � �c r c r a c r c r a c r c r c a c r c r c

r r r c r c r

a

34 35 34 25 36 45 36

41 42 43 44 45 46 46

51

� �

( , )

� � � � � �c r c r a c r c r a c r c r c54 21 56 41 52 54 22 56 42 53 54 23 56 43 54 55 54 25 56 45 56

61 64 21 66 41 62 64 22

a c r c r c

a c r c r a c r c

� �

� � � � 66 42 63 64 23 66 43 64 65 64 25 66 45 66r a c r c r c a c r c r c� � � �

.

Íà îñíîâå âûðàæåíèé (2) è (13), îïðåäåëÿþùèõ ÷àñòè÷íóþ îäíî- è

äâóõøàãîâóþ ñîëáöîâî-ñòðî÷íóþ ôàêòîðèçàöèþ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïîë-

íîé CR ôàêòîðèçàöèè íåâûðîæäåííîé n n� ìàòðèöû A äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

êîîðäèíàòû ( , )i j äèíàìè÷åñêè âûáèðàåìûõ â ïðîöåññå ôàêòîðèçàöèè âå-

äóùèõ ýëåìåíòîâ îáðàçóþò íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P:

A j i

i,j P

�
�

� C R
( )

. (19)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå P. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò (2) è (14) ïðàâàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (19) íå ñîäåðæèò ìàòðè÷íûõ ñëàãàåìûõ âèäà A Pn , ïîñêîëüêó
â ïðîöåññå èõ ôîðìèðîâàíèÿ çà n øàãîâ óñòàíàâëèâàëèñü ðàâíûìè íóëþ
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ òåõ n ñòðîê è n ñòîëáöîâ, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ
âûáèðàëèñü âåäóùèå ýëåìåíòû. Èìåííî íà ýòèõ ìåñòàõ ðàçìåùàëèñü
âåêòîð-ñòîëáöû C j è âåêòîð-ñòðîêè R i , ôîðìèðóÿ ñîâìåùåííóþ ìàòðèöó
A PCR . Ïîýòîìó A Pn �0. Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå (19) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â ìàòðè÷íîì âèäå:

A C P R P� , (20)

ãäå ìàòðèöû C P è R P ñîñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî èç âåêòîð-ñòîëáöîâ

C j è âåêòîð-ñòðîê R i , ðàñïîëîæåííûõ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì èõ èíäåê-

ñû âñòðå÷àþòñÿ â ìíîæåñòâå P. Îäíàêî ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ âåêòîð-ñòîëáöîâ

C j è âåêòîð-ñòðîê R i â ñîâìåùåííîé ìàòðèöå âèäà

A P C RCR CR CR� � (21)

ñîîòâåòñòâóåò íîìåðàì èõ èíäåêñîâ j è i, ò. å. âìåñòî ìàòðèö C P è R P â

ìàòðèöå A PCR ôàêòè÷åñêè ñîâìåùàþòñÿ äâå ìàòðèöû: C PCR è R PCR .

Ìàòðèöû C P è R P â îáùåì ñëó÷àå íå ïðèíèìàþò òðåóãîëüíóþ

ôîðìó. Òîëüêî êîãäà â ïðîöåññå CR ôàêòîðèçàöèè âåäóùèå ýëåìåíòû
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âûáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â êîîðäèíàòàõ P n n( , ),( , ), ...,( , )11 22 , ôîð-

ìèðóåìûå âåêòîð-ñòîëáöû C j è âåêòîð-ñòðîêè R i îáðàçóþò íèæíåòðå-

óãîëüíóþ è âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöû C P L� è R P U� , êîòîðûå

ðàñïîëàãàþòñÿ â ñîâìåùåííîé ìàòðèöå A PCR òàê, ÷òî C P C P LCR � � è

R P R P UCR � � .

Îñíîâíàÿ ñòðóêòóðíàÿ îñîáåííîñòü ìàòðèö C P è R P îáùåãî âèäà

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå ïðåîáðàçîâàíû ê

òðåóãîëüíîìó âèäó ïóòåì ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ. Îáðàùàÿñü ê

ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèìåðó, ïîêàæåì îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ôàêòîð-

íûõ ìàòðèö C P , R P , C PCR è R PCR .

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà è ìåñòîïîëîæåíèå âåäóùèõ ýëå-

ìåíòîâ îáðàçóåò óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),2 4 46 6 2 3 5 51

( , )13 . Òîãäà, î÷åâèäíî,

A A A� � � � �C R C R +C R4 2 1 4 2 6 4 22 4 2 4 46( , ) ( , ),( , )

� � � � �C R C R C R4 2 6 4 2 6 3 2 4 46 62+ A ( , ),( , ),( , ) ...

� � � � �C R C R C R C R C R C R4 2 6 4 2 6 5 3 1 5 3 1+ +

�A6 2 4 46 62 35 51 13( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) .

Îäíàêî 6 6� ìàòðèöà A6 2 4 46 62 35 51 13( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) òîæäåñòâåííà íóëþ,

òàê êàê â ïðîöåññå åå ôîðìèðîâàíèÿ çà øåñòü øàãîâ óñòàíàâëèâàëèñü

ðàâíûìè íóëþ çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ òåõ øåñòè ñòðîê è øåñòè ñòîëáöîâ, íà

ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ êîòîðûõ âûáèðàëèñü âåäóùèå ýëåìåíòû â àêòèâ-

íûõ ïîäìàòðèöàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,

A + +� � � � �C R C R C R C R C R C R4 2 6 4 2 6 5 3 1 5 3 1

� � �C C C C C C R R R R R R4 6 2 5 1 3 2 4 6 3 5 1
T

C P R P .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàñïîëîæåíèå âåêòîð-ñòîëáöîâ C j è âåêòîð-ñòðîê R i â

ñîâìåùåííîé ìàòðèöå A PCR , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

A P C P R PCR CR CR� � �

�

c c c r c c c

r r r c r r r

r

11 12 13 13 14 15 16

21 22 23 24 24 25 26

( , )

( , )

31 32 33 34 35 35 36

41 42 43 44 45 46 46

5

c r c c r c

r r r c r c r

c

( , )

( , )

( 1 51 52 53 54 55 56

61 62 62 63 64 65 66

, )

( , )

r c r c c c

r c r r c r c

, (22)

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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ãäå

C PCR � C C C C C C1 2 3 4 5 6 ,

R PCR T� R R R R R R1 2 3 4 5 6 ,

èëè

C P

c c c c c c

c

c c c c

c

CR �

11 12 13 14 15 16

24

32 34 35 36

4

0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 4 46

51 52 54 55 56

62 64 66

0

0

0 0 0

c

c c c c c

c c c

,

R P

r

r r r r r r

r r r

r r r

CR �

0 0 0 0 0

0 0 0

13

21 22 23 24 25 26

31 33 35

41 42 43 45 46

51 53

61 62 63 65

0

0 0 0 0

0 0

r r

r r

r r r r

.
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Ñ
ÑR R

ÑR
Ñ R

Ñ ÑR R�

a

á

L U L U�

�

�

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðû ôàêòîðíûõ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ ìåòîäàìè CR (a) è LU (á) ôàêòîðè-
çàöèè: � — íóëåâûå ýëåìåíòû; — íåíóëåâûå ýëåìåíòû; �— ýëåìåíòû âèäà ( , )c rij ij èëè
( , )l uij ij



Ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè ñôîðìèðîâàííûõ ìàòðèö C CR è RCR ïîêà-

çàíû íà ðèñ. 1, èç êîòîðîãî âèäíî, êàê ïîñëåäîâàòåëüíî îñóùåñòâëÿÿ

ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ P ( , ),( , ),( , ),( , ),2 4 46 62 35

( , ),( , )51 13 , ìîæíî ïðèäàòü ýòèì ìàòðèöàì òðåóãîëüíûå ôîðìû, òàêèå æå,

êàê ó ìàòðèö L è U.

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìîæíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü â âèäå àëãîðèòìà

äëÿ ñëó÷àÿ ðàçìåùåíèÿ èñõîäíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A, à òàêæå åå

ôàêòîðíûõ ìàòðèö C PCR è R PCR â äâóìåðíîì ìàññèâå a.

À ë ã î ð è ò ì 1.
for z = 1:n

Pr(z) = z

Pc(z) = z

end

for k = 1:n

Select the pivot entry a(i,j) in sub matrix

{ a(z,t): z � Pr(zk) | zk = k:n

t � Pc(tk) | tk = k:n }

Index interchange in Pr and Pc

Pr(i) = k; Pr(k) = i;

Pc(j) = k; Pc(k) = j;

if a(i,j) > 0 a(i,j) = sqrt( a(i,j) )

else a(i,j) = �sqrt( �a(i,j) )

for zz = k + 1:n

z = Pr(zz)

a(z,j) = a(z,j)/a(i,j)

z = Pc(zz)

a(i,z) = a(i,z)/|a(i,j)|

end

for zz = k + 1:n

z = Pr(zz)

for tt = k + 1:n

t = Pc(tt)

a(z,t) = a(z,t) � a(z,j)*a(i,t)

end

end

end

Çäåñü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P, ñîäåðæàùåå êîîðäèíàòû ( , )i j

äèíàìè÷åñêè âûáèðàåìûõ â ïðîöåññå ôàêòîðèçàöèè âåäóùèõ ýëåìåíòîâ

a(i,j), ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ ìàññèâàìè Pr è Pc ðàçäåëüíî ñîõðàíÿþùèìè

èíäåêñû ñòðîê i è ñòîëáöîâ j. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè â îïðå-

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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äåëåíèè âåëè÷èí cij è rij ñòîëáöà C j è ñòðîêè R i â àëãîðèòìå 1 èñïîëü-

çîâàíî äîïóùåíèå (5). Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ èíîãî äîïóùåíèÿ,

íàïðèìåð âèäà (3) èëè (4), àëãîðèòì áóäåò íåñêîëüêî ïðîùå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì 1 íå ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è

ñòîëáöîâ. Â ýòîì åãî ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ

LU ôàêòîðèçàöèè. Àëãîðèòì CR ôàêòîðèçàöèè çàâåðøàåòñÿ ôîðìèðîâà-

íèåì ñîâìåùåííîé ìàòðèöû A PCR âèäà (21), ñîäåðæàùåé íåòðåóãîëüíûå

ïî ôîðìå ôàêòîðíûå ìàòðèöû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî

èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà AX B� .

Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñîïîñòàâëÿÿ

ñòðóêòóðû ïîëó÷åííûõ ôàêòîðíûõ ìàòðèö C CR è RCR âèäà (22) ñî ñòðóêòó-

ðàìè ìàòðèö L è U, ñôîðìèðîâàííûõ äëÿ òîé æå ìàòðèöû A ìåòîäîì LU

ôàêòîðèçàöèè (ñì. ðèñ. 1), ïðîàíàëèçèðóåì ðàçëè÷èÿ â èñïîëüçîâàíèè ýòèõ

ìàòðèö äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îñíîâîé ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ôàêòîðíûìè ìàòðèöàìè êîýô-

ôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäñòàíîâîê, ðåàëèçóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùèì íà åäèíèöó íà êàæäîì

øàãå ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, íà÷èíàÿ ñ óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì è

çàêàí÷èâàÿ óðàâíåíèåì ñ n íåèçâåñòíûìè. Îäíàêî, åñëè ðåøåíèå ñèñòåì ñ

òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè L è U âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íå-

èçâåñòíûõ ïðè äèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ, òî ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ

ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè C èëè R ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîäñòàíîâêàìè

òîëüêî ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î êîîðäèíàòàõ è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îñó-

ùåñòâëÿëàñü ôàêòîðèçàöèÿ. Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü î÷å-

ðåäíîñòü ðåøàåìûõ óðàâíåíèé è íîìåð ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿåìîé íà

êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå. Ïóñòü ê 6 6� ìàòðèöå A ñèñòåìû óðàâíåíèé

âèäà AX B� ïðèìåíåíà CR ôàêòîðèçàöèÿ ïî âåäóùèì ýëåìåíòàì ñ êîîð-

äèíàòàìè P ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )2 4 46 62 35 51 13 :

C P R P X B� .

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

C P V B� (23)

ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè ýëåìåíòû âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðà,

v
b

c
4

2

24

� , v
b c v

c
6

4 44 4

46

�
�

, ..., v
b c v c v c v c v c v

c
3

1 11 1 12 2 14 4 15 5 16 6

13

�
� � � � �

,

(24)
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à èç óðàâíåíèÿ

R P X V� (25)

îïðåäåëèòü ýëåìåíòû èñêîìîãî âåêòîðà:

x
v

r
3

1

31

� , x
v r x

r
1

5 31 3

15

�
�

, ..., x
v r x r x r x r x r x

r
4

2 21 1 22 2 23 3 25 5 26 6

24

�
� � � � �

.

(26)

Àíàëèçèðóÿ â (24) è (26) î÷åðåäíîñòü âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ è ïîðÿäîê

èñïîëüçóåìûõ óðàâíåíèé, çàìå÷àåì èõ ñîîòâåòñòâèå ïîðÿäêó ðàñïîëî-

æåíèÿ èíäåêñíûõ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå P ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )2 4 46 62 35 51 13 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (23) è (25) ìîãóò

áûòü ëåãêî ôîðìàëèçîâàíû. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà

C P R P X B� äëÿ ñëó÷àÿ n n� ìàòðèö C CR è RCR , ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà 1 è ðàçìåùåííûõ ñîâìåñòíî â ìàññèâå a ðàçìåðíîñòüþ n n� ,

èìååò ñëåäóþùèé âèä.

À ë ã î ð è ò ì 2.

for k = 1:n

i = Pr(k)

j = Pc(k)

x(j) = b(i)

for z = 1:k � 1

x(j) = x(j) � a(i,z)*x(z)

end

x(j) = x(j)/|a(i,j)|

end

for k = 1:n

nk = n – k + 1

i = Pr(nk)

j = Pc(nk)

for z = nk + 1:n

x(j) = x(j) � a(i,z)*x(z)

end

x(j) = x(j)/a(i,j)

end

Ìàòðèöû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ ìàòðèöû A â

äâóìåðíîì ìàññèâå a îáúåìû âû÷èñëåíèé, òðåáóåìûå äëÿ åå CR è LU

ôàêòîðèçàöèè, îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Îòñóòñòâèå â ìåòîäå CR ôàêòî-

ðèçàöèè n2 îïåðàöèé ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû

A, íåîáõîäèìûõ â ìåòîäå LU ôàêòîðèçàöèè, âîçìîæíî, íî ïîÿâëåíèå n2

Ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
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îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ èíäåêñîâ îáðàáàòûâàåìûõ ýëåìåíòîâ èç ìàññèâîâ Pr

è Pc â êîíå÷íîì èòîãå íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ðàçíèöå îáúåìîâ

âû÷èñëåíèé.

Îäíàêî â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ðàçëè÷èå

â îáúåìàõ âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ âåñüìà çàìåòíûì, ïîñêîëüêó èñïîëü-

çîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôîðìàòîâ ðàçìåùåíèÿ ìàòðèö â âèäå ñòðî÷íûõ èëè

ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ óñëîæíÿåò âûïîëíåíèå â íèõ îïåðàöèé ïåðåñòàíîâêè

ýëåìåíòîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îöåíèì

îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé

ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàïðèìåð, â íàèáîëåå ïîïóëÿðíîì ôîð-

ìàòå ñòðî÷íûõ ñïèñêîâ RR(C)U [3—6].

Â ôîðìàòå RR(C)U âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ïîñòðî÷íî, áåç

ñîáëþäåíèÿ ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â ïðåäåëàõ êàæäîé ñòðîêè,

ðàçìåùàþòñÿ â îäíîìåðíîì ìàññèâå a äëèíîé nnz. Ïðè ýòîì ìàññèâó a

ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàññèâû ñòîëáöîâûõ è ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ cnr è

rnr òàê, ÷òî ìàññèâ ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ cnr ïîýëåìåíòíî ñèíõðîíè-

çèðóåòñÿ ñ ìàññèâîì a, à â ìàññèâå rnr ðàçìåùàþòñÿ ïîñòîëáöîâûå íåóïî-

ðÿäî÷åííûå ñïèñêè ñòðî÷íûõ íîìåðîâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîèñê ýëåìåíòà aij â ìàññèâå à îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óêàçàòå-

ëåé íà ïåðâûå è ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ i-é ñòðîêè èç

ñïèñêà cnr è ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ j-ãî ñòîëáöà èç ñïèñêà rnr (ðèñ. 2). ×åðåç

óêàçàòåëè ptr j
b è ptr j

e íà íà÷àëî è êîíåö ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ j-ãî ñòîëáöà â

ñïèñêå rnr ïðîñìàòðèâàåì íîìåðà ñòðîê lj, mj, ..., qj, ñðåäè êîòîðûõ íàõîäèì

òàêîé, êîòîðûé èìååò çíà÷åíèå i. Àíàëîãè÷íî ÷åðåç óêàçàòåëè ptri
b è ptri

e

íà íà÷àëî è êîíåö ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ i-é ñòðîêè â ñïèñêå cnr ïðî-

ñìàòðèâàåì íîìåðà ñòîëáöîâ fi, gi, ..., ki è íàõîäèì òàêîé, êîòîðûé èìååò

Ñ. Å. Ñàóõ
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Ðèñ. 2. Íàõîæäåíèå ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A, ðàçìåùåííîé â ôîðìàòå RR(C)U



çíà÷åíèå j. Ïî ìåñòîïîëîæåíèþ â ìàññèâå cnr íàéäåííîãî èíäåêñà j íàõî-

äèì ýëåìåíò aij . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ñ èíòåðåñóþ-

ùèìè íàñ èíäåêñàìè ñòðîêè i è ñòîëáöà j íåîáõîäèìî ÷åðåç óêàçàòåëè

îãðàíè÷èòü îáëàñòè ïîèñêà â rnr è cnr, à çàòåì â öèêëå ïî ýëåìåíòàì

âûäåëåííûõ îáëàñòåé îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó íà ñîîòâåòñòâèå èñêîìûì

çíà÷åíèÿì âûáèðàåìûõ èç rnr è cnr çíà÷åíèé èíäåêñîâ i è j.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü ðàâíîâåðîÿòíûìè ðàñïîëîæåíèÿ èñêîìûõ èíäåê-

ñîâ ñòðîêè è ñòîëáöà â êàêîé-ëèáî èç ïîçèöèé âûäåëåííûõ óêàçàòåëÿìè
ïîäîáëàñòåé èç S cnr è S rnr ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ cnr è rnr, òî ñðåäíèé îáúåì
îïåðàöèé âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ äëÿ ïîèñêà èíäåêñîâ i è j ìîæíî îöåíèòü
âåëè÷èíîé 1 2/ ( )S Scnr rnr� .

Â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A íåò
íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿòü ïåðåñûëêó â ïàìÿòè çíà÷åíèé ýëå-
ìåíòîâ ìàññèâà a, íî åñòü íåîáõîäèìîñòü â èçìåíåíèè çíà÷åíèé èíäåêñîâ
ïåðåñòàâëÿåìûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Åñëè ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñîèçìåðèìî ñ
ïîðÿäêîì n ìàòðèöû A, òî îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ
èíäåêñîâ ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èíû n S Scnr rnr( ) /2 2 2� è áûòü ñðàâíèìûì ñ
êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé ïî îñóùåñòâëåíèþ ñîáñòâåííî LU ôàêòîðèçàöèè.
Èìåííî ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîäà CR ôàêòîðèçàöèè ìàò-
ðèöû A, ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò íåâûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ â îáúåìå ïîðÿäêà n S Scnr rnr( ) / ~2 2 2�
~ S nnz0, ãäå S — ñðåäíåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòðî÷íûõ è ñòîëáöîâûõ
ñïèñêàõ ìàññèâîâ cnr è rnr, à nnz0 — ñðåäíåå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ,
ðàçìåùàåìûõ â ìàññèâå a â ïðîöåññå LU ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A.

Êðîìå òîãî, ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A, ðàçìåùåííîé â ôîð-
ìàòå RR(C)U, íå òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ èíäåêñîâ
îáðàáàòûâàåìûõ ýëåìåíòîâ èç ìàññèâîâ Pr è Pc, êàê â àëãîðèòìå 1, ïî-
ñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óêàçàòåëè ptri

d è
ptr j

d äëÿ ðàçäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ óæå ñôîðìèðîâàííûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ C j

è âåêòîð-ñòðîê R i îò ìàòðè÷íûõ ñëàãàåìûõ A P v nv �1: (ñì. ðèñ. 2).
Óêàçàòåëè ptri

d è ptr j
d èñïîëüçóþòñÿ òàêæå â ìåòîäå LU ôàêòîðèçàöèè

ìàòðèöû A äëÿ ðàçäåëåíèÿ óæå âû÷èñëåííûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L, U è
ýëåìåíòîâ àêòèâíûõ ïîäìàòðèö [3—5].

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Î÷åâèäíî, îïåðà-
öèè âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ èíäåêñîâ ñòðî÷íûõ è ñòîëáöîâûõ ñïèñêîâ íåíó-
ëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ñîîòíåñåíû ñ
àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, âûïîëíÿåìûìè â ïðîöåññå ôàêòîðèçàöèè
íàä ñàìèìè ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó ïîëó÷åííóþ âûøå âåðõíþþ îöåíêó
÷èñëà îïåðàöèé âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè îöåíêàìè çàòðàò âðåìåíè íà âûïîëíåíèå òàêèõ îïåðàöèé è îöåíèòü
èõ óäåëüíûé âåñ â îáùèõ çàòðàòàõ âðåìåíè íà ôàêòîðèçàöèþ ìàòðèö.
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Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü íà êîìïüþòåðå Intel P4 (Chipset Intel 865 PE,

FSB 800 MHz, CPU 3.0GHz with HT, Dual Channel Memory 1 GB: 2�512MB,

DDR400), ðàáîòàþùåì ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Microsoft

Windows XP.

Â îñíîâó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîëîæåí ïðîãðàììíûé

êîä, íàïèñàííûé àâòîðîì íà ÿçûêå Ñ++ â ñðåäå Microsoft Visual Studio.Net.

Â íåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåàëèçîâàíû òðè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà AX B� ñ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñ-

òè B 1� A , ãäå 1 — åäèíè÷íûé âåêòîð.

Ïåðâûé àëãîðèòì ðåàëèçóåò ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A ñ

óëó÷øåííîé îáîáùåííîé ñòðàòåãèåé Ìàðêîâèöà âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåí-

òîâ, îïèñàííîé â ðàáîòå [4].

Âòîðîé àëãîðèòì ðåàëèçóåò ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè òîé æå ìàòðèöû

A, èñïîëüçóþùèé óæå ñôîðìèðîâàííîå â ïåðâîì àëãîðèòìå ìíîæåñòâî P

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáîðà è êîîðäèíàò âåäóùèõ ýëåìåíòîâ.

Òðåòèé àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî òîëüêî òåì, ÷òî îí ðåàëèçóåò

ìåòîä LU ôàêòîðèçàöèè. Â îáîèõ ðåàëèçàöèÿõ ìåòîäà CR ôàêòîðèçàöèè

ìàòðèöû A èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (3).

Âûïîëíåíèå íàïèñàííîãî ïðîãðàììíîãî êîäà ïîçâîëÿåò öåíèòü ñóì-

ìàðíûå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé íà ïîèñê ðåøåíèÿ X ïî çàäàí-

íîìó âåêòîðó B è äèôôåðåíöèðîâàòü çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé íà

CR è LU ôàêòîðèçàöèþ. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

nnz C R nnz L UCR CR( ) ( )� � � , ò. å. ñîâïàäåíèå ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

â ôàêòîðíûõ ìàòðèöàõ C, R è L, U, ïîëó÷åííûõ ìåòîäàìè CR è LU

ôàêòîðèçàöèè.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ìàêñè-

ìàëüíî îñëàáëåíî âëèÿíèå ïðîöåäóð óïðàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíèåì ìàòðè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ â ìàññèâàõ a, cnr è rnr. Ïðåæäå âñåãî, ðàçìåðû ìàññèâîâ

âûáðàíû ðàâíûìè 45 106� , ò.å. íàñòîëüêî áîëüøèìè, ÷òîáû íå âîçíèêàëî

ïîòðåáíîñòè èíèöèèðîâàòü ðàáîòó ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð «óáîðêè ìó-

ñîðà» â íèõ [4, 5]. Êðîìå òîãî, âî âñåõ òåñòàõ ïðèìåíåíà óëó÷øåííàÿ

îáîáùåííàÿ ñòðàòåãèÿ Ìàðêîâèöà, ãäå ïîèñê âåäóùåãî ýëåìåíòà îãðàíè-

÷èâàëñÿ ìíîæåñòâîì S p íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â p ñòðî-

êàõ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì òàêèõ ýëåìåíîâ, à âåäó-

ùèì âûáèðàëñÿ ýëåìåíò aij ñ íàèìåíüøåé öåíîé Ìàðêîâèöà, íî òàêîé,

àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî íå áîëåå ÷åì â � ðàç ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíòà a S pmax � .

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû c ìàòðèöàìè, âçÿòûìè ñ

âåá-ñàéòîâ [9, 10]. Îáùèå õàðàêòåðèñòèêè òåñòîâûõ ìàòðèö è ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ ñ íèìè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 è 2, ãäå
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1 100 %. Â çàâèñèìîñòè îò òåñòèðóåìîé

ìàòðèöû óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû p è �: â òåñòå ASIC_680k

p �100 è � �00005, , â òåñòå mark3jac060 p n� è � �0001, ; âî âñåõ îñòàëüíûõ

òåñòàõ p �1è � �1.

Îïèñàííûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèëè èçáåæàòü

èíèöèàëèçàöèè ïðîöåäóð «óáîðêè ìóñîðà» â ìàññèâàõ a, cnr è rnr. Îäíàêî

â àëãîðèòìå, ðåàëèçóþùåì ìåòîä LU ôàêòîðèçàöèè, ïðèìåíåíà îäíà èç

èçâåñòíûõ ïðîöåäóð ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, ìèíèìèçèðóþùàÿ

îáúåì òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî îïåðàöèé âûáîðêè-ñðàâíåíèÿ [11]. Òàêàÿ ïðî-

öåäóðà ïðèâîäèò íå òîëüêî ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ïåðåñòàâ-

ëÿåìûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ â ìàññèâàõ cnr è rnr, íî è ñîïðîâîæäàåòñÿ

ïåðåñòàíîâêàìè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ â òåõ æå ìàññèâàõ, à òàæå â ìàññèâå
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Íàèìåíîâàíèå
òåñòà

Ðàçìåðíîñòü
òåñòîâîé

ìàòðèöû, n

×èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
â ôàêòîðíûõ ìàòðèöàõ

Îøèáêà
�

Âðåìÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû
TCR , ñèñõîäíûõ

nnz (A)
ñîâìåùåííûõ

nnz C R( )�

ASIC_680k 682862 3871773 8220972 4.57E-08 1024,531

ASIC_680ks 682712 2329176 6170719 9.51E-09 47,953

ASIC_320ks 321671 1827807 5082048 2.89E-12 54,875

scircuit 170998 958936 2408645 8.39E-11 2,328

circuit_4 80209 307604 707803 1.92E-09 1,359

bayer01 57735 277774 7283567 4.33E-08 40,453

mark3jac060 27449 170695 28775871 3.42E-11 2345,125

ex35 19716 228208 2474829 6.82E-08 7,360

poisson3Da 13514 352762 10697886 1.10E-13 162,281

circuit_3 12127 48137 76708 2.07E-12 0,141

cry10000 10000 49699 501518 4.04E-06 0,828

gemat11 4929 33185 77616 2.21E-13 0,047

lns_3937 3937 25407 568884 1.60E-12 1,719

psmigr_1 3140 543162 6534812 9.40E-13 122,531

orani678 2529 90158 336551 3.07E-15 0,469

adder_trans_01 1814 14579 20541 2.11E-16 0,016

orsirr_1 1030 6858 57892 1.42E-13 0,063

orsirr_2 886 5970 45146 1.37E-13 0,031

Òàáëèöà 1



a. Â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ â ìàññèâàõ a, cnr è rnr èõ ðàçìåùå-

íèå íà òåêóùåì øàãå ðåàëèçàöèè ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè ñòàíîâèòñÿ îòëè÷-

íûì îò ðàçìåùåíèÿ, íàáëþäàåìîãî â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ìåòîäà CR ôàêòîðè-

çàöèè. Òàêèå ðàçëè÷èÿ â ðàçìåùåíèè ýëåìåíòîâ óñèëèâàþòñÿ íåîáõîäè-

ìîñòüþ ðàçìåùåíèÿ âíîâü âîçíèêàþùèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïîðîæ-

äàåò ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïåðåðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòðîê è

ñòîëáöîâ â ìàññèâàõ a, cnr è rnr. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòàõ óäàëîñü ìèíèìèçèðîâàòü ðàñõîæäåíèÿ â óñëîâèÿõ ðåàëèçàöèè ìåòî-

äîâ CR è LU ôàêòîðèçàöèè íàñêîëüêî ýòî áûëî âîçìîæíî, îäíàêî íå óäàëîñü

äîñòè÷ü èõ ïîëíîé èäåíòè÷íîñòè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Çàòðàòû âðåìåíè íà îñóùåñòâëåíèå ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ â

àêòèâíûõ ïîäìàòðèöàõ îêàçûâàþòñÿ ñîïîñòàâèìûìè ñ çàòðàòàìè âðåìåíè

Ñ. Å. Ñàóõ
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Íàèìåíîâàíèå
òåñòà

Çàòðàòû âðåìåíè íà
Îòíîñèòåëüíîå

çàìåäëåíèå
ôàêòîðèçàöèè

�TF , %

÷èñëåííîå ðåøåíèå ôàêòîðèçàöèþ

TCR S� , c TLU S� , c TCR F� , c TLU F� , c

ASIC_680k 0,172 0,156 1004,328 1539,047 53,2

ASIC_680ks 0,188 0,140 46,656 49,204 5,5

ASIC_320ks 0,171 0,141 54,875 59,921 9,2

scircuit 0,125 0,078 2,000 3,907 95,4

circuit_4 0,016 0,032 1,172 1,562 33,3

bayer01 0,094 0,094 39,062 51,563 32,0

mark3jac060 0,297 0,281 903,953 1106,750 22,4

ex35 0,047 0,031 7,016 10,578 50,8

poisson3Da 0,110 0,110 159,109 204,328 28,4

circuit_3 0,000 0,016 0,093 0,109 17,2

cry10000 0,000 0,016 0,781 1,171 49,9

gemat11 0,000 0,000 0,031 0,047 51,6

lns_3937 0,015 0,000 1,625 2,313 42,3

psmigr_1 0,063 0,063 120,437 147,562 22,5

orani678 0,016 0,000 0,437 0,656 50,1

adder_trans_01 0,000 0,000 0,015 0,016 6,7

orsirr_1 0,000 0,000 0,047 0,078 66,0

orsirr_2 0,000 0,000 0,047 0,063 34,0

Òàáëèöà 2



íà ôàêòîðèçàöèþ ìàòðèö. Ðåàëèçàöèÿ ïåðåñòàíîâîê â ìåòîäå LU ôàêòî-

ðèçàöèè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðî-

öåññà â ñðåäíåì íà âåëè÷èíó�TF �37,3 % äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà òåñòîâ.

2. Çàòðàòû âðåìåíè íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà

C P R P X B� , ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì CR ôàêòîðèçàöèè, áîëüøå çàòðàò

âðåìåíè íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà LUX B� , ôîðìè-

ðóåìûõ ìåòîäîì LU ôàêòîðèçàöèè. Óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò

îáóñëîâëåíî îñîáåííîñòÿìè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà

C P V B� è R P X V� ñ íåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè C P è R P . Îäíàêî

ñóììàðíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ èñõîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò

âåëè÷èíó T TF S� , êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè.

Âûâîäû. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà LU ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö c âûáîðîì

âåäóùèõ ýëåìåíòîâ, ãäå â îáùåì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè

ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íå òðåáóåò

âûïîëíåíèÿ òàêèõ îïåðàöèé, ÷òî óñêîðÿåò ïðîöåññ ôàêòîðèçàöèè. Óñêîðåíèå

îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííûì â ñëó÷àå çàòðóäíåííîãî äîñòóïà ê ìàò-

ðè÷íûì ýëåìåíòàì, ñâÿçàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ôîðìàòîâ

ðàçìåùåíèÿ â ìàññèâàõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö.

Î÷åâèäíî, ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëü-

êî êàê ýôôåêòèâíûé ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íî è

êàê ìåòîä áûñòðîãî ïîñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé äëÿ èòåðàöèîííîãî

ðåøåíèÿ ñèñòåì [12—14]. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé

ïîñðåäñòâîì íåïîëíîé CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ìîæíî îñóùåñòâëÿòü áåç

êàêîãî-ëèáî ïåðåìåùåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàññèâàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä CR ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ìîæåò

áûòü ïîëîæåí â îñíîâó àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì óñêîðåííîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

New method of matrices column-row (CR) factorization is proposed. It is distinguished on principle
from the known LU factorization method by property of adaptation to the dynamic selection of pivot-
ing entries. It permits to refuse from the rows and columns permutation in the process of factor matri-
ces calculation. The method advantage is confirmed by its testing results on the large-scale sparse ma-
trices set. CR factorization method is preferable than LU factorization method by an accuracy of solu-
tion obtained and a memory volumes. It allows essentially to reduce the solution time for the
large-scale sparse algebraic equation system (more than one third on the average).
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ÑÀÓÕ Ñåðãåé Åâãåíüåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ãë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ â

ýíåðãåòèêå èì. Ã.Å. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1978 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé èí-ò èíæåíåðîâ

ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ÷èñëåííûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äåêîìïîçèöèîííûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ ñèñòåì áîëüøîé ìåðíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ â ýíåðãåòèêå è â ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ, ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

ìîäåëèðîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ è ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ñ. Å. Ñàóõ
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