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Òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ïðè äóãîâîé
ñâàðêå çàçîðà â ïëàñòèíå

Ïðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ïðè äóãîâîé

ñâàðêå çàçîðà â ïëàñòèíå, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü ðåàëüíûå ýëåêòðîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñ-

òèêè ìàòåðèàëîâ, îáðàçóþùèõ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíóþ ñðåäó — ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü.

Çàïðîïîíîâàíî òðèâèì³ðíó ³íòåãðàëüíó ìîäåëü ðîçïîä³ëó çâàðþâàëüíîãî ñòðóìó ïðè

äóãîâîìó çâàðåíí³ ïðîì³æêó â ïëàñòèí³, ÿêà äîçâîëÿº âðàõîâóâàòè ðåàëüí³ åëåêòðîô³çè÷í³

õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â, ùî óòâîðþþòü ³ñòîòíî íåîäíîð³äíå ñåðåäîâèùå — ðîçðàõóí-

êîâó îáëàñòü.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äóãîâàÿ ñâàðêà, ðàñïðåäåëåíèå ñâàðî÷íîãî òîêà, èíòåãðàëüíàÿ
ìîäåëü, ïîòîê ðàñïëàâà, âíåøíåå èìïóëüñíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå âîçäåéñòâèå, çàðÿäû.

Óïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿìè ïîòîêîâ ðàñïëàâà âàííû ïðè äóãîâîé ñâàðêå ñ

âíåøíèì èìïóëüñíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì âîçäåéñòâèåì (ÂÈÝÌÂ) ïîçâî-

ëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà øâîâ, ïîâûñèòü èõ

óñòîé÷èâîñòü ïðîòèâ êîððîçèè è îáðàçîâàíèÿ ãîðÿ÷èõ è õîëîäíûõ òðå-

ùèí, ñíèçèòü óðîâåíü ïîðèñòîñòè [1—3]. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óñòðîéñòâ

äóãîâîé ñâàðêè ñ ÂÈÝÌÂ âàæíóþ ðîëü èãðàåò êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ óñèëèé (ÝÄÓ) è ïåðåìåùå-

íèé â ðàñïëàâå âàííû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíó èç ïîäìîäåëåé êîìïüþ-

òåðíîé ìîäåëè ÝÄÓ â ïîòîêàõ ðàñïëàâà âàííû — òðåõìåðíóþ èíòåãðàëü-

íóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ïðè äóãîâîé ñâàðêå çàçîðà â

ïëàñòèíå.
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Ñâàðî÷íûé òîê ïðîòåêàåò ïî ïðîâîäíèêó, îáðàçîâàííîìó êîíòàêòîì

ñëåäóþùèõ òåë: ýëåêòðîäîâ, äóãè è ïëàñòèíû. Äóãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðîâîäíèê êîíóñîîáðàçíîé ôîðìû, â åå îáúåìå èìåþòñÿ êàïëè ðàñïëàâà

ýëåêòðîäà. Ñâàðèâàåìàÿ äåòàëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâîäíèê ñëîæíîé

ôîðìû ñ ðàçëè÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ íåêîòîðûõ îáúåìîâ. Íàïðèìåð, ìå-

òàëë ñâàðíîãî øâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëàâ êîíñòðóêöèîííîé ñòàëè è

ïîðîøêîâîé ïðîâîëîêè. Òàêèì îáðàçîì, ñâàðî÷íûé òîê ðàñïðåäåëåí â

ïðîñòðàíñòâå òðåõìåðíî. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî

òîêà ïðåäëàãàåòñÿ òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì — ðåøàåòñÿ ñèñ-

òåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñâàðî÷íîãî òîêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ýëåêòðîäîâ è íà êîíòàêòíûõ

ïîâåðõíîñòÿõ îáëàñòåé ñ ðàçíîé ïðîâîäèìîñòüþ, íà âòîðîì — ïî ïîëó÷åí-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ íàõîäèòñÿ ïëîòíîñòü òîêà â ëþáîé òî÷êå
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Ðèñ. 1. Ñõåìà äóãîâîé ñâàðêè: à — îáùèé âèä; á — ðàçðåç ïî ñå÷åíèþ ÀÀ; â — ðàçðåç ïî

ñå÷åíèþ ÂÂ; 1 — ýëåêòðîä; 2 — äóãà; 3 — êàïëè ðàñïëàâëåííîé ÷àñòè ýëåêòðîäà; 4 —

âàííà ñ ðàñïëàâîì; 5 — ñâàðíîé øîâ; 6 — ñâàðèâàåìûå äåòàëè; 7 — êîíòàêò



ïðîâîäíèêà, ïî êîòîðîìó ïðîòåêàåò ñâàðî÷íûé òîê, ëèáî â ëþáîé ëîêàëü-

íîé îáëàñòè, â ÷àñòíîñòè â ïîòîêàõ ðàñïëàâà âàííû. Âîçìîæíîñòü ìîäåëèðî-

âàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â ëîêàëüíîé îáëàñòè — âàæíîå ïðåèìóùåñòâî

ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè è êîíå÷íî-

ýëåìåíòíûìè ìîäåëÿìè. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ, êàê èçâåñòíî, ðàñïðåäå-

ëåíèå òîêà âû÷èñëÿåòñÿ âî âñåì îáúåìå ïðîâîäíèêà, â òî âðåìÿ êàê íåîáõî-

äèìîñòè â ñòîëü ïîëíîé èíôîðìàöèè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåò.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áóäåì ñâàðèâàòü çàçîð â ïëàñòèíå â ôîðìå ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Çàçîð ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè

ïëàñòèíû ïàðàëëåëüíî îäíîé èç åå ñòîðîí. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó

êîîðäèíàò xyz òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü x áûëà ïåðïåíäèêóëÿðíà, à ïëîñ-

êîñòü yoz — áûëà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíàì çàçîðà (ðèñ. 1). Áóäåì ñ÷èòàòü

çàäàííûìè ïðîâîäèìîñòü è ôîðìó ïëàçìû, ðàçìåðû è ÷èñëî êàïåëü, ïðî-

âîäèìîñòü ìàòåðèàëà êàïåëü, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Êàïëè èìåþò ñôå-

ðè÷åñêóþ ôîðìó. Âàííà — ôîðìó ïîëóñôåðû, à ñâàðíîé øîâ ôîðìó ïîëó-

öèëèíäðà (ðèñ. 2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

V
1
, V

2
, V

3
— îáúåìû ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîäà, äóãè è âñåõ êàïåëü,

÷èñëî êîòîðûõ N;

V i3
— îáúåì i-é êàïëè,V V i

i

N

3 3

1

�

�

� ;

V
4
, V

5
, V

6
— îáúåìû ñîîòâåòñòâåííî ðàñïëàâëåííîãî ìåòàëëà â âàííå,

ñâàðíîãî øâà è ñâàðèâàåìîé äåòàëè (V
4

èV
5

â îáúåìV
6

íå âõîäÿò);

S
12

— ãðàíèöà äóãè è ýëåêòðîäà;

S
2�

— áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü äóãè, ãðàíè÷àùàÿ ñ âîçäóõîì;
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Ðèñ. 2. Ñõåìà âàííû ñ ðàñïëàâîì ïîëóñôåðè÷åñêîé ôîðìû è ñî ñâàðíûì øâîì ïîëóöè-

ëèíäðè÷åñêîé ôîðìû



S i23
— ãðàíèöà äóãè è ìåòàëëà i-é êàïëè;

S
42

— ãðàíèöà ðàñïëàâà âàííû è äóãè;

S
45

— ãðàíèöà ðàñïëàâà âàííû è ñâàðíîãî øâà;

S
56

— ãðàíèöà ñâàðíîãî øâà è äåòàëè;

S
5�

— ãðàíèöà ñâàðíîãî øâà è âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà;

S
46

— ãðàíèöà ðàñïëàâà âàííû è äåòàëè;

S
6�

— ïîâåðõíîñòü äåòàëè, ãðàíè÷àùàÿ ñ îêðóæàþùèì ïðîñòðàíñòâîì;

S
76

— êîíòàêò âòîðîãî ýëåêòðîäà ñî ñâàðèâàåìîé äåòàëüþ;

n
2�

— íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè äóãè S
2�

, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå

êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà äóãè â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî;

n i23
— íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S i23

, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòî-

ðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà äóãè â îáúåì, çàíèìàåìûé i-é ðàñïëàâëåííîé

êàïëåé ýëåêòðîäà;

n
42

— íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàñïëàâà ìåòàëëà â âàííå è äóãè, ïîëî-

æèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà ðàñïëàâà ìåòàëëà â

îáúåì äóãè;

n
45

— íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàñïëàâà ìåòàëëà â âàííå è ñâàðíîãî øâà,

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà ðàñïëàâà ìåòàëëà

â âàííå â îáúåì ñâàðíîãî øâà;

n
56

— íîðìàëü ê ãðàíèöå ñâàðíîãî øâà è ïëàñòèíû, ïîëîæèòåëüíîå

íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà ñâàðíîãî øâà â îáúåì ïëàñòèíû;

n
5�

— íîðìàëü ê ãðàíèöå ñâàðíîãî øâà è îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà,

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà ñâàðíîãî øâà â

îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî;

n
6�

— íîðìàëü ê ãðàíèöå ïëàñòèíû è îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà,

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìà ïëàñòèíû â îêðó-

æàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå íîðìàëè n
6�

ê ðàçëè÷íûì ñòîðîíàì

ïëàñòèíû.

Ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà â êàæäîì èç îáúåìîâ Vi (1 6� �i ) áóäåì ñ÷èòàòü

ïîñòîÿííîé è îáîçíà÷èì � i (1 6� �i ).

Ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñâàðî÷íîãî òîêà â ñèñòåìå äóãîâîé

ñâàðêè çàçîðà â ïëàñòèíå.

Óðàâíåíèÿ:

� �
2

0� âV
2
;

� �
23

0i � âV i23
, i N�1... ;

� �
4

0� âV
4
; � �

5
0� âV

5
; � �

6
0� âV

6
. (1)
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Ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) — (8) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (ÑÈÓ). Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) — (8) áóäåì èñêàòü â âèäå
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42 45 46

42 45 46

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

� �
� �

�
56

56

( )M

r
ds

QM

M

S

� � �
� �

� �

� �

� � �
5 6 76

5 6 76

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

�
,

(9)

ãäå �
12

è �
76

— ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòÿõ S
12

è S
76

ýëåêòðîäîâ;

�
2�

, �
23i , �

42
, �

45
, �

46
, �

56
, �

5�
, �

6�
— ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íà êîíòàêòíûõ

ïîâåðõíîñòÿõ; � b — áàçîâàÿ ïðîâîäèìîñòü; rQM — ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè Q x y zQ Q Q( , , ) è M x y zM M M( , , ),

r x x y y z zQM M Q M Q M Q� � � � � �( ) ( ) ( )
2 2 2

.

Çàñòàâëÿÿ òî÷êó Q â âûðàæåíèè (9) ïðîáåãàòü ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîäà

S
12

, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà �
12

:

4
1

12 2

1

23

12 2

��

� � �

b

QM

M

S QM

M

S i

N
iu

M

r
ds

M

r
ds� � �

� � �
�

�
�

( ) ( ) ( )M

r
ds

QM

M

S i

�
�

23

� � �
� �

� � �
42 45 46

42 45 46

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

� �
� �

�
56

56

( )M

r
ds

QM

M

S

� � �
� �

� �

� �

� � �
5 6 76

5 6 76

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

�
, Q S�

12
. (10)
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Çàñòàâëÿÿ òî÷êó Q â âûðàæåíèè (9) ïðîáåãàòü ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ýëåêò-

ðîäà S
76

, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà �
76

:

4
2

12 2

1

23

12 2

��

� � �

b

QM

M

S QM

M

S i

N
iu

M

r
ds

M

r
ds� � �

� � �
�

�
�

( ) ( ) ( )M

r
ds

QM

M

S i

�
�

23

� � �
� �

� � �
42 45 46

42 45 46

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

� �
� �

�
56

56

( )M

r
ds

QM

M

S

� � �
� �

� �

� �

� � �
5 6 76

5 6 76

( ) ( ) ( )M

r
ds

M

r
ds

M

r
ds

QM

M

S QM

M

S QM

M

S

�
, Q S�

76
. (11)

Äëÿ óäîáñòâà äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàòîðíóþ ôîðìó çàïèñè

óðàâíåíèé (10) è (11):

4
1 12 12

0

12 12 2

0

2

1

12 23

0

23 12
�� � � �b

i

N

i iu T T T T� � � �
� �

�

�, , , , ,42

0

42 12 45

0

45
� �� �T

� � � � �
� � � �

T T T T T
12 46

0

46 12 56

0

56 12 5

0

5 12 6

0

6 12 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
� , Q S�

12
;

4
2 76 12

0

12 76 2

0

2

1

76 23

0

23 76
�� � � �b

i

N

i iu T T T T� � � �
� �

�

�, , , , ,42

0

42 76 45

0

45
� �� �T

� � � � �
� � � �

T T T T T
76 46

0

46 76 56

0

56 76 5

0

5 76 6

0

6 76 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
� , Q S�

76
,

ãäå ñìûñë èñïîëüçóåìûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèé:

T
M

r
dsij j

j

QM

M

S j

0
�

�

�
�

( )
, Q S i� .

Çäåñü è äàëåå ïåðâûé èíäåêñ ó îïåðàòîðà îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü, ïî

êîòîðîé ïðîáåãàåò òî÷êà Q, à âòîðîé — ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âûâåäåì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè � íà êîíòàêòíûõ ïî-

âåðõíîñòÿõ S
2�

, S i23
, S

42
, S

45
, S

56
, S

5�
, S

46
, S

6�
. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

èçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ñêà÷êà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ÏÏÑ ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü [4]. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõ-

íîñòü S
42

â òî÷êå Q ñêà÷îê îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

	�

	

	�

	 �

�
4

4

42

42

42

1

2n

Q

n
Q

b

� �

( )
( );

	�

	

	�

	 �

�
2

2

42

42

42

1

2n

Q

n
Q

b

� �

( )
( ),

(12)
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ãäå n
4

è n
2

— ó÷àñòêè íîðìàëè n
42

â îáúåìå âàííûV
4

è â îáúåìå äóãè V
2
;

4

42

12

42

2 2

12

��

	�

	

� �b
Q QM

QM

M

S

Q

n
M

n r

r
ds M

( )
( )

cos ( )
( )� �

� �

cos ( )n r

r
ds

Q QM

QM

M

S

42

2

2�

�
�

� �

�

� �
i

N

i
Q QM

QM

M

S

M
n r

r
ds M

n

i
1

23

42

2 42

4

23

� �( )
cos ( )

( )
cos (

2

2

42

Q QM

QM

M

S

r

r
ds

)

�
�

� �
�

� �
45

42

2 46

42

45

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

46

�
�

� �
� �

� �
56

42

2 5

42

56

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

5�

�
�

� �
�

�

�
� �

6

42

2 76

42

6

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

76

�
. (13)

Ïîäñòàâëÿÿ (12) è (13) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

� �
12

42

2 2

42

12

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

Q
�

�
�

M

M

S

ds
2

2�

�
�

� � �

�

� �
i

N

i
Q QM

QM

M

S

M
n r

r
ds Q

i
1

23

42

2

42

42

2

23

�

�

�

�( )
cos ( )

( )

� �
�

� �
42

42

2 45

42

42

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

45

�
�

� �
�

� �
46

42

2 56

42

46

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

56

�
�

� �
� �

�

�
� �

5

42

2 6

42

5

( )
cos ( )

( )
cos ( )

M
n r

r
ds M

n r

r

Q QM

QM

M

S

Q QM

QM

M

S

ds
2

6�

�
�

� �
�

�
76

42

2

76

0( )
cos ( )

M
n r

r
ds

Q QM

QM

M

S

, Q S�
42

.
(14)
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Çäåñü

�

� �

� �

42

4 2

4 2

�

�

�

;

n e e eQ x y z42 42 42 42
� � �� � � ,

ãäå

�
42 42

�cos ( )n eQ x , �
42 42

�cos ( )n eQ y , �
42 42

�cos ( )n eQ z ,

r e x x e y y e z zQM x M Q y M Q z M Q� � � � � �( ) ( ) ( ),

cos ( )
( ) ( ) ( )

n r
x x y y z z

r
Q QM

M Q M Q M Q

QM

42

42 42 42
�

� � � � �� � �

.
.

(15)

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â âûðàæåíèå äëÿ P Q M
42

0
( , ), ïîëó÷àåì

P Q M
n r

r

x x y yQ QM

QM

M Q M Q
42

0 42

2

42 42
( , )

cos ( ) ( ) ( )
� �

� � � �� � �
42

3

( )z z

r

M Q

QM

�

,

(16)

ãäå

r x x y y z zQM M Q M Q M Q
3 2 2 2 3 2

� � � � � �[( ) ( ) ( ) ]
/

.

Â îïåðàòîðíîì âèäå óðàâíåíèå (14) èìååò âèä

P P P Q
i

N

i i42 12

0

12 42 2

0

2

1

42 23

0

23

42

42

2

, , ,
(� � �

�

�

�� � �
� �

�

� )
, ,

� � �P P
42 42

0

42 42 45

0

45
� �

� � � � �
� � � �

P P P P P
42 46

0

46 42 56

0

56 42 5

0

5 42 6

0

6 42 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
0� � , Q S�

42
,

ãäå ñìûñë èñïîëüçóåìûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèé:

P P Q M M dsij j j M

S j

0

42

0
� ��

�
( , ) ( ) , Q S i� .

Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé S
2�

, S i23
,

S
42

, S
45

, S
56

, S
5�

, S
46

, S
6�

.

Çàïèøåì ïîëó÷åííóþ ÑÈÓ:

T T T T
j

N

j j12 12

0

12 12 2

0

2

1

12 23

0

23 12 42

0

42, , , ,
� � � �� � �

� �

�

� � �T
12 45

0

45,
�

� � � � �
� � � �

T T T T T
12 46

0

46 12 56

0

56 12 5

0

5 12 6

0

6 12 7, , , , ,
� � � �

6

0

76 1
4� ��� b u , Q S�

12
; (17)
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P Q P P
j

N

j2 12

0

12

2

2 2 2

0

2

1

2 23

0

23

2

�

�

� � � �

�

�
� � � �, , ,

( )�

�

�

� � � j P P� � �
� �2 42

0

42 2 45

0

45, ,
� �

� � � � �
� � � � � � � � �

P P P P P
2 46

0

46 2 56

0

56 2 5

0

5 2 6

0

6 2 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
0� � , Q S�

�2
; (18)

P P Q Pi i

i

i

j

N

j23 12

0

12 23 2

0

2

23

23

1

23 23

2

, , ,
( )� �

�

�

�� � �
� �

�

� j j i iP P0

23 23 42

0

42 23 45

0

45
� � �� � �

, ,

� � � � �
� � � �

P P P P Pi i i i23 46

0

46 23 56

0

56 23 5

0

5 23 6

0

6, , , ,
� � � �

23 76

0

76
0i, � � ,

Q S i�
23

, i N�1,..., ; (19)

P P P Q
j

N

j j42 12

0

12 42 2

0

2

1

42 23

0

23

42

42

2

, , ,
(� � �

�

�

�� � �
� �

�

� )
, ,

� � �P P
42 42

0

42 42 45

0

45
� �

� � � � �
� � � �

P P P P P
42 46

0

46 42 56

0

56 42 5

0

5 42 6

0

6 42 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
0� � , Q S�

42
; (20)

P P P P
j

N

j j45 12

0

12 45 2

0

2

1

45 23

0

23 45 42

0

42, , , ,
� � � �� � �

� �

�

� � � �

2

45

45 45 45

0

45

�

�

� �( )
,

Q P

� � � � �
� � � �

P P P P P
45 46

0

46 45 56

0

56 45 5

0

5 45 6

0

6 45 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
0� � , Q S�

45
; (21)

P P P P
j

N

j j46 12

0

12 46 2

0

2

1

46 23

0

23 46 42

0

42, , , ,
� � � �� � �

� �

�

� � � �P Q
46 45

0

45

46

46

2

,
( )�

�

�

�

� � � � �
� � � �

P P P P P
46 46

0

46 46 56

0

56 46 5

0

5 46 6

0

6 46 7, , , , ,
� � � �

6

0

76
0� � , Q S�

46
; (22)

P P P P
j

N

j j56 12

0

12 56 2

0

2

1

56 23

0

23 56 42

0

42, , , ,
� � � �� � �

� �

�

� � � �P P
56 45

0

45 56 46

0

46, ,
� �

� � � � �
� � � �

2

56

56 56 56

0

56 56 5

0

5 56 6

0

6 56

�

�

� � � �( )
, , , ,

Q P P P P
76

0

76
0� � , Q S�

56
; (23)

P P P P
j

N

j j5 12

0

12 5 2

0

2

1

5 23

0

23 5 42

0

42� � � �

�

� �
� � ��, , , ,

� � � � � � �
� �

P P
5 45

0

45 5 46

0

46, ,
� �

� � � � �
�

�

� � � � � � � �
P Q P P P

5 56

0

56

5

5 5 5

0

5 5 6

0

6 5

2

, , , ,
( )�

�

�

� � �
76

0

76
0� � , Q S�

�5
; (24)

P P P P
j

N

j j6 12

0

12 6 2

0

2

1

6 23

0

23 6 42

0

42� � � �

�

� �
� � ��, , , ,

� � � � � � �
� �

P P
6 45

0

45 6 46

0

46, ,
� �

Â. Ô. Åâäîêèìîâ, À. Â. Æèëüöîâ, Ñ. Þ. Ìàêñèìîâ, Å. È. Ïåòðóøåíêî, Å. À. Ïðèëèïêî

12 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2008. V. 30. ¹ 6



� � � � �
� � � �

�

� � � � �
P P Q P P

6 56

0

56 6 5

0

5

6

6 6 6

0

6 6

2

, , , ,
( )� �

�

�

� �
76

0

76
0� � , Q S�

�6
; (25)

T T T T
j

N

j j12 12

0

12 12 2

0

2

1

12 23

0

23 12 42

0

42, , , ,
� � � �� � �

� �

�

� � �T
12 45

0

45,
�

� � � � �
� � � �

T T T T T
12 46

0

46 12 56

0

56 12 5

0

5 12 6

0

6 12 7, , , , ,
� � � �

6

0

76 2
4� ��� b u , Q S�

76
.

(26)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ÑÈÓ (17) — (26) íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå çàðÿ-

äîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ýëåêòðîäîâ S
12

è S
76

è íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

S
2�

, S i23
(i N�1,..., ), S

42
, S

45
, S

46
, S

56
, S

5�
, S

6�
. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(13) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîåêöèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â

ëþáîé òî÷êå âàííû. Ïîäîáíàÿ ÑÈÓ èñïîëüçîâàíà ïðè ðàñ÷åòå òîêîðàñïðå-

äåëåíèÿ â ýëåêòðè÷åñêèõ ñòåêëîâàðåííûõ ïå÷àõ [5].

Âû÷èñëåíèå ÿäåð ÑÈÓ ïî ôîðìóëàì (18) — (25). Ïðè ëþáîì ïîëî-

æåíèè òî÷åê Q è M ÿäðî

P Q M
n r

r

Q QM

QM

0

2
( , )

cos ( )
� ,

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (16). Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòà ôîðìóëà

óïðîùàåòñÿ. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.

Ïóñòü òî÷êà Q ïðîáåãàåò ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû S
6�

(ñì. ðèñ. 3). Êîãäà

Q S�
�6 1

, íîðìàëü â òî÷êå Q â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

n ex6 1�
� ,
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Rki

nQ

rQM

M

Q

Ðèñ. 4. Ñõåìà äëÿ âûâîäà ôîðìóëû ÿäðà â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êè Q è M ïðèíàäëåæàò ïîâåðõ-

íîñòè i-é êàïëè S23i



ãäå ex — îðò îñè x â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèøåì â âèäå

( )n r x xQ QM M Q� � ,

ãäå

r e x x e y y e z zQM x M Q y M Q z M Q� � � � � �( ) ( ) ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿäðà,

êîãäà Q S�
�6 1

:

P Q M
n r

r

x x

r

Q QM

QM

M Q

QM

0

3 3
( , )

( )
� �

�

.
(27)

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿäðà P Q M0
( , ) â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà Q ïðîáåãàåò

âñå ïëîñêîñòè, îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòü S
6�

, ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè Q è M ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè i-é

êàïëè S i23
. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü ÷åðåç íîðìàëü nQ è òî÷êó M (ðèñ. 4). Ïðè

ýòîì

cos ( )n r
r

R
Q QM

QM

ki

�

2

,
(28)

ãäå Rki — ðàäèóñ i-é êàïëè. Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (28) â (27), ïîëó÷èì

P Q M
n r

r R r

Q QM

QM ki QM

0

2

1

2

( , )
cos ( )

� � .

Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿäðà ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëó-

÷àå, êîãäà òî÷êè Q è M ïðèíàäëåæàò ïîëóñôåðè÷åñêîìó äíó âàííû:

P Q M
R rV QM

0 1

2

( , ) � ,

ãäå RV — ðàäèóñ ïîëóñôåðè÷åñêîãî äíà âàííû.

Ïðåîáðàçîâàíèå ÑÈÓ (17) — (26) ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè â ðàñ-

ïðåäåëåíèè ñâàðî÷íîãî òîêà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè

yoz. Åñëè âòîðîé êîíòàêò ïîäêëþ÷åí ê ïëàñòèíå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, òî

â ðàñïðåäåëåíèè ñâàðî÷íîãî òîêà íå íàáëþäàåòñÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-

íî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè yoz. Òàêàÿ ñèììåòðèÿ âîçìîæíà, åñëè âòîðîé

êîíòàêò âûïîëíåí â âèäå äâóõ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ÷àñòåé: ïåðâàÿ

÷àñòü (ñì. ðèñ. 1) ïðèñîåäèíåíà ê ñòîðîíå S
6 1�

, âòîðàÿ — ê ñòîðîíå S
6 6�

ñèììåòðè÷íî ïåðâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yoz. Ïëîñêîñòü yoz
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äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà: V è Vx . Êîîðäèíàòû òî-

÷åê M x y zM M M( , , ), ïðèíàäëåæàùèõ V, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

0 � � �x , � � � � �y , � � � � �z . Ïîëóïðîñòðàíñòâó Vx ïðèíàäëåæàò òî÷êè

M x y zx M M M( , , )� . Â ýòîì ñëó÷àå S
12

— ÷àñòü ãðàíèöû äóãè è ýëåêòðîäà,

ïðèíàäëåæàùàÿ ïîëóïðîñòðàíñòâó V. Àíàëîãè÷íî ïðèíàäëåæàò ïîëó-

ïðîñòðàíñòâó V

S
2�

— ÷àñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè äóãè, ãðàíè÷àùàÿ ñ âîçäóõîì;

S i23
— ÷àñòü ãðàíèöû äóãè è ìåòàëëà i-é êàïëè;

S
42

— ÷àñòü ãðàíèöû ðàñïëàâà âàííû è äóãè;

S
45

— ÷àñòü ãðàíèöû ðàñïëàâà âàííû è ñâàðíîãî øâà;

S
56

— ÷àñòü ãðàíèöû ñâàðíîãî øâà è äåòàëè;

S
5�

— ÷àñòü ãðàíèöû ñâàðíîãî øâà è âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà;

S
46

—÷àñòü ãðàíèöû ðàñïëàâà âàííû è äåòàëè;

S
6�

— ÷àñòü ïîâåðõíîñòè äåòàëè, ãðàíè÷àùàÿ ñ îêðóæàþùèì ïðîñò-

ðàíñòâîì;

S
76

— ÷àñòü âòîðîãî ýëåêòðîäà ñî ñâàðèâàåìîé äåòàëüþ.
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Ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íà ýëåêòðîäàõ è íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ â

òî÷êàõ M è M x ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

� �( ) ( )M Mx � ; � �( ) ( )M Mx � .

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ÑÈÓ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷-

íîãî òîêà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè yoz èìååò òó æå ñòðóê-

òóðó, ÷òî è ÑÈÓ (17) — (26). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ñìûñë îïåðàòîðîâ

ñëåäóþùèé:

T M T Q M dsij
x

j j
x

M

S j

� ��
�

( ) ( , ) , Q S i� .

Çäåñü

T Q M
r r

x

QM QM X

( , ) � �

1 1
;

r x x y y z zQM M Q M Q M QX
� � � � � � �( ) ( ) ( )

2 2 2
;

P P Q M M dsij
x

j
x

j M

S j

� ��
�

( , ) ( ) , Q S i� ,

ãäå

P Q M
n r

r

n r

r

x Q QM

QM

Q QM

QM X

( , )
cos ( ) cos ( )

� �
2 2

.

Àïïðîêñèìàöèÿ ÑÈÓ (17) — (26) àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè ÑÈÓ (17) — (26) àïïðîêñèìèðóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñ-

òåìîé. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Êðûëîâà — Áîãîëþáîâà

(ÌÊÁ) [6]. Îäíàêî ýòîò ìåòîä èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: ïîëó÷àåìàÿ

íà åãî îñíîâå àïïðîêñèìèðóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé (17) è (26) â îáùåì ñëó÷àå èìååò íåñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, â òî

âðåìÿ êàê èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (ëèáî

ñèììåòðèçóåìûì ýëåìåíòàðíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ). Ïîòåðÿ ñèììåòðè÷-

íîñòè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì îáùèõ ìåòîäîâ âìåñòî áîëåå ýêîíîìè÷íûõ è òî÷íûõ, ïðåäíàçíà÷åí-

íûõ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü è óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ ðåøåíèÿ âñëåäñòâèå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Êðîìå òîãî, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàòðà-

òû ïàìÿòè äëÿ çàïîìèíàíèÿ âñåé ìàòðèöû, òîãäà êàê äëÿ ñèììåòðè÷íîé

ñèñòåìû äîñòàòî÷íî çàïîìíèòü âåðõíèé èëè íèæíèé åå òðåóãîëüíèê.

Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåí ìåòîä ïîëíîãî îñðåäíåíèÿ (ÌÏÎ) [7, 8]. Ñ åãî

ïîìîùüþ ìîæíî ñîõðàíèòü â äèñêðåòíîé ôîðìå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷-
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íîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (17) è (26), òàê êàê àïïðîêñèìèðóþùàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ïðè ðàçáèåíèè ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè íà ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè ðàçëè÷íûõ ôîðì è ðàçìåðîâ.

Àíàëîãè÷íî ïî ÌÊÁ è ÌÏÎ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü àëãåáðàè÷åñ-

êîé ñèñòåìîé óðàâíåíèÿ (18) — (25). Îäíàêî áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñè-

ìàöèþ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÌÏÎ. Äëÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ìåòîä ÌÏÎ

òî÷íî òðàíñôîðìèðóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñîáñò-

âåííîå ÷èñëî ìàòðèöû.

Ïîëó÷åííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü ìå-

òîäîì ïîäîáëàñòåé ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [5]. Ïðè ýòîì â

êà÷åñòâå ïîäîáëàñòåé âûáèðàþòñÿ ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäîâ è êîíòàêòíûå

ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùèå îäíîðîäíûå ïî ïðîâîäèìîñòè îáëàñòè.

Âûâîäû. Â îñíîâå ïðåäëîæåííîé òðåõìåðíîé èíòåãðàëüíîé ìîäåëè

ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ëåæèò ÑÈÓ îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ýëåêòðîäîâ è íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñâàðî÷íîãî òîêà. Ïðè ðåøåíèè ÑÈÓ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïûò,

íàêîïëåííûé ïðè ðåøåíèè áëèçêèõ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ çàäà÷ [5], à èìåííî:

ÑÈÓ íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïî ÌÏÎ,

ïîëó÷åííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íåîáõîäèìî ðåøàòü ìåòîäîì ïîäîá-

ëàñòåé. Ïîñëå ðåøåíèÿ ÑÈÓ ïëîòíîñòü ñâàðî÷íîãî òîêà ìîæåò áûòü íàé-

äåíà â ëþáîé èçîëèðîâàííîé òî÷êå èëè â ëþáîì îáúåìå ïðîâîäíèêà, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì ýòîé ìîäåëè ïî ñðàâíåíèþ ñ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè èëè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûìè ìîäåëÿìè, ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå òîêà íàõîäèòñÿ âî âñåì îáúåìå ïðîâîäíèêîâ, â

÷åì, êàê ïðàâèëî, íåò íåîáõîäèìîñòè.

The three-dimensional integrated model of the welding current distribution during arc welding in

the plate gap is suggested enabling one to account the actual electrophysical characteristics of

materials forming the essentially non-uniform media — the calculation region.
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