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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîîáìåíà
ïðè ìèêðîâîëíîâîì ðàçîãðåâå çàãóñòåâøèõ
íåôòåïðîäóêòîâ ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà

Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêðîâîëíîâîãî ðàçîãðåâà òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ è

òåïëîîáìåíà ïðè åãî ôàçîâîì ïðåâðàùåíèè ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

òåïëà. Ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé òåìïåðàòóð â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ è çàêîí

äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç.

Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ì³êðîõâèëüîâîãî ðîç³ãð³âó ò³ëà ê³íöåâèõ ðîçì³ð³â ³

òåïëîîáì³íó ïðè éîãî ôàçîâîìó ïåðåòâîðåíí³ ç óðàõóâàííÿì ê³íöåâî¿ øâèäêîñò³ ïîøè-

ðåííÿ òåïëà. Îòðèìàíî ðîçïîä³ëè ïîë³â òåìïåðàòóð ó ð³äê³é ³ òâåðä³é ôàçàõ ³ çàêîí ðóõó

ãðàíèö³ ðîçïîä³ëó ôàç.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ìîäåëèðîâàíèå, ìèêðîâîëíîâàÿ ýíåðãèÿ, òåïëîîáìåí, ïîäâèæíàÿ
ãðàíèöà.

Ïðè ðàçãðóçêå áîëüøèõ ìàññ íåôòåïðîäóêòîâ â çèìíåå âðåìÿ, êàê ïðàâèëî,

èñïîëüçóþò ïåðåãðåòûé ïàð. Ïàðîâàÿ òåõíîëîãèÿ î÷èñòêè çàãðóçî÷íûõ

åìêîñòåé êðàéíå íåýôôåêòèâíà, ïîñêîëüêó ïðîíèêíîâåíèå òåïëà â ïðî-

äóêò ïðîèñõîäèò òîëüêî ñ ïîâåðõíîñòè è çà ñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðè

ýòîì çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ïàðà ðàñõîäóåòñÿ íà ðàçîãðåâ êîðïóñà

åìêîñòè. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîäóêòà è íèçêîé òåìïåðàòóðå îêðó-

æàþùåé ñðåäû ïðîöåññ ðàçîãðåâà äëèòñÿ î÷åíü äîëãî è òðåáóåò áîëüøèõ

ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò. Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé äàëüíåéøóþ ïåðåðàáîòêó è

ñåïàðàöèþ ðàçîãðåòîãî íåôòåïðîäóêòà, äëÿ ÷åãî òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå

ñîîðóæåíèÿ. Çàãðÿçíåííîñòü òåððèòîðèé, ïðèëåãàþùèõ ê çàïîëíåííûì âÿç-

êèìè ïðîäóêòàìè åìêîñòÿì, âñåãäà î÷åíü âåëèêà. Óíèâåðñàëüíûì ðåøåíèåì

ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ðàçîãðåâà çàãóñòåâøèõ âÿçêèõ íåôòå-

ïðîäóêòîâ ýíåðãèåé ìèêðîâîëíîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [1, 2].

Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñïîñîáà îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè:

ìèêðîâîëíîâîå èçëó÷åíèå íàïðàâëÿåòñÿ â ìàññó ïðîäóêòà è ðàçîãðå-

âàåò åå èçíóòðè;
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íèçêàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ïðîäóêòà íå òîëüêî íå ïðåïÿòñòâóåò ðàçî-

ãðåâó, à íàïðîòèâ, ñïîñîáñòâóåò åìó;

èçëó÷àåìûå êîëåáàíèÿ ìíîãîêðàòíî ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðîäóêò, à ìåòàë-

ëè÷åñêèé êîðïóñ åìêîñòè ïî÷òè áåç ïîòåðü îòðàæàåò ýòè êîëåáàíèÿ è

íàïðàâëÿåò èõ íà ðàçîãðåâàåìûé îáúåêò;

îòñóòñòâóþò ïîòåðè ìèêðîâîëíîâîé ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå â îêðóæàþ-

ùóþ ñðåäó, êîðïóñ åìêîñòè íàãðåâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, òåïëîâîå èçëó÷å-

íèå â àòìîñôåðó ïðàêòè÷åñêè ìèíèìàëüíî.

Ðàçîãðåâ âåùåñòâà ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ ýíåðãèè ìåæ-

ìîëåêóëÿðíîãî òðåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïîä âîçäåéñòâèåì âûñîêî÷àñòîò-

íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ íàõîäèòñÿ, êàê èçâåñòíî, â ïðÿìîé çàâè-

ñèìîñòè îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è äèýëåêò-

ðè÷åñêèõ ïîòåðü ðàçîãðåâàåìîãî âåùåñòâà. Âñëåäñòâèå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïî-

òåðü â çàãóñòåâøåì íåôòåïðîäóêòå âîçìîæíî ñîãëàñîâàíèå ðàáîòû ìèêðîâîë-

íîâîãî ãåíåðàòîðà è åìêîñòè, ïðè êîòîðîì äî 90 % ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåð-

ãèè âíóòðè ïðîäóêòà ïðåîáðàçóåòñÿ â òåïëî [3—5].

Èçâåñòíî, ÷òî ìîäåëü òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå îáëàäàåò ðÿäîì íå-

äîñòàòêîâ, ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñò-

ðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê áûëà

ïîñòóëèðîâàíà íîâàÿ ìîäåëü [6], ñîãëàñíî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà

â òâåðäûõ òåëàõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äåìïôèðîâàííûõ âîëí âèäà

q U
q

t
� � � �� �

�

�

,
(1)

ãäå âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q è òåìïåðàòóðà U — çàâèñèìûå ïåðåìåííûå,

ðàäèóñ-âåêòîð x è âðåìÿ t — íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Êîýôôèöèåíòîì

ïåðåíîñà äëÿ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòü � è âðåìÿ òåìïåðà-

òóðíîé ðåëàêñàöèè �. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèÿ (1) â óðàâíåíèå

ýíåðãèè äëÿ óïðóãîãî òâåðäîãî òåëà ïîëó÷àåì ðåëàêñàöèîííóþ ôîðìó

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà):
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u
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t
a u S� � � �
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,

(2)

ãäå a2
— êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, S — èñòî÷íèê òåïëà,

îáóñëîâëåííûé äåéñòâèåì ìèêðîâîëíîâîé ýíåðãèè.

Óðàâíåíèå (2) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå çàòóõàþùåé òåìïåðàòóðíîé âîë-

íû ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ: u a� / �. Ïðè � 	 0 ýòî óðàâ-

íåíèå ïðèíèìàåò îáû÷íóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîðìó, à ðåëàêñàöèîííîå óðàâ-

íåíèå (1) ïåðåõîäèò â ìîäåëü Ôóðüå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà.
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñ ó÷åòîì áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåî-

ðèè òåïëîïðîâîäíîñòè âëèÿíèå êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà

íåçíà÷èòåëüíî, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà òåìïåðàòóðîïðîâîä-

íîñòè íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå âåëè÷èíû êâàäðàòà ñêîðîñòè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ âîëí. Îäíàêî ó÷åò êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ òåïëà îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ïðè áîëü-

øèõ ïîòîêàõ òåïëà äëÿ ïðîöåññîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðåäåëàõ ìàëûõ

âðåìåí.

Áûñòðî ïðîòåêàþùèå ïðîöåññû ñ áîëüøèìè òåïëîâûìè ïîòîêàìè õà-

ðàêòåðíû äëÿ ïëàâëåíèÿ çàãóñòåâøèõ íåôòåïðîäóêòîâ â åìêîñòÿõ ïðè

âîçäåéñòâèè ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ïîëó÷èòü ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è î ïëàâëåíèè òåëà êîíå÷íûõ ðàçìå-

ðîâ ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ òåïëîîá-

ìåíà ïðè ðàçîãðåâå íåôòåïðîäóêòîâ â óñëîâèÿõ ôàçîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,

âîçíèêàþùåãî ïîä âîçäåéñòâèåì ýíåðãèè ìèêðîâîëíîâîãî ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Òàêîé ïðîöåññ áóäåì îïðåäåëÿòü ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòÿõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè:
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ãäå E è H — âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé;

D è B — âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè; j — ïëîòíîñòü

òîêà ïðîâîäèìîñòè; 
 
 
 
 ���i i i� � � �� � � � è � — àáñîëþòíûå äèýëåêòðè-

÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà; � — ïðîâîäèìîñòü ìàòå-

ðèàëà; � — êðóãîâàÿ ÷àñòîòà; ci i,
 è � i — êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè,

ïëîòíîñòü è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà, çàâèñÿùèå îò

òåìïåðàòóðû i-é ôàçû; Vi — âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ i-ãî ìàòåðèàëà;

�� — îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà; q � �0 5
2

, �
 �tg E — óäåëüíàÿ ïîãëîùåííàÿ

ìîùíîñòü; ti — òåìïåðàòóðà i-ãî ìàòåðèàëà; tg� � 
 �
�� � — òàíãåíñ óãëà

äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü ìàòåðèàëà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè è ïðåäåëüíûìè óñëî-

âèÿìè, à òàêæå óñëîâèåì íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè íå òîëüêî âû÷èñëèòåëüíûìè,

íî è ïðèíöèïèàëüíûìè. Òàêîå óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì:

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîîáìåíà
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óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè;

ñôîðìóëèðîâàííàÿ ìîäåëü ìíîãîìåðíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ïåðåìåííûõ;

ýëåêòðîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è

ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè;

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ òðåáóþò îáîñíîâàíèÿ è èñïîëüçî-

âàíèÿ ñïåöèàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ ìîäåëü ïðîöåññà, ðåàëèçàöèþ

êîòîðîé ïðîâåäåì ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñëåäóåò äî-

êàçàòü àäåêâàòíîñòü òàêîé ìîäåëè èçâåñòíûì ìîäåëÿì èëè ñðàâíèòü ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.

Ïóñòü òåëî êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ 0� �x L â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

íàõîäèòñÿ â äâóõôàçíîì ñîñòîÿíèè: æèäêîì è òâåðäîì. Ýòè ôàçû îòäåëå-

íû äðóã îò äðóãà äâèæóùåéñÿ ãðàíèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìåíà ðåëàê-

ñàöèè â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ, à òàêæå èõ ïëîòíîñòè îäèíàêîâû.
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Óñëîâèå Ñòåôàíà íà èçîòåðìè÷åñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç èìååò âèä

q t t q t t M
d

dt
1 2
[ , ( )] [ , ( )]� �

�



� � .

(6)
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Òîãäà óñëîâèå (6) ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Ðåøåíèå çàäà÷è. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, èçëîæåííîé

â [7], ââåäåì íîâûå ôóíêöèè:
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äëÿ êîòîðûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) è (5) ïðåîáðàçóþòñÿ ê îäíîðîäíûì.
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Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð (
1
( , )x t , (

2
( , )x t â æèäêîé è â òâåðäîé ôàçàõ
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Âûâîäû. Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (11) — (13) ïîçâîëÿþò íàõîäèòü

çíà÷åíèÿ/ n t( ),3n t( ),�( )t ïî èçâåñòíûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì. Åñëè çàêîí

äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç çàäàí èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,

òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò ëèíåéíîé. Ïðè � 	 0 ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñòðåìÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì çàäà÷è

Ñòåôàíà, îñíîâàííîé íà òåîðèè Ôóðüå [8].

The mathematical model of a finite body microwave warming and of the heat exchange during its

phase transformation with account of the finite heat transfer rate is constructed. Distributions of

temperature fields in liquid and solid phases and the law of phase boundary motion are found.
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