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Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå òåïëîâûõ ðåæèìîâ
ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû ìåòîäîì R-ôóíêöèé

(Ñòàòüþ ïðåäñòàâèë ä-ð òåõí. íàóê Â. ß. Êîíäðàùåíêî)

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû àâòîìàòèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ïëàò ñ

ëîêàëüíûìè èñòî÷íèêàìè òåïëîòû íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ìåòîäîì R-ôóíêöèé. Ïðèâåäåíû

ñòðóêòóðû ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàí

ìåòîä Ðèòöà. Ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûïîëíåíû â ñèñòåìå ÏÎËÅ. Èññëåäîâàíî

âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ íà ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ.

Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ àâòîìàòèçàö³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â

ïëàò ç ëîêàëüíèìè äæåðåëàìè òåïëîòè íà ¿õí³õ ïîâåðõíÿõ ìåòîäîì R-ôóíêö³é. Íàâåäåíî

ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçê³â äëÿ ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ âèêîðèñòàíî

ìåòîä Ðèòöà. Ïðèêëàäè ÷èñåëüíî¿ ðåàëèçàö³¿ âèêîíàíî â ñèñòåì³ ÏÎËÅ. Äîñë³äæåíî âïëèâ

ðîçòàøóâàííÿ ñèìåòðè÷íèõ ³ íåñèìåòðè÷íèõ äæåðåë íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ìåòîä R-ôóíêöèé, ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ìåòîä Ðèòöà, ðàäèîýëåêò-
ðîííàÿ àïïàðàòóðà.

Íîðìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû âîçìîæíî

ëèøü ïðè óñëîâèè ïîääåðæàíèÿ òåìïåðàòóð åå ýëåìåíòîâ â îïðåäåëåííûõ

ïðåäåëàõ. Èçìåíåíèå òåïëîâîãî ðåæèìà îêàçûâàåò âëèÿíèå íà õàðàêòå-

ðèñòèêè ýëåìåíòîâ è ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ôèçèêî-õèìè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âûâîäÿùèõ ýëåìåíò èç ñòðîÿ. Ïðè ýòîì äåñòàáèëèçè-

ðóþùèìè òåïëîâûìè âîçäåéñòâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðàññåèâàåìûå ïðè ðàáîòå

ýëåìåíòîâ ìîùíîñòè, èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âíåøíåé ñðåäû è òåïëîâûå
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ïîòîêè îò îêðóæàþùèõ ïðèáîð îáúåêòîâ. Ïîýòîìó íà ýòàïå êîíñòðóêòîðñ-

êîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû ïðè âûáîðå âàðèàíòîâ

êîíñòðóêöèè è êîìïîíîâêè íàðÿäó ñ çàäà÷àìè îáåñïå÷åíèÿ ìîíòàæíî-êîì-

ìóòàöèîííûõ òðåáîâàíèé, ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè, òåõíîëîãè÷íîñòè, âèáðî-

ïðî÷íîñòè íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è îáåñïå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî òåïëî-

âîãî ðåæèìà.

Ïðè àíàëèçå òåïëîâûõ ðåæèìîâ ðàäèîýëåêòðîííûõ àïïàðàòîâ ðàçëè÷-

íûõ êëàññîâ îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñâÿçàíà ñ ïîñòðîåíèåì òåïëîâîé ìîäåëè

àïïàðàòà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ôèçè÷åñêè àäåêâàòíîé ÿâëåíèþ è â òî æå

âðåìÿ ðåàëèçóåìîé ìàòåìàòè÷åñêè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ïðåæäå âñåãî

ñëåäóåò ñäåëàòü òàêèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò

ðåøèòü çàäà÷ó, íå èäåàëèçèðóÿ åå íàñòîëüêî, ÷òîáû îíà ïîòåðÿëà îòíîøå-

íèå ê îïèñûâàåìîé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî, ðàçðàáàòûâàåìûå ìåòîäû ðàñ÷åòà

äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû äëÿ øèðîêîãî êëàññà êîíñòðóêöèé [1, 2].

Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ

ïîëåé ïëàòû. Íà òîíêîé ïëàòå � ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè L
1
, L

2
è

òîëùèíîé � ðàñïîëîæåíû îáëàñòè � i ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè l i1
, l i2

(ðèñ. 1). Èñòî÷íèêè òåïëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî îáëàñòÿì � i ,

òåïëîâûå ïîòîêè Pi ðàññåèâàþòñÿ â îêðóæàþùóþ ñðåäó íå òîëüêî êîí-

äóêöèåé ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòåé, íî è êîíâåêöèåé è èçëó÷åíèåì ñ ïîâåðõ-

íîñòè. Ðàññåÿíèåì òåïëà ñ òîðöîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàññåÿíèåì òåïëà ñ îñòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïëàòû. Êîýôôèöèåíò òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ïëàòû îáîçíà÷èì �, à ñóììàðíóþ òåïëîîòäà÷ó ñ ðàçëè÷íûõ
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Ðèñ. 1. Ïëàòà ñ èñòî÷íèêàìè



ïîâåðõíîñòåé ïëàòû — � è � i . Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå òåìïåðàòóðíîå ïî-

ëå ïëàòû.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä [1, 2]
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Â áåçðàçìåðíîì âèäå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, èñïîëüçóÿ êðèòåðèè

u T P

	

��
1
, Bi
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�

��

2

.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (èëè èõ êîìáèíàöèè) íà ãðàíèöàõ ïëàòû ìîãóò áûòü

ñëåäóþùèìè:

u
�
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�

 ,
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u
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n
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�

.

Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì Ðèòöà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðèìåíÿå-

ìûì. Ïðè ýòîì âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à î ìèíèìóìå

íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà I (u). Ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ Au f
 ,

ñîîáùàåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

I u Au u u f u u f
A

( ) ( , ) ( , ) ( , )
 	 
 	2 2
2

.

Âåëè÷èíà ( , )Au u îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëüíà ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ âîç-

áóæäåíèÿ ïîëÿ u x( ).

Åñëè u
�

�
�

 , òî ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ èìååò âèä u 
 �� �� [3], à ôóíê-

öèîíàë —

I u b u d u u b u u u d
 � � � � � 	
� �

(( ) ) ( * * * )1 1 1 0 1 0 1
2 2 2 2

� �

� � � �� ,

ãäå u1
 ��, u0
 �.
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òî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñêëåéêè, ìîæåì çàïèñàòü
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â ñå÷åíèè y 
 0 äëÿ èñõîäíûõ (1) è ïåðåìåùåííûõ

(2) èñòî÷íèêîâ òåïëà: à — ïðè òåïëîâîé èçîëÿöèè ãðàíèöû ïëàòû; á — ïðè òåïëîîáìåíå

íà ãðàíèöå ïëàòû



Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíåíà â ñèñòåìå ÏÎËÅ.

Ïðèìåð 1 [4].
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Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ (ðèñ. 2 (ñì. âêëåéêó) è ðèñ. 3, à),

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ñëó÷àå òåïëîâîé èçîëÿöèè ãðàíèöû

ïëàòû, ïðè ïåðåìåùåíèè ÷åòûðåõ áîêîâûõ èñòî÷íèêîâ áëèæå ê ñîîòâåòñò-

âóþùèì êðàÿì ïëàòû, ñíèæàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íà 8,5 % è

îáåñïå÷èâàåòñÿ áîëåå ðàâíîìåðíûé íàãðåâ ïëàòû.

Ïðèìåð 2.
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Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ (ðèñ. 4 (ñì. âêëåéêó) è ðèñ. 3, á) ïðè

òåïëîîáìåíå íà ãðàíèöå ïëàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïåðåìå-

ùåíèå ÷åòûðåõ áîêîâûõ èñòî÷íèêîâ áëèæå ê ñîîòâåòñòâóþùèì êðàÿì

ïëàòû ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ìàêñèìàëüíóþ òåìïåðàòóðó íà 17,5 %.

Ïðèìåð 3 [5].

�

�

�

�

2

2

2

2

u

x

u

y
u F� 	 
 	 ,

F

x y

x y

i

i

i




�

�

�




�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

�




5000

0

1

46

, ( , ) ,

, ( , ) ,

�

��
u

��1
5
 , u

��2
20
 .

Íà ðèñ. 5, a (ñì. âêëåéêó) è ðèñ. 8, à, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äëÿ

46 êâàäðàòíûõ èñòî÷íèêîâ, ðàçìåùåííûõ ïî ñõåìå, ïðèâåäåííîé â ðàáîòå

[5]. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè áîëåå ýôôåêòèâíî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèêè òåïëà èìåþò ôîðìó êâàäðàòà ñ

êðóãîâîé âûòî÷êîé è ðàñïîëîæåíû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5, á (ñì. âêëåéêó).

Ïðè ýòîì

�i i i ix a y b x a y b
 	 	 " 	 	 " 	 � 	( , ( ) ) ( , ( ) ) (( ) (005 005
2 2

0

2 2

0

2

i ) , )
2 2

005 0	 # .

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 5, á è ðèñ. 8, á), ìîæíî

ñäåëàòü âûâîäû î íåîáõîäèìîñòè ïåðåîðèåíòàöèè èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òàê êàê òåìïåðàòóðà â íèæíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè ìåíüøå (ðèñ. 8, á, êðèâûå 5 è 7).

Èñõîäÿ èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ î òîì, ÷òî

èñòî÷íèêè íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü áëèæå ê ãðàíèöå è äëÿ ðàâíîìåðíîñòè
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ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âñåãäà æåëàòåëüíà ñèììåòðèÿ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 6 (ñì. âêëåéêó). Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà

ðèñ. 6 è 8, â, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåîðèåíòàöèÿ èñòî÷íèêîâ ïîçâîëèëà ñíè-

çèòü òåìïåðàòóðó íà 20 %. Îäíàêî êàðòèíà ïîëÿ ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ïåðåìåùåíèå ÷åòûðåõ öåíòðàëüíûõ èñòî÷íèêîâ â çîíó ñ ìåíüøåé

òåìïåðàòóðîé (ðèñ. 7 íà âêëåéêå) äàñò âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü åå ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7 (ñì. âêëåéêó) è ðèñ. 8, ã, ñâè-

äåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ÷åòûðåõ

èñòî÷íèêîâ ïîçâîëèëî ñíèçèòü òåìïåðàòóðó åùå íà 9 %.

Âî âñåõ ïðèìåðàõ íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ñòðóêòóð ðåøåíèé

àïïðîêñèìèðîâàíû ôèíèòíûìè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè Øåíáåðãà. Ðàç-

ìåðíîñòü àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðèìåðàõ 1 è 2 N 
1600, à â

ïðèìåðå 3 N 
6400 êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.

Àâòîìàòèçàöèþ ïðîöåññà çàäàíèÿ ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ ìîæíî ðåà-

ëèçîâàòü â ñïåöèàëèçèðîâàííîé ñèñòåìå AutoOmega. Ýòà ñèñòåìà, èíòåã-

ðèðîâàííàÿ ñî ñïåöèàëèçèðîâàííîé ñèñòåìîé ÏÎËÅ, ïîçâîëÿåò ïîëüçîâà-

òåëþ ñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû íåêëàññè÷åñêîé ôîðìû â äâóõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè R-ôóíêöèé è ìåòîäà ñòàíäàðò-

íûõ ïðèìèòèâîâ [6], îïåðàòèâíî èçìåíÿòü èõ ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ, à

òàêæå òðàíñëèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ â ïðîãðàììíûé êîä.

Ñèñòåìà AutoOmega èìååò òàêæå âñòðîåííûé êîíâåðòîð ãåîìåòðè÷åñêîé

èíôîðìàöèè, èñïîëüçóåìîé ñàìîé ñèñòåìîé, â ïðîãðàììíûé êîä ñïåöèà-

ëèçèðîâàííûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è.

Ïåðâûì ýòàïîì ðàáîòû ñ ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ âèçóàëüíîå ôîðìèðî-

âàíèå ïëàòû ñ ðàñïîëîæåííûìè íà íåé èñòî÷íèêàìè òåïëà. Äëÿ ýòîãî

ðåàëèçîâàí èíòóèòèâíûé ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîç-

äàâàòü ïðèìèòèâû êëàññè÷åñêîé è íåêëàññè÷åñêîé ôîðìû, ðàñïîëàãàòü èõ

íà ïëàòå, çàäàííîé ôîðìû. Èíòåðôåéñ ïîçâîëÿåò çàäàâàòü è èçìåíÿòü

ïàðàìåòðû ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ. Øêàëà

êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé áóäåò ðåøàòüñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, è íà÷àëî

êîîðäèíàò, ìîãóò áûòü óòî÷íåíû èëè èçìåíåíû ïîëüçîâàòåëåì.

Ïîñëå ýòàïà ôîðìèðîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òðàíñ-

ëÿöèÿ çàäàííîé èíôîðìàöèè â ïðîãðàììó äëÿ ñèñòåìû ÏÎËÅ, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àåò ðåøåíèå. Åñëè ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò

òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà

ïëàòå åñòü âîçìîæíîñòü âåðíóòüñÿ ê ôîðìèðîâàíèþ èñõîäíîé çàäà÷è,

èçìåíÿÿ äîñòóïíûå ïàðàìåòðû. Òàêîé öèêë ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

ïîëüçîâàòåëü íå ïîëó÷èò óäîâëåòâîðÿþùåå åãî ðåøåíèå.

Âûâîäû. Ðàöèîíàëüíîå ðàçìåùåíèå èñòî÷íèêîâ òåïëîâûõ ïîëåé,

èìåþùèõ çàäàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ÿâëÿåòñÿ
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âàæíûì ôàêòîðîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû.

Àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà ïëàò ñ ëîêàëüíûìè

èñòî÷íèêàìè òåïëîòû íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ìåòîäîì R-ôóíêöèé ïîçâîëÿåò

ñèñòåìà ÏÎËÅ. Îäíàêî, êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ, ïðè

áîëüøîì ÷èñëå èñòî÷íèêîâ íà ïëàòå íåîáõîäèìî àâòîìàòèçèðîâàòü ïðî-

öåññ èõ çàäàíèÿ äëÿ îïåðàòèâíîãî èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè, ÷òî

ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ñèñòåìà AutoOmega.

The paper deals with automation of solution of the problems of temperature fields calculation of

the boards with local heat sources on their surface4s by the method of R-functions. The structures

of solutions for various types of boundary conditions are presented. The Ritz method is used for

the solution. The examples of numerical realization are executed in POLYE (FIELD) system.

The influence of the arrangement of symmetric and asymmetric sources on the temperature field

distribution is investigated.
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