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Îïòèìèçàöèÿ ñâÿçåé ìåæäó óçëàìè Èíòåðíåò
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Øòåéíåðà

Ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê àíàëèçó è îïòèìèçàöèè ñâÿçåé ìåæäó àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè â
Èíòåðíåòå êàê ê ïîèñêó ðåøåíèÿ NP-ñëîæíîé çàäà÷è Øòåéíåðà, êîòîðàÿ â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ðåøåíà ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè. Ïðåäëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ
íà ðàçìåùåíèå òî÷åê Øòåéíåðà è äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè, àðãóìåíòèðîâàííûå òåõíî-
ëîãèÿìè ãëîáàëüíîé èíòåðíåò-ìàðøðóòèçàöèè.

Ðîçãëÿíóòî ï³äõîäè äî àíàë³çó òà îïòèì³çàö³¿ çâ’ÿçê³â ì³æ àâòîíîìíèìè ñèñòåìàìè â ²í-
òåðíåò³ ÿê äî ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó NP-ñêëàäíî¿ çàäà÷³ Øòåéíåðà, ÿêà â äåÿêèõ îêðåìèõ âè-
ïàäêàõ ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà åôåêòèâíèìè ìåòîäàìè. Çàïðîïîíîâàíî îáìåæåííÿ íà ðîç-
ì³ùåííÿ òî÷îê Øòåéíåðà òà äîäàòêîâ³ çâ’ÿçêè, àðãóìåíòîâàí³ òåõíîëîã³ÿìè ãëîáàëüíî¿
³íòåðíåò-ìàðøðóòèçàö³¿.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñëîæíûå ñåòè, äåðåâüÿ Øòåéíåðà, îïòèìèçàöèÿ ñâÿçåé.

Â ñëîæíûõ ñåòÿõ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ Èíòåðíåò [1], òîïîëîãè÷åñêîå

ðàññòîÿíèå, ò.å. ÷èñëî òðàíçèòíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó óçëàìè, ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðàëüíûì êðèòåðèåì îöåíêè ñêîðîñòè è íàäåæíîñòè ïåðåäà÷è èíôîð-

ìàöèè: âåðîÿòíîñòü ñáîåâ èìååò îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà òðàíçèò-

íûõ óçëîâ, ÷òî ó÷òåíî ïðè ðàçðàáîòêå ïðîòîêîëîâ ìàðøðóòèçàöèè. Â

÷àñòíîñòè, â åäèíîì ïðîòîêîëå ãëîáàëüíîé ìàðøðóòèçàöèè BGP-4 (Border

Gateway Protocol) îñíîâíûì òðàíçèòèâíûì êðèòåðèåì âûáîðà ìàðøðóòà

ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äî ìåñòà íàçíà÷åíèÿ, èçìåðÿåìûõ ÷èñëîì

òðàíçèòíûõ óçëîâ — òàê íàçûâàåìûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ïðîòîêîë BGP

îáåñïå÷èâàåò ïåðåäà÷ó ïàêåòà â íàïðàâëåíèè òîãî óçëà, ÷åðåç êîòîðûé

ïðîõîäèò êðàò÷àéøèé ìàðøðóò. Ìàíèïóëèðîâàíèå ÷èñëîì òðàíçèòíûõ

óçëîâ â ìàðøðóòàõ — åäèíñòâåííûé ñïîñîá âëèÿòü íà âåñ òîãî èëè èíîãî

ìàðøðóòà äëÿ áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè êàíàëîâ ïåðåäà÷è.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîãî ñáëèæåíèÿ èñòî÷íèêîâ

èíôîðìàöèè è ïîëüçîâàòåëåé ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíà â âèðòóàëüíîì Èí-
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òåðíåò-ïðîñòðàíñòâå. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ñå-

òåé îáìåíà òðàôèêîì IXPs (Internet Exchange Points), ïèðèíãîâûõ ñåòåé

P2P (peer-to-peer networks) è ñåòè äîñòàâêè êîíòåíòà CDN (Content Deliv-

ery Network), ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêò ãëî-

áàëüíîãî êåøà Google (GGC).

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ ñ 2008 ïî 2013 ã., óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîïîëîãè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ñåòè

Èíòåðíåò, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ è èíôîðìàöèîííûå ðåñóðñû è ïîëüçîâàòåëè,

â ðàçëè÷íûõ ñåãìåíòàõ ñåòè ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì îò 4,5 äî 5,5 óçëîâ, à â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ — ìåíåå ÷åòûðåõ, èëè, íàîáîðîò, — áîëåå øåñòè óçëîâ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäêëþ÷åíèå ê Èíòåðíåò (ïðîöåññ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâîãî

óçëà ê ñóùåñòâóþùèì óçëàì ãëîáàëüíîé ñåòè) è ðàçìåùåíèå èíôîðìàöèîí-

íûõ ðåñóðñîâ â ñåòè äîëæíî áûòü îáîñíîâàííûì êàê ýêîíîìè÷åñêè, òàê è

òåõíîëîãè÷åñêè. Öåëüþ óïîìÿíóòîãî èññëåäîâàíèÿ áûëî ñîêðàùåíèå òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó Èíòåðíåò-óçëàìè â îïðåäåëåííûõ ñåãìåíòàõ

Èíòåðíåò ñ èñïîëüçîâàíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ñåãìåíòîâ, ïðåä-

ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ìíîæåñòâî ñâÿçàííûõ óçëîâ, ëîãè÷íî îáúåäèíåííûõ äî-

ïîëíèòåëüíûìè ôàêòîðàìè èëè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû. Òåõíîëîãèè ñáëèæåíèÿ èíôîðìà-

öèè è ïîëüçîâàòåëåé ðàçâèâàþòñÿ â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ

Èíòåðíåòà êàê ãëîáàëüíîé ñåòè. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå èçâåñòíûå â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ íàïðàâëåíèÿ.

Ñ å ò è IXP ñïîñîáñòâóþò ñîêðàùåíèþ òðàíçèòîâ, îáåñïå÷èâàÿ âîç-

ìîæíîñòü ôèçè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãèõ óçëîâ ïðè ñîêðàùåíèè

êàïèòàëîâëîæåíèé. IXP — ýòî èíôðàñòðóêòóðà ôèçè÷åñêîãî, êàíàëüíîãî

èëè ñåòåâîãî óðîâíÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îáúåäèíÿòü ñåòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì

óðîâíå ïî åäèíîé òåõíîëîãèè. Ïåðâûå ìàññîâûå IXP ðàáîòàëè íà îñíîâå

ïîëèòèêè ìàðøðóòèçàöèè «âñå-âñåì», êîãäà âñå ñåòè ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê

IXP àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àþò ðàçðåøåíèå íà îáìåí òðàôèêîì ñ äðóãèìè

ñåòÿìè. Äëÿ ýòîãî âñå ó÷àñòíèêè IXP àíîíñèðóþò ìàðøðóòû ê «ñâîèì»

ñåòÿì â åäèíóþ òî÷êó îáìåíà ìàðøðóòàìè, êîòîðóþ ïðåäîñòàâëÿåò IXP.

Ñ å ò è P2P — ýòî âèðòóàëüíûå ñåòè, èëè ñåðâèñû ïî ñîçäàíèþ äå-

öåíòðàëèçîâàííûõ âèðòóàëüíûõ ñåòåé, âûïîëíÿþùèå äåöåíòðàëèçîâàí-

íîå õðàíåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå èíôîðìàöèè, ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëå-

íèÿ, îáìåí ñîîáùåíèÿìè è äð. Â òàêîé ðàñïðåäåëåííîé àðõèòåêòóðå îò-

äåëüíûå óçëû-ñîñåäè ÿâëÿþòñÿ êàê ïîñòàâùèêàìè, òàê è ïîòðåáèòåëÿìè

ðåñóðñîâ, ÷òî îòëè÷àåò èõ îò öåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè êëèåíò—ñåðâåð,

ãäå êëèåíòñêèå óçëû çàïðàøèâàþò äîñòóï ê ðåñóðñàì, ïðåäîñòàâëÿåìûì

öåíòðàëüíûì ñåðâåðîì. Â ïèðèíãîâîé ñåòè çàäà÷è (íàïðèìåð, ïîèñê ôàé-

ëîâ èëè òðàíñëÿöèÿ ïîòîêîâîãî àóäèî- èëè âèäåîêîíòåíòà) ðàñïðåäåëÿþò-
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ñÿ ìåæäó íåñêîëüêèìè ñîåäèíåííûìè ìåæäó ñîáîé ñîñåäÿìè. ×àñòü ðå-

ñóðñîâ (âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè, äèñêîâîå ïðîñòðàíñòâî èëè ïðîïóñê-

íàÿ ñïîñîáíîñòü ñåòè) êàæäîãî èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî äîñòóïíà äðóãèì

ó÷àñòíèêàì ñåòè áåç öåíòðàëèçîâàííîé êîîðäèíàöèè ñåðâåðàìè [2].
Ñ å ò è CDN — ãåîãðàôè÷åñêè ðàñïðåäåëåííàÿ ñåòåâàÿ èíôðàñò-

ðóêòóðà, ïîçâîëÿþùàÿ îïòèìèçèðîâàòü äîñòàâêó è äèñòðèáóöèþ êîíòåíòà
êîíå÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì â ñåòè Èíòåðíåò. Èñïîëüçîâàíèå CDN ñîêðàùàåò
÷èñëî òðàíçèòíûõ óçëîâ, ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ñêà÷èâà-
íèÿ êîíòåíòà èç ñåòè Èíòåðíåò. Ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò ðåçêèå èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè çàãðóçêè è ïîâûøàåòñÿ êà÷åñòâî ïîòîêà äàííûõ.

Ñåòè CDN ñîñòîÿò èç ãåîãðàôè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ ìíîãîôóíêöèî-
íàëüíûõ ïëàòôîðì, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî ýô-
ôåêòèâíî îáðàáàòûâàòü çàïðîñû ïîëüçîâàòåëåé ïðè ïîëó÷åíèè êîíòåíòà.
Äàííûå öåíòðàëüíîãî ñåðâåðà Èíòåðíåò-ðåñóðñà ðåïëèöèðóþòñÿ íà ïåðè-
ôåðèéíûå ïëàòôîðìû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîääåðæèâàåò â àêòóàëüíîì ñîñ-
òîÿíèè ïîëíóþ èëè ÷àñòè÷íóþ êîïèþ ðàñïðîñòðàíÿåìûõ äàííûõ. Óçåë ñåòè,
âõîäÿùåé â ñîñòàâ ïëàòôîðìû, âçàèìîäåéñòâóåò ñ ëîêàëüíûìè ñåòÿìè Èíòåð-
íåò-ïðîâàéäåðîâ è ðàñïðîñòðàíÿåò êîíòåíò êîíå÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì ïî êðàò-
÷àéøåìó ñåòåâîìó ìàðøðóòó îò íàèìåíåå çàãðóæåííîãî ñåðâåðà. Äëèíà ñåòå-
âîãî ìàðøðóòà çàâèñèò îò òîïîëîãè÷åñêîé óäàëåííîñòè ñåòåâîãî ïîëüçîâà-
òåëÿ îò ñåðâåðà èëè ñòîèìîñòè ïåðåäà÷è òðàôèêà â ðåãèîíå.

Êýøèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåàëèçà-
öèè CDN, ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò îïòèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå äèñêîâîãî
ïðîñòðàíñòâà è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ êàíàëîâ ñåòè. Ñòðåìÿñü ê ïðèáëè-
æåíèþ ñîáñòâåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ ê ïîòðåáèòåëþ, êîðïîðà-
öèÿ Google ðàçâèâàåò ñîáñòâåííûé ñåðâèñ GGC (Google Global Cache),
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé CDN ãëîáàëüíîãî ìàñøòàáà. Äëÿ ýòîãî Google
óñòàíàâëèâàåò çà ñâîé ñ÷åò êýøèðóþùèå òåëåêîììóíèêàöèîííî-èíôîð-
ìàöèîííûå êîìïëåêñû ó «ïåðñïåêòèâíûõ» Èíòåðíåò-ñåðâèñ-ïðîâàéäåðîâ,
îðãàíèçóåò âçàèìîäåéñòâèå ñ íèìè ïî ïðîòîêîëó BGP è ïåðåíàïðàâëÿåò
ïîëüçîâàòåëüñêèå çàïðîñû ê ñëóæáàì Google íà áëèæàéøèé ê èõ ïðî-
âàéäåðó êîìïëåêñ GGC.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñîêðàùåíèå ìàðøðóòîâ ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ
òîïîëîãèè ó Èíòåðíåò-ïðîâàéäåðîâ íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ïàðèòåòíûõ
êàíàëîâ èëè ïðîñòî «ïàðèòåòîâ». Êðèòåðèåì öåëåñîîáðàçíîñòè ïîñòðîå-
íèÿ ïàðèòåòà ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûé îáúåì òðàôèêà. Èíôîðìàöèè î äëèíå
ìàðøðóòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðèòåòîâ íå íàéäåíî. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ
ñîáñòâåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû, à èìåííî: ñïîñîá âíåñå-
íèÿ ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé â òîïîëîãèþ ñåòè.

Ñåòü Èíòåðíåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô G (E, V), ãäå V — ìíîæåñòâî

àâòîíîìíûõ ñèñòåì, à E — èõ ñâÿçè, ñîçäàííûå ïðîòîêîëîì BGP. Âçàèìî-

Îïòèìèçàöèÿ ñâÿçåé ìåæäó óçëàìè Èíòåðíåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Øòåéíåðà
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äåéñòâèå ìåæäó àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè âñåãäà äâóñòîðîííåå, à ýòî çíà-

÷èò, ÷òî ãðàô G (E, V) ÿâëÿåòñÿ íåíàïðàâëåííûì.

Ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå è íàçíà÷åíèå àâòîíîìíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâ-

ëåíî â ñòàíäàðòå RFC 1930 (1996). Â òî âðåìÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ïðåä-

ñòàâëÿëà ñîáîé ÷èñëîâîé 16-, à ïîçäíåå — 32-áèòíûé èäåíòèôèêàòîð,

îòîáðàæåííûé â äåñÿòè÷íîì âèäå. Òàêèì îáðàçîì, ðîñò Èíòåðíåòà òåîðå-

òè÷åñêè âîçìîæåí ïî÷òè äî 232 èëè 4 3 109, � óçëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â

ìàðøðóòàõ âñòðå÷àþòñÿ íîìåðà áîëåå 56000 àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

Âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îïðåäåëÿåìûìè òîïîëîãèåé ñåòè,

ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèé, èëè ãåîäåçè÷åñêèé, ïóòü lm îò óçëà m ê äðóãèì óçëàì
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ãäå N — ÷èñëî óçëîâ â ñåòè; dim — êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó óçëàìè i è m;

dij — êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó óçëàìè i è j.

Ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò â Èíòåðíåòå ïàêåò ñåòåâîãî óðîâíÿ ìåæäó

ñåòüþ ïðîèñõîæäåíèÿ è ñåòüþ íàçíà÷åíèÿ, ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì ïÿòü

óçëîâ [3]. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ óçëîâ ïîêàçàòåëü lm íå ïðåâûøàåò òðåõ,

à äëÿ íåêîòîðûõ — ñóùåñòâåííî áîëüøå ïÿòè (îò øåñòè äî âîñüìè).

Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïóòè äëÿ óçëîâ ñåòè IXP UA-IX ïî

äàííûì 2012 ã. ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Òàêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü íàó÷íî îáîñíîâàííîãî

âûáîðà Èíòåðíåò-ïðîâàéäåðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî ñâîåìó òîïîëîãè-

÷åñêîìó ïîëîæåíèþ â ñåòè ñïîñîáíû îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

îò èñòî÷íèêà äàííûõ (ñåòåâîãî èíôîðìàöèîííîãî ðåñóðñà) ê ïîòðåáè-

òåëþ. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íîâûé

óçåë äîëæåí áûòü ïðèñîåäèíåí ê ñåòè çàäàííûì ÷èñëîì ñâÿçåé ñ ñóùåñò-

âóþùèìè óçëàìè ñåòè òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíîå òîïîëîãè÷åñ-

êîå ðàññòîÿíèå äî äðóãèõ óçëîâ.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ, ãäå åñòü äâà îñ-

íîâíûõ êðèòåðèÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàçìåùåíèÿ: ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëü-

íîãî ðàññòîÿíèÿ è ìèíèìèçàöèÿ ñóììû ðàññòîÿíèé. Ïîèñê òî÷êè ðàçìå-

ùåíèÿ, âûáðàííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëü-

íîãî ðàññòîÿíèÿ, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ïîèñêà öåíòðà ãðàôà, à ïîèñê òî÷êè,

Â.Þ. Çóáîê

32 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 1



âûáðàííîé ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè ñóììû ðàññòîÿíèé — çàäà÷åé ïîèñ-

êà ìåäèàíû ãðàôà [4]. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

i

m

j

n

ij ijñ x
� �
� � �

1 1

min, x ij 	 0, x Nij 
 �{ }0 , (1)

ãäå m — ìíîæåñòâî èñõîäíûõ óçëîâ; n — ìíîæåñòâî óçëîâ íàçíà÷åíèÿ; cij —
ðàñõîäû íà òðàíñïîðòèðîâêó îò i-ãî óçëà â j-é; xij — èñêîìûé âåêòîð
ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì.

Ââåäåì ÷èñëîâîé êðèòåðèé, îïðåäåëÿþùèé ñïîñîáíîñòü îáåñïå÷èòü
ìèíèìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ðàññòîÿíèå äî äðóãèõ óçëîâ, è íàçîâåì åãî
êîýôôèöèåíòîì áëèçîñòè:

a
l

l

d

d

N

N d

d

m
m i

N

im

i

N

j

N

ij

i

N

im

i

N

j

N

ij

� � �
�

� �

�

� �
, (2)

ãäå am — êîýôôèöèåíò áëèçîñòè óçëà m. Ñ ó÷åòîì (1) è (2) çàäà÷ó ïîèñêà
ìèíèìóìà ôóíêöèè F (X) çàïèøåì â âèäå

F X a xi i

i

n q

( ) min� �
	

� ,

ãäå ai — êîýôôèöèåíò áëèçîñòè äëÿ i-ãî óçëà; n — ÷èñëî óçëîâ äëÿ
ïîäêëþ÷åíèÿ, n = | X |; q — ÷èñëî ïîäêëþ÷åíèé; xi — i-é ýëåìåíò âåêòîðà
ðåøåíèé X.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âåêòîðà êîìáèíàöèé X (x1, x2, ...

..., xm	q), ãäå xi — ðåçóëüòàò âûáîðêè q ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà âåðøèí V;

Îïòèìèçàöèÿ ñâÿçåé ìåæäó óçëàìè Èíòåðíåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Øòåéíåðà

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 1 33

Ðèñ. 1. Ñðåäíèé êðàò÷àéøèé ïóòü óçëîâ ïî äàííûì òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè UA-IX



x i �0 îçíà÷àåò, ÷òî i-é óçåë ïðåäïî÷òèòåëåí äëÿ ïîäêëþ÷åíèÿ. Ðåøåíèå

ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

a xi i

i

m q	

� � min, x i mi 
  � �{ ; }0 1 1 , 1� ��x qi

i

m

. (3)

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èçâåñòíûì ðàñøèðåíèåì çàäà÷è ðàçìå-
ùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à Øòåéíåðà, ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåé ñåòè ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñâÿçûâàþùèõ
ìåæäó ñîáîé çàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ñîçäàíèå íîâûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ òî÷êàìè Øòåéíåðà è èñïîëü-
çóåìûõ â êà÷åñòâå óçëîâ èñêîìîé êðàò÷àéøåé ñåòè. Â áîëåå ñëîæíûõ
ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷è Øòåéíåðà ìîæíî ó÷èòûâàòü òàêèå ôàêòîðû, êàê
íåîáõîäèìîñòü èçáåãàòü îïðåäåëåííûõ ãåîãðàôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåñòíîñ-
òè, à òàêæå îòûñêèâàòü êðàò÷àéøèå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó óçëàìè óæå ñóùåñò-
âóþùèõ ñåòåé [5, 6].

Â óñëîâèÿõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ñåòè
èçìåðÿåòñÿ íå åäèíèöàìè ðàññòîÿíèÿ, à ÷èñëîì òðàíçèòíûõ ïåðåõîäîâ, ïðè
ýòîì ãåîãðàôè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Øòåéíåðà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê ïîèñê
ìèíèìàëüíûõ ïî âåñó äåðåâüåâ Øòåéíåðà SMT (Steiner Minimal Tree).

Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàôG E V w( , , ). Ñðåäè âåðøèí V çàäàíà
íà÷àëüíàÿ (ñòàðòîâàÿ) âåðøèíà A è ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ âåðøèí T,
êîòîðûå ñëåäóåò îáúåäèíèòü. Íåîáõîäèìî íàéòè ÷àñòè÷íûé ïîäãðàô

� � � �G E V w( , , ), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ñóùåñòâóåò ïóòü îò A è T ê �E ;
ñóùåñòâóåò ïóòü îò A ê ëþáîé âåðøèíå, âõîäÿùåé â T ;
âîçìîæåí ìèíèìàëüíûé ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð �E .
Â áîëåå ñëîæíîé ïîñòàíîâêå ðàçðåøàåòñÿ ðàñøèðÿòü è ìíîæåñòâî

ðåáåð, è ìíîæåñòâî âåðøèí äëÿ ìèíèìèçàöèè âåñà (äëèíû) äåðåâà. Óçëû,
êîòîðûå ñîçäàþòñÿ â íîâûõ òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ ðåáåð, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè
Øòåéíåðà.

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî êîýôôèöèåíò áëèçîñòè âåðøèíû ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà, èñõîäÿ-
ùåãî èç ýòîé âåðøèíû, ê ñðåäíåé äëèíå îñòîâíîãî äåðåâà â ãðàôå:

a
N SMT

MST

m
m

i

i

N
�

�

�
,

ãäå SMTm — äëèíà äåðåâà Øòåéíåðà îò óçëà m; MSTi — äëèíà ìèíèìàëü-

íîãî îñòîâíîãî äåðåâà îò óçëà i.

Â.Þ. Çóáîê

34 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 1



Ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ðàçìåð çàäà÷è. Äëÿ ðàñ÷åòà äëèíû äåðåâüåâ

Øòåéíåðà ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû èçâåñòíûå àëãîðèòìû, â ÷àñòíîñòè àëãî-

ðèòì Äåéêñòðû, Ôëîéäà—Óîðøàëà, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû è äð. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âñåìè âåðøèíàìè öåëåñî-

îáðàçíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìè÷åñêè ïðîñòîé è íå òðåáóþùèé õðàíåíèÿ

ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ â ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóðàõ ìåòîä Ôëîéäà—

Óîðøàëà, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O N( )3 . Ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ðàñ÷åòà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò îäíîé âåðøè-

íû ãðàôà äî N îñòàëüíûõ ñîñòàâëÿåò O N( )2 .

Äëÿ ïîèñêà êîìáèíàöèè ïîäêëþ÷åíèé íîâîãî óçëà m ñ ìèíèìàëüíûì

çíà÷åíèåì am íåîáõîäèì ïåðåáîð âñåõ êîìáèíàöèé âîçìîæíûé ñâÿçåé.

Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé íîâûé óçåë äîëæåí áûòü

ñâÿçàí ñ äðóãèìè óçëàìè ñ ìèíèìèçàöèåé òîïîëîãè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé.

Ïóñòü V Vo � — ìíîæåñòâî óçëîâ, äîñòóïíûõ äëÿ ïðèñîåäèíåíèÿ; | |Vo —

÷èñëî òàêèõ óçëîâ; q — ÷èñëî ïîäêëþ÷åíèé íîâîãî óçëà. Â êîìáèíàòîðèêå

ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m, èëè óïîðÿäî÷åííîé (n, m) âûáîðêîé èç

ìíîæåñòâà M(n), ãäå m n� , íàçûâàþò ïðîèçâîëüíûé êîðòåæ (ai1, ai2, ..., aim),

ñîñòîÿùèé èç m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà

îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âåðøèí A äëÿ n ýëåìåíòîâ ïî m èìååò âèä A nn
m m� , à

èñêëþ÷àÿ êîìáèíàöèè ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè, —

A
n

n m
n
m �

�

!

( )!
.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ÷èñëî ýëåìåíòîâ â âûáîðêå àíàëîãè÷íî

÷èñëó ïëàíèðóåìûõ ïîäêëþ÷åíèé (m = q), à ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ýëå-

ìåíòîâ — ÷èñëó äîñòóïíûõ äëÿ ïîäêëþ÷åíèÿ óçëîâ (n = | |Vo ). Êðîìå

èñêëþ÷åíèÿ èç âûáîðêè êîìáèíàöèé ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè,

íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü, ÷òî êîìáèíàöèè òèïà A (i, j) è A (j, i) ÿâëÿþòñÿ

èäåíòè÷íûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ q

ïîäêëþ÷åíèé èç | |Vo äîñòóïíûõ óçëîâ ÷èñëî êîìáèíàöèé A ñîñòàâëÿåò

A V
V V V q

q
V

q
o

o o o k

o| |
(| |)

(| | ) (| | )
...

(| | ( ))
�

� � � �
� �1

2

2

3

1 0

1q

oV k

q

�

� �(| | )

!
. (4)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4), êîòîðàÿ ïðîâåðåíà ýìïèðè÷åñêè ïðè

( | | ) ( )1 10 1 5� � � � �V qo , ïîëó÷åíû òàêèå çíà÷åíèÿ q ïðè | |Vo = 100:

q Aq
Vo� � �2 4 45 103: ,| | ; q Aq

Vo� � �4 392 106: ,| | ;

q Aq
Vo� � �3 162 105: ,| | ; q Aq

Vo� � �5 7 53 107: ,| | .
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Â òî æå âðåìÿ, ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ïîäêëþ÷åíèé (íàïðèìåð, q = 2)

| | : ,| |V Ao q
Vo� � �10 45 101; | | : ,| |V Ao q

Vo� � �1000 4 445 105;

| | : ,| |V Ao q
Vo� � �100 4 45 103; | | : ,| |V Ao q

Vo� � �10000 4 4445 107.

Çàâèñèìîñòü A îò q è | |Vo ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.
Ýìïèðè÷åñêè âûâåäåííóþ ôîðìóëó (4) ïðèâåäåì ê ôàêòîðèàëüíîìó

âèäó:
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. (5)

Â.Þ. Çóáîê

36 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 1

1,00E+00

1,00E+02

1,00E+04

1,00E+06

1,00E+08

1,00E+10

1,00E+12

1 20 40 60 80 100 120 140

7

6

5

4

3

20

30

40
50

q = 2

1,00E+00

1,00E+02

1,00E+04

1,00E+06

1,00E+08

1,00E+10

1,00E+12

1,00E+14

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

| |oV

qA

| |oV

a

á

q

oV =10

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà êîìáèíàöèé A îò ÷èñëà äîñòóïíûõ óçëîâ | |Vo ïðè íåêîòîðûõ
ïîñòîÿííûõ q (à) è îò ÷èñëà êîìáèíàöèé q ïðè íåêîòîðûõ çàäàííûõ | |Vo (á) è ÷èñëà óçëîâ â
ìíîæåñòâå Vo



Òåïåðü ïðåîáðàçóåì (5) ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ôîðìóëà Ìóàâðà—

Ñòèðëèíãà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðèàëîâ

áîëüøèõ ÷èñåë áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåìíîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [7] :

n n
n

e
e

n

n!� �
�
�

�
�
�2 12�

�

, 0 1� �� .

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí

ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ïîýòîìó ôîðìóëà (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

âèäå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè:
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé | |Vo , â ÷àñòíîñòè, êîãäà | | | |V Vo � (â

íàñòîÿùåå âðåìÿ | |V �56000 è âîçìîæíî âîçðàñòàíèå |V| äî 232) è q Vo��| |,

íà îñíîâàíèè (6) ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå:
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Òàêèì îáðàçîì, íà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêñïîíåíöèàëüíî

âëèÿåò íå óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ, à âîçðàñòàíèå ÷èñëà ïîäêëþ÷åíèé q ïðè

q Vo��| |. Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ïîâòîðåíèå ýëåìåíòîâ â êîìáèíàöèè,

ñâÿçàííûõ ñî ñïåöèôèêîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðè q Vo� | |/ 2 ÷èñëî êîì-

áèíàöèé óìåíüøàåòñÿ è ïðè q Vo� | | äîñòèãàåò âåëè÷èíû Aq
Vo| | �1.

Âîçìîæíîñòè óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷è. Îãðàíè÷åíèÿ íà èç-

ìåíåíèå òîïîëîãèè. Ïëàíèðîâàíèå íîâûõ óçëîâ â ñåòè, êîòîðûå âûïîë-

íÿëè áû òðàíçèòíûå ôóíêöèè è òàêèì îáðàçîì âëèÿëè íà òîïîëîãè÷åñêèå

ðàññòîÿíèÿ ïî âñåé ñåòè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì. Ïðîöåññ ãëîáàëü-

íîé ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè, ñîñòîÿùåé èç äåñÿòêîâ òûñÿ÷ óçëîâ, ñ ïî-

ìîùüþ ïðîòîêîëîâ ìàðøðóòèçàöèè ðàñïðåäåëåí òàê, ÷òî êàæäûé óçåë

ðåøàåò çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè èñêëþ÷èòåëüíî â ïðåäåëàõ ñâÿçåé ìåæäó

íèì è åãî óçëàìè-ñîñåäÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå

èçáðàíèå ìàðøðóòîâ çà ïðåäåëàìè ñîáñòâåííûõ êàíàëîâ íåâîçìîæíî. Ïðè
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ýòîì âîçìîæíà îðãàíèçàöèÿ ëèøü îäíîé òî÷êè Øòåéíåðà — íåïîñðåäñò-

âåííî óçëà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ñâÿçåé, è

íîâûå ñâÿçè ñòðîÿòñÿ òîëüêî ìåæäó ýòèì óçëîì è ñóùåñòâóþùèìè. Òàêèì

îáðàçîì, â îáëàñòè ïîèñêà ðåøåíèé ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà èçìå-

íåíèå òîïîëîãèè ñåòè.

Îãðàíè÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèíÿå-

ìûõ óçëîâ àíàëîãè÷íà ïîèñêó ìåñò îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñêëàäîâ

(êëàññè÷åñêàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à). Â òàêîé çàäà÷å ÷èñëî ñêëàäîâ âñåãäà

îãðàíè÷åíî ñâåðõó áþäæåòîì, ãåîãðàôè÷åñêèìè (èëè òîïîëîãè÷åñêèìè)

îñîáåííîñòÿìè ìåñòíîñòè, îáúåìîì ïîñòàâîê ïðîäóêöèè è äð. Ïðè ïîèñêå

îïòèìàëüíûõ ñâÿçåé äëÿ íîâîãî Èíòåðíåò-óçëà òàêæå ñóùåñòâóþò îãðàíè-

÷åíèÿ, ïðîäèêòîâàííûå ìàòåðèàëüíîé ñóòüþ çàäà÷è. Ïðåæäå âñåãî, ýòî

îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ïîäêëþ÷åíèé q (ñâÿçåé ñ äðóãèìè óçëàìè), êîòîðîå

ìîæåò áûòü âûçâàíî îãðàíè÷åíèÿìè áþäæåòà. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî Vo , ñîñòîÿùåå èç óçëîâ, ïîäêëþ÷åíèå ê êîòî-

ðûì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ò.å. îíè äîñòóïíû ãåîãðàôè÷åñêè è íå ñóùåñò-

âóåò òåõíîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, ãåîïîëèòè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðå-

ïÿòñòâèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îãðàíè÷åíèÿ íà òåðìèíàëüíûå òî÷êè. Âàæíûé ôàêòîð, âëèÿþùèé íà

âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è, — ÷èñëî óçëîâ ñåòè, ÿâëÿþùèõñÿ òåð-

ìèíàëüíûìè òî÷êàìè â çàäà÷å Øòåéíåðà, èëè «àóäèòîðèåé» â òåðìèíàõ

èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ. Çàìåíà ìíîæåñòâà óçëîâ V ìíîæåñòâîì Va, ãäå

|Va | < |V |, äàåò âîçìîæíîñòü óñêîðÿòü ðàñ÷åò am äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè

íîâûõ ñâÿçåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì: òåðìèíàëüíûìè ïðèçíàþòñÿ òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå êàêîìó-ëèáî

ýìïèðè÷åñêîìó êðèòåðèþ, è â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ ñóììàðíûõ äëèí äå-

ðåâüåâ ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü ïóòè, âåäóùèå â òåðìèíàëüíûå òî÷êè, à ïðî÷èå

ïóòè íå àíàëèçèðóþòñÿ.

Âûâîäû

Ïðîáëåìà ñîêðàùåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó Èíòåðíåò-óçëàìè ÿâëÿåòñÿ ðàç-

íîâèäíîñòüþ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, ðåøàåìîé ìåòîäîì ïîèñêà ìåäèàíû

ãðàôà èëè ìíîæåñòâà ìåäèàí ãðàôà. Îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Øòåéíåðà, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå íàèìåíü-

øèõ ïî âåñó (èëè ñóììàðíîé äëèíå) ïîäñåòåé — äåðåâüåâ Øòåéíåðà,

ñîåäèíÿþùèõ çàäàííîå ìíîæåñòâî öåëåâûõ óçëîâ (òåðìèíàëüíûõ òî÷åê)

÷åðåç íàéäåííûå èëè ïîñòðîåííûå äîïîëíèòåëüíûå òðàíçèòíûå ñâÿçè.

×èñëî ýòèõ ñâÿçåé ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-
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íîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè òåîðåòè÷åñêè âîç-

ìîæíûõ âõîäíûõ óñëîâèÿõ (äåñÿòêè ñâÿçåé è òûñÿ÷è äîñòóïíûõ óçëîâ).

Ïîýòîìó ïðè ïîñòàíîâêå ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è íåîáõîäèìû îãðàíè÷åíèÿ

íà âõîäíûå óñëîâèÿ è îáëàñòü ïîèñêà ðåøåíèé. Îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü

íàéäåíû â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòóïíûõ óçëîâ ñ ïî-

ìîùüþ ïðåäâàðèòåëüíîãî îòñåâà, îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî íîâûõ ñâÿçåé,

ñóæåíèÿ àóäèòîðèè, ò.å. óìåíüøåíèÿ ìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ñå-

òè, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå.

The NP-complex Steiner Problem can be effectively solved in some particular cases. The article
discusses approaches to the analysis and optimization of relations between Internet autonomous
systems as a solution of a special case of Steiner Problem. Derived from the point of global
Internet routing, restrictions on the placement of Steiner points and the organization of additional
links are proposed.
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