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Èíâåðñíàÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ çàäàííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ ³íòåíñèâíîñòåé ïîòîê³â, ùî çàáåçïå-
÷óþòü çàäàí³ âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Ðîçãëÿíóòî âàð³àíòè ïîñòà-
íîâê³ çàäà÷³, íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îáñëóæèâàíèå, ïîòîê ñîáûòèé, âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèé, îáðàò-
íàÿ çàäà÷à.

Àíàëèç ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê íà-
õîæäåíèþ âåðîÿòíîñòåé åå ñîñòîÿíèé, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþò-
ñÿ õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû [1]. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëå-
äîâàíèè ÑÌÎ çàäàíû åå ñîñòîÿíèÿ è èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ ñîáûòèé,
ñëó÷àéíî ïåðåâîäÿùèõ ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå. Ïðè èçìåíåíèè
èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ ñîáûòèé èçìåíÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé, â
êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà. Â ýòîé ñèòóàöèè êîððåêöèÿ ñâîéñòâ
ÑÌÎ âîçìîæíà èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, ÷òî âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, òàê
êàê èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòè îäíîãî ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð ïîñðåäñòâîì èç-
ìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ñîñòîÿíèåì, âåäåò ê
ïåðåðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿ-
ìè è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì çàäàííîé ñòðóêòóðû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî
ìíîæåñòâî åå ñîñòîÿíèé S, ãðàô ñîñòîÿíèé è çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èíòåí-
ñèâíîñòåé ïîòîêîâ. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ èíòåí-
ñèâíîñòåé ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû, ñ÷èòàÿ âñå ïîòîêè ïðîñòåéøèìè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê. Äàíî ñëåäóþùåå:

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû S = {S0, S1, ..., Sn};
èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ îòêàçîâ (âîññòàíîâëåíèé);
çàäàííûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ âîññòàíîâëåíèé

(îòêàçîâ), îáåñïå÷èâàþùèõ çàäàííûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ ôèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ôèíàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñðåäíåå îò-

íîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè, ìîæåò

áûòü ïðèáëèæåíà ê æåëàåìîé ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé

ïîòîêîâ.

Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íåçà-

âèñèìî îò äðóãèõ îòêàçàòü. Îòêàçàâøèé áëîê ñðàçó æå íà÷èíàåò âîññòàíàâ-

ëèâàòüñÿ. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà îòêàçîâ i-ãî áëîêà îáîçíà÷èì � i , à èí-

òåíñèâíîñòü ïîòîêà åãî âîññòàíîâëåíèÿ — � i , i n� [ , ]1 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïèñàííûì ïðîöåññîì ñèñòåìà ìîæåò ïðåáûâàòü â îäíîì èç ñëåäóþùèõ

ñîñòîÿíèé: S0 — èñïðàâíà (ðàáîòàåò), S1 — íåèñïðàâíà, îòêàçàë áëîê 1 (íà

ðåìîíòå), S2 — íåèñïðàâíà, îòêàçàë áëîê 2 (íà ðåìîíòå), ..., Sn — íåèñïðàâ-

íà, îòêàçàë áëîê n (íà ðåìîíòå).

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ðàçìå÷åííûé ãðàô ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé

äàííîé ñèñòåìå. Äëÿ ïðèâåäåííîãî ãðàôà ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Êîëìîãîðîâà ïî èçâåñòíîìó ïðàâèëó [1], óñòàíàâëèâàþùåìó áàëàíñ ìåæ-

äó âõîäÿùèìè è èñõîäÿùèìè ïîòîêàìè êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ëþáîãî

i-ãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
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0 0

� � , i j� , (1)

ãäå � ij è � ji — èíòåíñèâíîñòè èñõîäÿùèõ è âõîäÿùèõ ïîòîêîâ; pi, pj —

ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè; n — íîìåð êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ðóêî-

âîäñòâóÿñü ìíåìîíè÷åñêèì ïðàâèëîì (1), ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùóþ âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, â âèäå
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Äëÿ áîëüøèíñòâà ñèñòåì èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ îòêàçîâ ïðàêòè÷åñêè
íå ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî èçìåíåíû. Íàïðèìåð, äëÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì
îíè îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì òåõíîëîãèåé èçãîòîâëåíèÿ óçëîâ ñèñòåìû.
Äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ïîòîê çàÿâîê íà îáñëóæèâàíèå, êàê ïðàâèëî,
íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé âåëè÷èíîé, íî ïîòîêè âîññòàíîâëåíèé çàâèñÿò îò
îðãàíèçàöèè ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ è ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðå-
äåëàõ. Ýòî äåëàåò ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ðåàëèçóåìûì.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) ïðèìåì â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ, ïîäëåæàùèõ
îïðåäåëåíèþ, èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ âîññòàíîâëåíèé � j , j n� [ , ]1 . Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî â (2) ÷èñëî óðàâíåíèé ïðåâûøàåò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Â ýòîì
ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî óïðîñòèòü ðåøåíèå ïîñðåäñò-
âîì èñêëþ÷åíèÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû (2), òàê êàê óðàâíåíèå Êîëìî-
ãîðîâà äëÿ ñîñòîÿíèÿ S0 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ îñòàëü-
íûå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü èíòåíñèâíîñòè
ïîòîêîâ îòêàçîâ � j , j n� [ , ]1 , òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
p j , j n� [ , ]1 , è ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî � j ,
j n� [ , ]1 .

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ðå-

øèì ïðÿìóþ çàäà÷ó ïðè çàäàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìíîæåñòâàõ èíòåí-

ñèâíîñòåé ïîòîêîâ îòêàçîâ è âîññòàíîâëåíèé ñèñòåìû:

� = { 0,268; 0,247; 0,316; 0,412; 0,266},
(3)

� = {1,50; 4,56; 2,86; 3,28; 3,39}.

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ S0 ïî ôîðìóëå
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ãäå n — ÷èñëî íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, è âåðîÿòíîñòè îñòàëüíûõ

ñîñòîÿíèé (S1, S2,…, Sn) ïî ôîðìóëå p pi i i� 0� �/ , à òàêæå íàéäåì

p = {0,646; 0,115; 0,035; 0,0714; 0,0815; 0,0511}. (4)
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Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è çàäàäèì ìíîæåñòâî �, ìíîæåñòâî âå-

ðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé p è ìíîæåñòâî �. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ñèñòåìó ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà (2), àëãîðèòìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êî-

òîðîé èìååò âèä

eq[0]:=P[0]*sum(‘�[i]’,’i’=1..n)=sum(‘P[i]*�[i]’,’i’=1..n),

for i to n do eq[i]:=�[i]*P[i]=�[i]*P[0] od,

Sys:={seq(eq[i],i=0..n-1)},

Var:={seq(�[i],i=1..n)},

Sol:=solve(Sys,Var),

è ðåøèì îòíîñèòåëüíî �[i], i n� [ , ]1 , ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Ma-

ple. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî èíòåíñèâíîñòåé � ñ ïîãðåøíîñòüþ,

ëåæàùåé â ïðåäåëàõ ìëàäøåãî ðàçðÿäà âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïî ñõåìå (2) â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ, ïîäëå-

æàùèõ âûáîðó, ìîãóò áûòü âûáðàíû èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ îòêàçîâ è

âîññòàíîâëåíèé, à òàêæå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé â ñî÷åòàíèÿõ, íå íàðó-

øàþùèõ êîððåêòíîñòü ñèñòåìû (2). Äëÿ ïðèìåðà ðåøèì çàäà÷ó êîððåêöèè

ñèñòåìû ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.
Äàíî:
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû S = {S0, S1, ..., Sn};

èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ îòêàçîâ (íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ);

èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ âîññòàíîâëåíèé (íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ);

çàäàííûå âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ

çàäàííûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, è îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè åå

îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) äîáàâèì óðàâíåíèå íîðìèðîâêè. Â êà÷åñòâå

íåèçâåñòíûõ, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ, âûáåðåì èíòåíñèâíîñòè ïî-

òîêîâ è âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ:

X p p�{ , , , , }� � �1 2 3 4 5 . Ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ A è ìàòðèöó ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ B ïðåäñòàâèì â âèäå
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Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B ñ ïåðåîïðåäåëåííîé

ìàòðèöåé ìåòîäîì êâàäðàòíûõ êîðíåé [2]. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà ãèñòî-

ãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ðàññìîòðåí-

íîãî ïðèìåðà. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è çíà÷åíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ

X, âêëþ÷àÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé p2 è p5, ïîëó÷åíû ñ ïîãðåøíîñòüþ,

ëåæàùåé â ïðåäåëàõ ìëàäøåãî ðàçðÿäà âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ýòî

âèäíî èç ðèñ. 3, íà êîòîðîì íàíåñåíû òî÷êè, èìåþùèå çíà÷åíèÿ ïîãðåø-

íîñòåé i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîãðåøíîñòè.

Ïî ðåçóëüòàòàì êîððåêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè òåêóùèõ çíà÷å-

íèé âåðîÿòíîñòåé ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ (3).

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà è ðåøèì èõ îòíîñè-

òåëüíî èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé. Óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ óñëîâèé ïðè-

ìåðà èìåþò âèä
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� �p t p t p t
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n

i

i

n

i i0 0

1 1

( ) ( ) ( )� � ,

� 	 �p t p t p t1 1 1 0 1( ) ( ) ( )� � ,

� 	 �p t p t p t2 2 2 0 2( ) ( ) ( )� � , (5)

............................................

� 	 �p t p t p tn n n n( ) ( ) ( )� �0 .

Ïðè ýòîì ïðèìåì óñëîâèå íîðìèðîâêè

i

n

ip t
�
� �

1

1( ) .
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) ââåäåì óñëîâèå íîð-

ìèðîâêè [1], çàìåíèâ èì îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (5). Ââîä óðàâíåíèÿ

íîðìèðîâêè â ñèñòåìó (5) îïðåäåëÿåò åå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ðåøåíèå

ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5) ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ

îïåðàòîðíîãî ìåòîäà.

Ïåðåéäåì ê îïåðàòîðíîé ôîðìå, çàìåíèâ óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà,

îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå S0, óðàâíåíèåì íîðìèðîâêè. Â ýòîì ñëó÷àå íà-

÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû áóäåò ñîñòîÿíèå S0, ïðè êîòîðîì åãî âåðîÿò-

íîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) ïðèìåò çíà÷åíèå p0 0 1( ) � . Çà-

ïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (5) â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

i

n

ip s s
�
� �

1

1( ) / ,

sp s p s p s1 1 1 0 1( ) ( ) ( )	 �� � ,

sp s p s p s2 2 2 0 2( ) ( ) ( )	 �� � , (6)

..............................................

sp s p s p sn n n n( ) ( ) ( )	 �� �0 .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ïðè çíà÷åíèÿõ

èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ çàäàííûìè (3), ïîëó÷èì îïå-

ðàòîðíûå ôóíêöèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé:

p s
s s s s s

s s
0

5 4 3 2

6 5

156 948 280 399 218

171 114
( )

, ,

,
�

	 	 	 	 	

	 	 s s s s4 3 2366 568 337	 	 	
,

p s
s s s s

s s s
1

4 3 2

6 5
0268

141 73 7 169 145

171 114
( ) ,

, ,

,
�

	 	 	 	

	 	 4 3 2366 568 337	 	 	s s s
,

p s
s s s s

s s
2

4 3 2

6 5
0247

110 445 771 47 7

171 11
( ) ,

, , , ,

,
�

	 	 	 	

	 	 4 366 568 3374 3 2s s s s	 	 	
,

(7)

p s
s s s s

s s
3

4 3 2

6 5
0316

113 12 7 58 4 761

171 114
( ) ,

, , ,

,
�

	 	 	 	

	 	 s s s s4 3 2366 568 337	 	 	
,

p s
s s s s

s s
4

4 3 2

6 5
0 412

123 54 4 102 663

171 114
( ) ,

, , ,

,
�

	 	 	 	

	 	 s s s s4 3 2366 568 337	 	 	
,

p s
s s s s

s s
5

4 3 2

6 5
0266

122 53 4 988 642

171 11
( ) ,

, , , ,

,
�

	 	 	 	

	 	 4 366 568 3374 3 2s s s s	 	 	
.
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Ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïåðåéäåì ê îðè-

ãèíàëàì è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò â âèäå ôóíêöèé âðåìåíè

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Âûðàæåíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé ñîñ-

òîÿíèé ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà èíòå-

ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Maple, ïîñëå óïðîùåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

p t t t0 0348 132 131 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� 	 � 	

	 	 � 	 �0185 0888 00846 257 000203 1, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t 59 0647t) ,	 ,

p t t t1 00193 132 177 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� � � 	

	 � � 	 �00162 0888 186 257 00808 159, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t t) ,	0115 ,

p t t t2 00557 132 259 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� � � 	

	 � � 	 �00208 0888 2 78 257 000133 15, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t 9 0035t) ,	 ,

p t t t3 00357 132 207 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� � � 	

	 � 	 �00158 0888 21 257 000467 159, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t t) ,	00714 ,

p t t t4 00601 132 197 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� � � 	

	 � � 	 �00432 0888 196 257 00143 159, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t t) ,	0811,

p t t t5 00387 132 199 518( ) , sin ( , , ) exp( , )� � � 	

	 � � 	 �00287 0888 2 41 257 00036 159, sin ( , , ) exp( , ) , exp( ,t t t) ,	0507 .

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé òåêóùèõ âåðîÿòíîñòåé ñîñ-

òîÿíèé ñèñòåìû, ãäå ãðàôèê âåðîÿòíîñòè p0 (t) íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S0 äëÿ

Èíâåðñíàÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2013. Ò. 35. ¹ 4 41

Ðèñ. 4



íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåí â óìåíüøåííîì ìàñøòàáå. Àñèìïòîòàìè ôóíê-

öèé ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè (4) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (øòðèõîâûå

ëèíèè), êîòîðûå â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-

ìóëàì òåêóùèõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé (7) êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

t � �: p p ti
t

i( ) lim ( )� �
��

, i n�0... .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèâ èçëîæåííûé ìåòîä, ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è

êîìïëåêñíîé îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ, ââîäÿ îäíîâðåìåííî òðåáîâàíèÿ ê

ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ äî-

ïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, íàïðèìåð òàêèõ, êàê âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû, ïîçâîëÿåò äîïîëíèòü âåêòîð íåèçâåñòíûõ â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî

íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, è ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó êîýôôè-

öèåíòîâ â êâàäðàòíóþ ôîðìó äëÿ ðåøåíèÿ îáû÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ýòî óïðîùàåò ïðîöåäóðó àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåìû.

Îáùèé ñëó÷àé ðåøåíèÿ èíâåðñíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðåííûé àëãî-

ðèòì ðåøåíèÿ ïðèìåíèì äëÿ ñòðóêòóðû ãðàôà ñîñòîÿíèé, ïðèâåäåííîé íà

ðèñ. 1. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ïðèìå-

íåíèå èçëîæåííîãî ïîäõîäà âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé

ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé óñëîæíÿåò ïðîöåññ àíàëèçà ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÒÎ) àâòîòðàíñïîðòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ (ÀÒÏ)

[3], ãðàô ñîñòîÿíèé êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5, ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèé: S1 — ðàáîòà íà ëèíèè; S2 — ÒÎ-2; S3 — òåêóùèé

ðåìîíò; S4 — êàïèòàëüíûé ðåìîíò; S5 — ïðîñòîé ïî îðãàíèçàöèîííûì

ïðè÷èíàì; S6 — ïðîñòîé ïî îðãàíèçàöèîííî-òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì; S7 —

ÒÎ-1 äëÿ ïðîñòåéøèõ ïîòîêîâ. Âåðîÿòíîñòè ïåðå÷èñëåííûõ ñîñòîÿíèé

îáîçíà÷èì pi � P S i{ }, i m�1,..., , ãäå m =7 — ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Âûáåðåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíîé

ìàòðèöû. Èíòåíñèâíîñòü èñõîäÿùèõ èç ñîñòîÿíèÿ S1 ïîòîêîâ îïðåäåëåíà

ñõåìîé ñëóæèâàíèÿ ïîäâèæíîãî ñîñòàâà, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà íåîáõîäè-

ìîñòüþ ïðîèçâîäñòâà ðåãëàìåíòíûõ ðàáîò, ó÷èòûâàþùèõ ïðîáåã òðàíñ-

ïîðòíûõ ñðåäñòâ. Ïîýòîìó èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû èñõîäÿùèõ èç S1 ïîòîêîâ

íåæåëàòåëüíû. Äîïóñòèìîé ìîæíî ñ÷èòàòü êîððåêöèþ ïîòîêîâ îáñëóæè-

âàíèÿ, èñõîäÿùèõ èç îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Öåëüþ êîððåêöèè ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû, äîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ òðåáóåìûé òåõíè÷åñ-

êèé, ýêîíîìè÷åñêèé, ëèáî äðóãîé ýôôåêò, íàïðèìåð ñòðóêòóðíîé àäàïòà-

öèè ïðåäïðèÿòèÿ. Â êà÷åñòâå èíòåðïðåòàöèè, â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé

öåëè, âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà îòíîñèòåëüíûì ÷èñ-
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ëîì àâòîìîáèëåé, íàõîäÿùèõñÿ â îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèè ( p n Ni i� / , ãäå

ni — ÷èñëî àâòîìîáèëåé, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè S i ; N — ÷èñëî àâòîìî-

áèëåé ÀÒÏ), ëèáî âðåìåíåì ti ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè S i (p t Ti i� / ,

ãäå T — ôîíä âðåìåíè ïðåäïðèÿòèÿ). Çíàÿ çíà÷åíèÿ ti , ìîæíî íàéòè òðå-

áóåìîå ÷èñëî îáñëóæèâàþùåãî ïåðñîíàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåæèìîì ðà-

áîòû ïðåäïðèÿòèÿ, ëèáî îöåíèòü ñòîèìîñòü âðåìåíè ýêñïëóàòàöèè òðàíñ-

ïîðòíîãî ñðåäñòâà è äðóãèå ýêîíîìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå ïîêàçàòåëè,

õàðàêòåðèçóþùèå ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ÀÒÏ.
Ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåé ïîñòàíîâêå: ïî çàäàííûì âåðîÿò-

íîñòÿì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû pi , i m�1,..., , è èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì èíòåí-
ñèâíîñòåé ëîêàëüíîãî ìíîæåñòâà ïîòîêîâ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ îñòàëüíî-
ãî ìíîæåñòâà ïîòîêîâ ðàçìå÷åííîãî ãðàôà ñîñòîÿíèé (ñì. ðèñ. 5). Äëÿ
ýòîãî, ñîáëþäàÿ ïðàâèëî (1), ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà
äëÿ ôèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ ñîñòîÿíèé:

p L L L L L L p L p L p L p L1 12 13 14 15 16 17 2 21 3 31 4 41 6 6( )	 	 	 	 	 � 	 	 	 1 7 71	 p L ,

p L L L L p L p L p L2 21 23 25 26 1 12 3 32 5 52( )	 	 	 � 	 	 ,
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S1

S3

S4

S5

S6
S2

S7

L17 L26

L61

L16

L46

L52

L15

L41

L14
L34

L53

L35

L36L31

L13

L32

L23

L21

L25

L12

L71

L54
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p L L L L L p L p L p L3 31 32 34 35 36 1 13 2 23 5 53( )	 	 	 	 � 	 	 ,

p L L p L p L p L4 41 46 1 14 3 34 5 54( )	 � 	 	 , (8)

p L L L p L p L p L5 52 53 54 1 15 2 25 3 35( )	 	 � 	 	 ,

p L p L p L p L p L6 61 1 16 2 26 3 36 4 46� 	 	 	 ,

p L p L7 71 1 17� .

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èñêëþ÷àåì óðàâíåíèå
íîðìèðîâêè, íåîáõîäèìîå â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èëè íåñêîëüêî âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (1) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé
ïîòîêîâ Lij , ãäå i — èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðîãî ïîòîê èñõîäèò, à j —
èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîå ïîòîê âõîäèò. Ñôîðìèðóåì ëîêàëüíîå ìíî-
æåñòâî èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ. Ââåäåì â åãî
ñîñòàâ ìíîæåñòâî èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ X L L L�{ ,..., , }12 17 23 , êîòîðîå
ñîñòîèò èç ñåìè ýëåìåíòîâ (m � 7), ÷òî îïðåäåëÿåò ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû A
êîýôôèöèåíòîâ m m� :

A

p p p p p p

p

p p

p

p

�

1 1 1 1 1 1

1

1 2

1

1

0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1

1

p

p

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

. (9)

Ñôîðìèðóåì âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ B, îïèñàâ åãî ýëåìåíòû:

B p L p L p L p L p L1 2 21 3 31 4 41 6 61 7 71� 	 	 	 	 ,

B p L L L p L p L2 2 21 25 26 3 32 5 52� 	 	 � �( ) ,

B p L L L L L p L3 3 31 32 34 35 36 5 53� 	 	 	 	 �( ) , (10)

B p L L p L p L4 4 41 46 3 34 5 54� 	 � �( ) ,

B p L L L p L p L5 5 52 53 54 2 25 3 35� 	 	 � �( ) ,

B p L p L p L6 6 61 2 26 3 36� � � ,

B p L7 7 71� .
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Èìåÿ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ A è âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ B, ìîæíî

íàéòè çíà÷åíèÿ âåêòîðà X èñêîìûõ èíòåíñèâíîñòåé, ðåøèâ óðàâíåíèå

A X B� � . Íàëîæèì óñëîâèå íà ýëåìåíòû âåêòîðà B (ýëåìåíòû âåêòîðà

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (10) äîëæíû èìåòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ)

B1 0� , B2 0� , ..., Bm �0 . (11)

Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå (11) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ÷àñòè ýëåìåíòîâ

âåêòîðà B. Ïðè ýòîì ñâåäåíèå (9) ê óñëîâèþ (11) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ñóììèðóåìûõ ïîòîêîâ, ëèáî

óìåíüøåíèåì èíòåíñèâíîñòåé âû÷èòàåìûõ ïîòîêîâ, ëèáî êîìïðîìèññ-

íûì ïîäõîäîì, ñîñòîÿùèì â óâåëè÷åíèè ñóììèðóåìûõ è óìåíüøåíèè

âû÷èòàåìûõ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ. Óêàçàííîå ðåøåíèå ïîëó÷àþò íà

îñíîâàíèè òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðè âûïîëíåíèè èçëîæåííîé ñòðàòåãèè äîîïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñ-

òè ïîòîêîâ ïðåäïî÷òåíèå íåîáõîäèìî îòäàâàòü âûáîðó ïîòîêîâ, íå âõîäÿ-

ùèõ îäíîâðåìåííî â íåñêîëüêî îïèñàíèé ýëåìåíòîâ âåêòîðà B. Òàêèìè

èíòåíñèâíîñòÿìè ïîòîêîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ÿâëÿþòñÿ L L21 31, ,

L L L41 46 61, , . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîððåêöèþ ïîòîêîâ íåîáõîäèìî îñó-

ùåñòâëÿòü ðåêóððåíòíî ëèáî ââîäèòü ïðîöåäóðó îïòèìèçàöèè íà îñíîâå

òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà-

÷åé. Ðàññìîòðèì ìåòîäèêó ðåàëèçàöèè èçëîæåííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ

íà ïðèìåðå èìèòàöèîííîé ìîäåëè.

Èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü. Ïðåäñòàâèì îïèñàíèå èíòåíñèâíîñòåé èñõî-

äÿùèõ ïîòîêîâ èç ïåðå÷èñëåííûõ ñîñòîÿíèé â âèäå

V L L L L L L1 12 13 14 15 16 17: [ , , , , , ]� , V L L L L2 21 23 25 26: [ , , , ]� ,

V L L L L L3 31 32 34 35 36: [ , , , , ]� , V L L4 41 46: [ , ]� ,

V L L L5 52 53 54: [ , , ]� ,V L6 61: [ ]� , V L7 71: [ ]� ,

ãäå V Si i� — âåêòîð èñõîäÿùèõ ïîòîêîâ èç ñîñòîÿíèÿ S i ñ ïîìîùüþ ãå-

íåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

V1 964 492 488 466 164 771: [. ,. , . , . , . , . ]� ,V2 303 222 701 716: [. ,. , . , . ]� ,

V3 573 286 771 565 853: [. ,. , . , . , . ]� ,V4 642 0991: [. ,. ]� ,

V5 0754 0820 571: [. ,. , . ]� ,V6 966: [. ]� ,V7 723: [. ]� .

Íà ïåðâîì ýòàïå äîáàâèì â ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) óðàâíåíèå íîð-

ìèðîâêè pi

i

m

�
� �

1

1è íàéäåì èñõîäíûå âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ,
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ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-
íèé íà ðèñ. 6, à. Ââåäåì âåêòîð æåëàåìûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

p : [. , . , . , . , . , . , . ]� 8 03 05 08 01 01 02 (12)

è, âû÷èñëèâ ýëåìåíòû âåêòîðà B, ïîëó÷èì B5 0� , B6 0� , ÷òî ñâèäåòåëüñò-

âóåò î íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ êîððåêöèè èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ. Âûá-

ðàâ äëÿ ðåàëèçàöèè êîððåêöèè èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ L61 è L54 , ïîëó÷èì

B5 0� , B6 0� , B4 0� .

Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ êîððåêöèè B4 âûáåðåì èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà L41,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåò óäîâëåòâîðåíî óñëîâèå (11). Òðåáóåìîå çíà÷åíèå

èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà âû÷èñëÿåì ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî

çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ýëåìåíòà âåêòîðà Bi îáðà-

Â.Ï. Äîëãèí
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ùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11) íàéäåííîå çíà÷åíèå èíòåí-

ñèâíîñòè äîëæíî áûòü óâåëè÷åíî, íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì åãî óìíîæåíèÿ

íà êîýôôèöèåíò k �1.

Â ðåçóëüòàòå êîððåêöèè íàéäåííûå èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ ñîñ-

òàâèëè: L41 1142605750: .� ; L54 5 247660000: .� ; L61 7 054300000: .� ; X :�
� [. ,. , . , . , . , . , . ]0456 180 0101 00612 00800 0181 233 . Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6, á.

Íà ðèñ. 7. ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé

âåðîÿòíîñòåé, ãäå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïîãðåøíîñòåé � ( )i âû-

÷èñëåííûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé pi (i — íîìåð ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî

çàäàííûõ (12)). Ïîãðåøíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îêðóãëåíèÿ äî òðåõ çíà÷à-

ùèõ öèôð ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ è â ñëó÷àå íåîáõî-

äèìîñòè ìîæåò áûòü óìåíüøåíà ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ.

Âûâîäû

Èçëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íàñòðîéêè ÑÌÎ ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü

çàäàííûå ïàðàìåòðû ïîñðåäñòâîì êîððåêöèè èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äàåò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâèòü ëîêàëè-

çàöèþ ìíîæåñòâà èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû

êîððåêöèè.

The method for solving the problem of determining intensities of the streams providing the preset
properties of the queuing system is offered. The problem posing principles have been considered,

simulation results have been presented.
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