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Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ
ñîñòàâëÿþùèõ òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàòîðà
öèëèíäðè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ

Âåêòîðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ñèì-
ìåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé (ÑÑ) ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàòîðà öèëèíäðè÷åñêîãî òðåõôàçíîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ ïðåîáðàçîâàíà ê ñêàëÿðíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÑêÑÈÓ) îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðîâ
ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòàì Z, Y, X â
ïðîåêöèÿõ ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàòîðà. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
ÑêÑÈÓ, ïîëó÷åííîé ïîñëå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíè-
òîïðîâîäà ñòàòîðà, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò òî÷êè M X Y ZM M M( , , ) ñ êîîðäèíàòàìè ZM � 0,
Y M � 0, X M � 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ
ñîñòàâëåíèåì ìàòðèöû àïïðîêñèìèðóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è åå ðåøåíèåì.

Âåêòîðíó ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âåêòîð³â ù³ëüíîñò³ äæåðåë k-¿ ñèìåòðè÷íî¿
ñêëàäîâî¿ (ÑÑ) ìàãí³òíîãî ïîëÿ ñòàòîðà öèë³íäðè÷íîãî òðèôàçíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî
ïåðåì³øóâà÷à ïåðåòâîðåíî ó ñêàëÿðíó ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (ÑêÑ²Ð) â³äíîñíî
ïðîåêö³¿ íà îñ³ öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò âåêòîð³â ù³ëüíîñò³ äæåðåë k-¿ ÑÑ ìàã-
í³òíîãî ïîëÿ ç óðàõóâàííÿì ñèìåòð³é ïî êîîðäèíàòàì Z, Y, X â ïðîåêö³ÿõ ù³ëüíîñò³ äæå-
ðåë k-¿ ÑÑ ìàãí³òíîãî ïîëÿ ñòàòîðà. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÑêÑ²Ð, îòðèìàíîþ ï³ñëÿ âêà-
çàíèõ ïåðåòâîðåíü, º ÷àñòèíà ïîâåðõí³ ìàãí³òîïðîâîäó ñòàòîðà, ÿê³é íàëåæàòü òî÷êè
M X Y ZM M M( , , ) ç êîîðäèíàòàìè ZM � 0, Y M � 0, X M � 0. Öå äîçâîëÿº ³ñòîòíî ñêîðîòèòè
îá’ºì îá÷èñëåíü, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ñêëàäàííÿì ìàòðèö³ àïðîêñèìóþ÷î¿ àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè
òà ¿¿ ðîçâ’ÿçêîì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü, òðåõìåðíîå âðàùàþùååñÿ ìàãíèòíîå ïîëå,
ñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå, ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè, ýëåêòðîìàãíèòíûé ïåðåìåøè-
âàòåëü, ìàãíèòîïðîâîä, ñêàëÿðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â [1, 2] âåêòîðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ ïëîò-

íîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé (ÑÑ) ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ñòàòîðà öèëèíäðè÷åñêîãî òðåõôàçíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòå-
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ëÿ (ÝÌÏ) ïðåîáðàçîâàíà ê ñêàëÿðíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÑêÑÈÓ) îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò âåêòîðîâ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â [3]

óêàçàííàÿ ÑêÑÈÓ ïðåîáðàçîâàíà ñ ó÷åòîì ñèììåòðèé ïî êîîðäèíàòå Z â

ïðîåêöèÿõ ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàòîðà. Â [4]

ïîëó÷åííàÿ â [3] ÑêÑÈÓ ïðåîáðàçîâàíà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ñèììåòðèè

ïî êîîðäèíàòå Y â ïðîåêöèÿõ íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

âåêòîðîâ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ íîâîé ÑêÑÈÓ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà ñòàòî-

ðà, ëåæàùàÿ âûøå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOY è ñïðàâà îò êîîðäè-

íàòíîé ïëîñêîñòè XOZ, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò òî÷êè M X Y ZM M M( , , ) ñ

êîîðäèíàòàìè ZM � 0 è YM � 0.

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ â [4] ÑêÑÈÓ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòå X â ïðîåêöèÿõ íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íîâîé ÑêÑÈÓ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòî-

ïðîâîäà ñòàòîðà, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò òî÷êè M X Y ZM M M( , , ) ñ êîîðäè-

íàòàìè ZM � 0,YM � 0, X M � 0.

Ïóñòü òî÷êà M X Y ZM M M( , , ) ëåæèò íàä êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ

XOY äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò XYZ. Ïðè ýòîì ZM � 0. Òî÷êà

M X Y ZZ M M M( , , )� ñèììåòðè÷íà òî÷êå Ì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè XOY. Òî÷êà M X Y ZY M M M( , , )� ñèììåòðè÷íà òî÷êå Ì îòíîñè-

òåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOZ. Òî÷êà M X Y ZX M M M( , , )� ñèììåò-

ðè÷íà òî÷êå Ì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè YOZ .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ïðåîáðàçîâà-

íèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÈÓ) äëÿ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

S 2 — âíóòðåííÿÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ìàãíèòîïðîâîäà, S S S2 21 22� � ;

S 21 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 2, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M Z , ëåæà-

ùàÿ ïîä ïëîñêîñòüþ XOY;

S 22 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 2, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæàùàÿ

íàä ïëîñêîñòüþ XOY;

S 3 (èëè S 32) — âåðõíåå îñíîâàíèå ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà M;

S 4 — âíåøíÿÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ìàãíèòîïðîâîäà, S S S4 41 42� � ;

S 41 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 4, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M Z , ëåæà-

ùàÿ ïîä ïëîñêîñòüþ XOY;

S 42 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 4, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæàùàÿ

íàä ïëîñêîñòüþ XOY;

S 221 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 22, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà MY , ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñëåâà îò ïëîñêîñòè XOZ ;
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S 222 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 22, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ,

S S S22 221 222� � ; (1)

S 321 — ÷àñòü âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà, êîòî-

ðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà MY ;

S 322 — ÷àñòü âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà, êîòî-

ðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà M,

S S S32 321 322� � ; (2)

S 421 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 42, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà MY , ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñëåâà îò ïëîñêîñòè XOZ ;

S 422 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 42, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ,

S S S42 421 422� � ; (3)

S 2221 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 222, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M X , ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ çà ïëîñêîñòüþ YOZ;

S 2222 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 222, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ ïåðåä ïëîñêîñòüþ YOZ,

S S S222 2221 2222� � ; (4)

S 3221 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 322, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M X ,

ëåæàùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ çà ïëîñêîñòüþ

YOZ;

S 3222 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 322, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ ïåðåä ïëîñêîñòüþ YOZ,

S S S322 3221 3222� � ; (5)

S 4221 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 422, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M X ,

ëåæàùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ çà ïëîñêîñòüþ

YOZ;

S 4222 — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S 422, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà M, ëåæà-

ùàÿ íàä ïëîñêîñòüþ XOY ñïðàâà îò ïëîñêîñòè XOZ ïåðåä ïëîñêîñòüþ YOZ,

S S S422 4221 4222� � . (6)

Ïðåîáðàçîâàíèå ÈÓ (13 ) è (16) èç [4] ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî êîîð-

äèíàòå X â ïëîòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàïèøåì ÈÓ

(13) èç [4] ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (4)—(6):

2
222 222

�

�
	 
Q Q( ) �

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

2221

222222 2221 222 22 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 1 22212221( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

2222

222222 2222 222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 2 22222222( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRS Q M RS Q M

3221

322222 3221 222 32 21[ ( , ) ( , )]  	� 1 32213221( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRS Q M RS Q M

3222

322222 3222 222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 2 32223222( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

3221

322222 3221 222 32 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 1 32213221( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

3222

322222 3222 222 32 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 2 32223222( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

4221

422222 4221 222 42 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 1 42214221( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

4222

422222 4222 222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 2 42224222( )M dsM �

� �F QZY
2 222
 ( ), Q S222 222� . (7)

Â ÈÓ (7) ïðèìåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñèììåòðèè:

	 	
 
M MM M
2221 22222221 2222( ) ( )� , 	 	
 
M MM M

3221 32223221 3222( ) ( )� ,

	 	� �M MM M
3221 32223221 3222( ) ( )� � , 	 	
 
M MM M

4221 42224221 4222( ) ( )� .
(8)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

2
2222

2222

2222 2222 2222

�

�
	 
Q

S

Y XQ RC Q M( ) [ ( , )� � �� �

� ��Y Z X M MRC Q M M ds( , )] ( )2222 22 22 22222222 2222
	 


� � ��
S

Y Y Z MRC Q M RC Q M

2222

22222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 222 22222222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MRS Q M RS Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 3222 32223222( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MRS Q M RS Q M

3222

32222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 222 32223222( )M dsM �

Â.Ô. Åâäîêèìîâ, Å.È. Ïåòðóøåíêî

78 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2013. V. 35. ¹ 3



� � � ��
S

Y X Y Z XRC Q M RC Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]� �

� � � ��	 
M M

S

YM ds RC Q M
3222 3222

3222

3222 2222 3222( ) [ ( , )�

� ��Y Z M MRC Q M M ds( , )] ( )2222 32 22 32223222 3222
	 


� � � ��
S

Y X Y Z XRC Q M RC Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]� �

� � � ��	 
M M

S

YM ds RC Q M
4222 4222

4222

4222 2222 4222( ) [ ( , )�

� �Y Z M MRC Q M M ds( , )] ( )2222 42 22 42224222 4222
	 
 � � F QZYX

2 2222
 ( ),

Q S2222 2222� . (9)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,2222 2222 2222 2222 2222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (2222 22 22 2222 22 22 2222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YRS Q M RS Q M RS Q M( , ) ( , ) ( ,2222 3222 2222 3222 2222� � 3222X ),

�   X Y Z Y Z YRS Q M RS Q M RS Q( , ) ( , ) (2222 32 22 2222 32 22 2222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,2222 3222 2222 3222 2222� � 3222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (2222 32 22 2222 32 22 2222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,2222 4222 2222 4222 2222� � 4222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (2222 42 22 2222 42 22 2222� � , )M Z X42 22 .

(10)

Ñ ó÷åòîì (10) óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä

2
2222

2222

2222 2222 2222

�

�
	 
Q

S

X YQ RC Q M( ) [ ( , )� � ��  �

� � �X Y Z M MRC Q M M ds( , )] ( )2222 22 22 22222222 2222
	 


� � ��
S

X Y X Y ZRS Q M RS Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]�  �  �

� � ��	�M M

S

X YM ds RC Q M
3222 3222

3222

3222 2222 3222( ) [ ( , ) � �
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� � �X Y Z M MRC Q M M ds( , )] ( )2222 32 22 32223222 3222
	 


� � ��
S

X Y X Y ZRC Q M RC Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )] �  � �

� � �	 
 
M M
ZYXM ds F Q

4222 42224222 2 2222( ) ( ), Q S2222 2222� . (11)

Çäåñü F QZYX
2 2222
 ( ) — ïðåîáðàçîâàííàÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòå

X â ïëîòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ÈÓ (13) èç [4].

Ïðåîáðàçóåì ÈÓ (16) èç [4] ñ ó÷eòîì ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòå X â

ïëîòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (4)—(6)

çàïèøåì

2
222

�

�
	 z Q( )�

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

2221

2221222 2221 222 22 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 ( )M dsM2221 2221
�

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

2222

2222222 2222 222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 ( )M dsM2222 2222
�

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

2221

222 2221 222 22 21 222[ ( , ) ( , )] (  	 1 2221
) dsM �

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

2222

222 2222 222 22 22 222[ ( , ) ( , )] (  	 2 2222
) dsM �

� � ��
S

Y Y Z MZC Q M ZC Q M

3221

322222 3221 222 32 21[ ( , ) ( , )]  	� 1 32213221( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MZC Q M ZC Q M

3222

322222 3222 222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 2 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

3221

3221222 3221 222 32 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 ( )M dsM3221 3221
�

� �
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

3222

3222222 3222 222 32 22[ ( , ) ( , )]� �� 	 
 ( )M dsM3222 3222
�

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

4221

4221222 4221 222 42 21[ ( , ) ( , )]� � 	 
 ( )M dsM4221 4221
�

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

4222

4222222 4222 222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 ( )M dsM4222 4222
�
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� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

4221

222 4221 222 42 21 422[ ( , ) ( , )] (  	 1 4221
) dsM �

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

4222

222 4222 222 42 22 422[ ( , ) ( , )] (  	 2 4222
) dsM �

� �F Qz
ZY

2 222( ), Q S222 222� . (12)

Â ÈÓ (12) ïðèìåì óñëîâèÿ ñèììåòðèè ñ ó÷åòîì (8) è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

	 	z zM M( ) ( )2221 2222� � , 	 	z zM M( ) ( )4221 4222� � . (13)

Òîãäà ÈÓ (12) ïðèìåò âèä

2
2222

�

�
	 z Q( )�

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

2222

2222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 2222 22222222( )M ds M �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

2222

222222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 22222222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X zCR Q M CR Q M

2222

2222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )] (  	 M dsM2222 2222
) �

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

2222

2222 2222 2222 22 22 2[ ( , ) ( , )] (  	 222 2222
) dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZC Q M ZC Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 3222 32223222( )M ds M �

� � ��
S

Y Y Z MZC Q M ZC Q M

3222

32222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 222 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 3222 32223222( )M ds M �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

3222

322222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 4222 42224222( )M dsM �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

4222

422222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 42224222( )M dsM �
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� ��
S

Y X Y Z X zCR Q M CR Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )] (  	 M dsM4222 4222
) �

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

4222

2222 4222 2222 42 22 4[ ( , ) ( , )] (  	 222 4222
) dsM �

� � F Qz
ZYX

2 2222( ), Q S2222 2222� . (14)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÈÓ (14) óäîáíî çàïèñàòü òàê:

2
2222

�

�
	 z Q( ) �

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

2222

2222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 2222 22222222( )M dsM �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

2222

222222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 22222222( )M dsM �

� � ��
S

Y X Y Z X zCR Q M CR Q M

2222

2222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]  	 ( )M dsM2222 2222
�

� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

2222

2222 2222 2222 22 22 2[ ( , ) ( , )] (  	 222 2222
) dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZC Q M ZC Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 3222 32223222( )M dsM �

� � ��
S

Y Y Z MZC Q M ZC Q M

3222

32222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]  	� 222 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 3222 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

3222

322222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 32223222( )M dsM �

� ��
S

Y X Y Z X MZS Q M ZS Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 4222 42224222( )M dsM �

� ��
S

Y Y Z MZS Q M ZS Q M

4222

422222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]� � 	 
 22 42224222( )M dsM �

� � ��
S

Y X Y Z X zCR Q M CR Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]  	 ( )M dsM4222 4222
�
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� ��
S

Y Y Z zCR Q M CR Q M M

4222

2222 4222 2222 42 22 4[ ( , ) ( , )] (  	 222 4222
) dsM �

� � F Qz
ZYX

2 2222( ), Q S2222 2222� . (15)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,2222 2222 2222 2222 2222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (2222 22 22 2222 22 22 2222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YCR Q M CR Q M CR Q M( , ) ( , ) ( ,2222 2222 2222 2222 2222� � 2222X ),

�   X Y Z Y Z YCR Q M CR Q M CR Q( , ) ( , ) (2222 22 22 2222 22 22 2222� � , ),M Z X22 22

�   X Y Y YZC Q M ZC Q M ZC Q M( , ) ( , ) ( ,2222 3222 2222 3222 2222� � 3222X ),

�   X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (2222 32 22 2222 32 22 2222� � , ),M Z X32 22

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,2222 3222 2222 3222 2222� � 3222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (2222 32 22 2222 32 22 2222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,2222 4222 2222 4222 2222� � 4222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (2222 42 22 2222 42 22 2222� � , ),M Z X42 22

�   X Y Y YCR Q M CR Q M CR Q M( , ) ( , ) ( ,2222 4222 2222 4222 2222� � 4222X ),

�   X Y Z Y Z YCR Q M CR Q M CR Q( , ) ( , ) (2222 42 22 2222 42 22 2222� � , )M Z X42 22 .

(16)

Ñ ó÷åòîì (16) ÈÓ (15) ïðèìåò âèä

2
2222 2222 2222

2222

�

�
	 z

S

X YQ ZS Q M( ) [ ( , )� ��  �

� � �X Y Z M MZS Q M M ds( , )] ( )2222 22 22 22222222 2222
	 


� � ��
S

X Y X Y ZCR Q M CR Q M

2222

2222 2222 2222 22 22[ ( , ) ( , )]�  � 

� � � ��	 z M

S

X YM ds ZC Q M( ) [ ( , )2222 2222 32222222

3222

� 

� �� X Y Z M MZC Q M M ds( , )] ( )2222 32 22 32223222 3222
	�

� � ��
S

X Y X Y ZZS Q M ZS Q M

3222

2222 3222 2222 32 22[ ( , ) ( , )] �  �
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� � ��	 
M M

S

X YM ds ZS Q M
3222 3222

4222

3222 2222 4222( ) [ ( , ) �

� � �X Y Z M MZS Q M M ds( , )] ( )2222 42 22 42224222 4222
	 


� � ��
S

X Y X Y ZCR Q M CR Q M

4222

2222 4222 2222 42 22[ ( , ) ( , )]�  � 

� � �	 z M z
ZYXM ds F Q( ) ( )4222 2 22224222

, Q S2222 2222� . (17)

Ïðåîáðàçîâàíèå ÈÓ (24 ) è (29) èç [4] ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî êîîð-

äèíàòå X â ïëîòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. ÈÓ (24) è (29)

èç [4] ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòå X â ïëîòíîñòÿõ

èñòî÷íèêîâ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå

äëÿ ÈÓ (13) è (16) èç [4]. Ïîýòîìó ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ÈÓ (24) èç [4]:

2
3222

2222

22223222 2222

�

�
	 	� 
Q

S

MQ M( ) ( )� ��

� �[ ( , ) ( , )] �  �X Y X Y Z MZS Q M ZS Q M ds3222 2222 3222 22 22 2222
�

� ��
S

z X Y X YM CR Q M CR Q

2222

2222 3222 2222 3222	 ( ) [ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M22 22 2222
)] �

� ��
S

M X Y MM ZC Q M ds

3222

3222 32223222 3222 3222	� ( ) [ ( , )]� 

� ��
S

M X Y Z MM ZS Q M ds

3222

3222 3223222 3222 32 22	 
 ( ) [ ( , )] �
2

�

� ��
S

M X Y X YM ZS Q M ZS Q

4222

4222 4222 3222 4222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � 3222 42 22 4222
, )]M dsZ M �

� ��
S

z X Y X YM CR Q M CR Q

4222

4222 3222 4222 3222	 ( ) [ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M42 22 4222
)] �

� � F QZYX
3 3222� ( ), Q S3222 3222� , (18)

ãäå

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,3222 2222 3222 2222 3222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (3222 22 22 3222 22 22 3222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YCR Q M CR Q M CR Q M( , ) ( , ) ( ,3222 2222 3222 2222 3222� � 2222X ),
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�   X Y Z Y Z YCR Q M CR Q M CR Q( , ) ( , ) (3222 22 22 3222 22 22 3222� � , ),M Z X22 22

�   X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (3222 32 22 3222 32 22 3222� � , ),M Z X32 22

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (3222 32 22 3222 32 22 3222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,3222 4222 3222 4222 3222� � 4222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (3222 42 22 3222 42 22 3222� � , )M Z X42 22 .

�   X Y Y YCR Q M CR Q M CR Q M( , ) ( , ) ( ,3222 4222 3222 4222 3222� � 4222X ),

�   X Y Z Y Z YCR Q M CR Q M CR Q( , ) ( , ) (3222 42 22 3222 42 22 3222� � , )M Z X42 22 .

(19)

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâûâàÿ ÈÓ (29) èç [4] ïîëó÷èì

2
3222 3222

�

�
	 
Q Q( )�

� � ��
S

M X Y X YM ZC Q M ZC

2222

2222 2222 3222 2222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � Q M dsZ M3222 22 22 2222
, )] �

� ��
S

z X Y X YM SR Q M SR Q

2222

2222 3222 2222 3222	 ( ) [ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M22 22 2222
)] �

� �
S

M X Y Z MM ZS Q M ds

3222

3222 32223222 3222 32 22	� ( ) [ ( , )]�  �

� �
S

M X Y Z MM ZC Q M ds

3222

3222 32223222 3222 32 22	 
 ( ) [ ( , )] � �

� � ��
S

M X Y X YM ZC Q M ZC

4222

4222 4222 3222 4222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � Q M dsZ M3222 42 22 4222
, )] �

� ��
S

z X Y X YM SR Q M SR Q

4222

4222 3222 4222 3222	 ( ) [ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M42 22 4222
)] �

� � F QZYX
3 3222
 ( ), Q S3222 3222� , (20)

ãäå

 � � �X Y Y YZS Q M ZC Q M ZC Q M( , ) ( , ) ( ,3222 2222 3222 2222 3222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (3222 22 22 3222 22 22 3222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YSR Q M SR Q M SR Q M( , ) ( , ) ( ,3222 2222 3222 2222 3222� � 2222X ),

�   X Y Z Y Z YSR Q M SR Q M SR Q( , ) ( , ) (3222 22 22 3222 22 22 3222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (3222 32 22 3222 32 22 3222� � , )M Z X32 22 ,
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 � � �X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (3222 32 22 3222 32 22 3222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YZC Q M ZC Q M ZC Q M( , ) ( , ) ( ,3222 4222 3222 4222 3222� � 4222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (3222 42 22 3222 42 22 3222� � , )M Z X42 22 .

�   X Y Y YSR Q M SR Q M SR Q M( , ) ( , ) ( ,3222 4222 3222 4222 3222� � 4222X ),

�   X Y Z Y Z YSR Q M SR Q M SR Q( , ) ( , ) (3222 42 22 3222 42 22 3222� � , )M Z X42 22 .

(21)

Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ÈÓ (36) è (41) èç [4] ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè

ïî êîîðäèíàòå X â ïëîòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ ÑÑ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. ÈÓ

(36) è (41) èç [4] ïðåîáðàçóþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ÈÓ

(13) è (16) èç [4]. Ïîýòîìó ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ýòèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé. Äëÿ ÈÓ (36) èç [4], ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

2
4222 4222

�

�
	 
Q Q( ) �

� ��
S

M X Y X YM RC Q M RC Q

2222

2222 2222 4222 2222	 
 ( ) [ ( , ) ( �  � 4222 22 22 2222
, )]M dsZ M �

� ��
S

M X Y X YM RS Q M RS Q

3222

3222 3222 4222 3222	� ( ) [ ( , ) (�  �  4222 32 22 3222
, )]M dsZ M �

� ��
S

M X Y X YM RC Q M RC Q

3222

3222 3222 4222 3222	 
 ( ) [ ( , ) ( �  � 4222 32 22 3222
, )]M dsZ M �

� ��
S

M X Y X YM RC Q M RC Q

4222

4222 4222 4222 4222	 
 ( ) [ ( , ) ( �  � 4222 42 22 4222
, )]M dsZ M �

� � F QZYX
4 4222
 ( ), Q S4222 4222� , (22)

ãäå

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 2222 4222 2222 4222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (4222 22 22 4222 22 22 4222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YRS Q M RS Q M RS Q M( , ) ( , ) ( ,4222 3222 4222 3222 4222� � 3222X ),

�   X Y Z Y Z YRS Q M RS Q M RS Q( , ) ( , ) (4222 32 22 4222 32 22 4222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 3222 4222 3222 4222� � 3222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (4222 32 22 4222 32 22 4222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 4222 4222 4222 4222� � 4222X ),

 � � �X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (4222 42 22 4222 42 22 4222� � , )M Z X42 22 .

(23)
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Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÈÓ (41) èç [4] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ÈÓ:

2
4222

�

�
	 z Q( )�

� ��
S

M X Y X YM ZS Q M ZS Q

2222

2222 2222 4222 2222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � 4222 22 22 2222
, )]M dsZ M �

� ��
S

z X Y X YM RC Q M RC Q

2222

2222 4222 2222 4222	 ( )[ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M22 22 2222
)] �

� ��
S

M X Y X YM ZC Q M ZC Q

3222

3222 3222 4222 3222	 � ( )[ ( , ) (�  �  4222 32 22 3222
, )]M dsZ M �

� ��
S

M X Y X YM ZS Q M ZS Q

3222

3222 3222 4222 3222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � 4222 32 22 3222
, )]M dsZ M �

� ��
S

M X Y X YM ZS Q M ZS Q

4222

4222 4222 4222 4222	 
 ( )[ ( , ) ( �  � 4222 42 22 4222
, )]M dsZ M �

� ��
S

z X Y X YM RC Q M RC Q

4222

4222 4222 4222 4222	 ( )[ ( , ) ( ,�  �  M dsZ M42 22 4222
)] �

� � F Qz
ZYX

4 4222( ), Q S4222 4222� , (24)

ãäå

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,4222 2222 4222 2222 4222� � 2222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (4222 22 22 4222 22 22 4222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 2222 4222 2222 4222� � 2222X ),

�   X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (4222 22 22 4222 22 22 4222� � , )M Z X22 22 ,

�   X Y Y YZC Q M ZC Q M ZC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 3222 4222 3222 4222� � 3222X ),

�   X Y Z Y Z YZC Q M ZC Q M ZC Q( , ) ( , ) (4222 32 22 4222 32 22 4222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,4222 3222 4222 3222 4222� � 3222X ),

 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (4222 32 22 4222 32 22 4222� � , )M Z X32 22 ,

 � � �X Y Y YZS Q M ZS Q M ZS Q M( , ) ( , ) ( ,4222 4222 4222 4222 4222� � 4222X ),

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2013. Ò. 35. ¹ 3 87



 � � �X Y Z Y Z YZS Q M ZS Q M ZS Q( , ) ( , ) (4222 42 22 4222 42 22 4222� � , )M Z X42 22 ,

�   X Y Y YRC Q M RC Q M RC Q M( , ) ( , ) ( ,4222 4222 4222 4222 4222� � 4222X ),

�   X Y Z Y Z YRC Q M RC Q M RC Q( , ) ( , ) (4222 42 22 4222 42 22 4222� � , )M Z X42 22 .

(25)

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíà ïîëó÷åííàÿ â [4] ÑêÑÈÓ ñ ó÷åòîì ñîîòíî-

øåíèé ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòå X â ïðîåêöèÿõ íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ k-é ÑÑ ìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íîâîé ÑêÑÈÓ (11), (17), (18), (20), (22), (24)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà ñòàòîðà, ëåæàùàÿ âûøå êîîðäè-

íàòíîé ïëîñêîñòè XOY, ñïðàâà îò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOZ, ïåðåä êîîð-

äèíàòíîé ïëîñêîñòüþ YOZ, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò òî÷êè M X Y ZM M M( , , ) ñ

êîîðäèíàòàìè ZM � 0, YM � 0, X M � 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñî-

êðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû àïïðîê-

ñèìèðóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è åå ðåøåíèÿ.

The vector system of integral equations for the vectors of source density of the kth symmetrical
component (SC) of magnetic field of the stator of cylindrical three-phase electromagnetic stirrer
has been transformed to the scalar system of integral equations (ScSIE) in respect of the projec-
tion of density vectors of the sources of kth SC of the magnetic field on the axis of cylindrical sys-
tem of coordinates with allowance for symmetry on Z, Y, X coordinates in projections of densities
of the sources of the kth SC of magnetic field of the stator. Part of the stator core surface, the
points M X Y ZM M M( , , )with coordinates ZM � 0,Y M � 0, X M � 0 belonging to it, is the domain
of definition of ScSIE obtained after the above transformations. This allows reducing consider-
ably the volume of calculations connected with composing the matrix of approximating algebraic
system and its solution.
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