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+��n /0 �00 /00

N�$����3����9� μ ∼ n
 / �� / �� �� �

�����3������+�,� �����1 ∼ n–� �/� � � / /�

��+�,7��%�1�1��� e a/ ∼ n
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r�����!���.
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??9�B8V�1: ∼ n� �� 
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�!��5��=�������1.���%�1�$�%�∼	� �÷�Z��1	�*�M��1���,�$�����#�$��7��!��5+�,.�����1���7���4
��%������������!����%�M,��������%�+�$�����1����1�������!�������������M���$�3���������!4
��!���. ����6�����!6,����,�6��9�����5���3��	�*��$+�,�#���,7���M���������!���9�����%
+�,.����9������,�!��������.#�����!�,��!����+��������$6����!������M,����������M������%
ε��$����/
��÷��/
��M8�B�O�/�??9: ����$��������1�$,�����!����!���9�����1�+�,��X�1,��+����5�4
$�����+����9��,7��%�M������%�ε���!�≅���×��/
��M8	

��+�,����,7��1�"6('5�6H7�M������1�$,.�1�$,����5�M,�������!�.!,.���.���,�3�����$4
6����!������M��������O�1����3����3��.����6�,���9�.�!��1����#�������$6����!�����������4
.��.�O�$�+�,7��.�6,���$��P_E`aDI4Fa4bcdeI4fdeHaeI�aI�cJ	 �
/��S	��,.�1�,���,��
 ��
�!��1.�#��4
�����$6����!�����������.��.�$����������O��/���+�����$��9�����5��/
����������+,����5��/–�O
O�/
�/���B�1	 ���+��1�� �$�����������6,	�� �
�P>1����! ��RZ
S:���
���

� +Σ u � �ε����� 

�M8 �τ����
��;
�
���

� gΔ � �ε����/ RZ�M8 �τ�����⋅��/���;��
���
� +Σ g � �ε����� ���M8 �τ����
��;�������O������ �ε����� R��M8 

τ�����/��;�������O������ �ε����� �R�M8 �τ���/ Z��	
��+��1�� �$,.�M,�������!�M��+���1����,7����!��1������,����9��������3�,7�����!��1�<�4

��.�!�!�$��!���!��P�$�=��� �>�,�!7�! �
//�S������!,.-��/ 
O/ ���$,.�&6�����5(�+��9����!
��/O�/���$,.�&1�$,����5(	�W�����.���,����9�.���+��!�#$����.���,�3����1�+�������1+�,74
��!���$��!�,��!�$��+����������O� �"?9�$���/
�?9�O����,���1-��!���5�$���!���!�5�3�����	

"�$,����-���,����9�-���6���3��5�M,�������!�1�#���+��.�7 �+������1���!�!�,���1-��!4
�����3�������M,�������!�$,.���,,����!��%�$�M,�����3����%�+����9��1��������$� ������!,.-4
<�%�+��+�������1��M�!�!�,�����
�⋅��/�>?>T �!�����!����!�����1�$�,7-���1����,���!������

+�,.	�Y��$��$,.�M,�������!�!��1.���,����9��������!��� �
��� �/�/� �/ −−−− ≅⋅⋅≅=
ε

��� LL
��;

$,.�����!� ��/� �/ 
��� ≅⋅⋅≅= −−−
ε

��� LL
��;�$�6��!�����M�������!��������1�!����.���

������� � �� DD � LL =ε �O�$��+�,.����9�����%�+�,�!�,��	

"�$,����.�3���7���,����9�������!����!����$����9��9���1�,��5�M,���������9���,7��5��
�,�����9�����5�,�!�=���B$!�#�����!1�����������1�:�$,.��!����!.�����5���$6����!���5�M,���4
����!����3���1�M������!�$�+�,7��%�6,���$����,,����!��5���$6����!���5������.��%	

8���1�������M,����������5�$.��.�!������.������+����!��%�3������+��������,���!���%���4
$�3��1����5���,	�N����.����+��5�$������!�!����1� ���!���$6����!���%���,���!���%��������4
�1�P?�,�6��!���$�	 �
/��S�1�#3����3�����1����9�����!������1����,���!�������+�,.	�Y���1��64
����1 �1���1��1������,7���5�,�$��-�+,��1�����,�����P�,-3���!���$�	 �
//ZS ������M���$�3��4
��-�1�,�3����3��-�+�,��,����3����-�PY��3�! �̂ ��!,���� ��RR�S ���$6����!���-�PX�,������
$�	 �
/�/S����,7���5�,�$��-���$6����!���-�+,��1�����3���1���,,����!�����M�������$�+�,74
��%�6,���$��P_E`aDI4Fa4bcdeI4fdeHaeI�aI�cJ	 �
/��S	�N��,7��.�+,������7�1������6�,7��5�1�,�4
��,��
��

� gΔ ��!���1�������X�1,�����!������/��1������!,.����/�/��1–��Puvcel�aI�cJ	 ��R�Z;�jcl4
lJaI�aI�cJ	 ��R�RS�+���+,���������������/����1–����+������$��5�!����9�.5�M,�������!��/�O�/���1–�	
8�����%�+,��1��!���3���!������!��5�!����+�-��1����3����3����+�,.����9�������M������	
*�M��1��$,.��+�����.�����!�5���$�����9�����5�B+�$�����M,�����������9����:�M������!��+4
��!$����1�.!,.���.�!!�$�������1+,�����%�3�����$�M,�����3����%�+����9��1�����������,,��4
��!�����M���������+��+�,.�����1�������$6����!�����������.��.	

����+,�������1������%�+����9��,��+���1�,�5�����5�����+�.#������.5�+�,.������!���4
�.���<���!����1�$,.��������5�1��=��6�!���1�������∼	���1� �����������������,7���+��.$4
��!�+��!�=�-��1��=��6��1�$�,����1�5������1�B
 ///�//������1�:�PY��3�! �̂ ��!,���� ��RR�S	
8���#�1������������9��������1�����1��=��6����1�	

Y�� �$��%��!������������M,�������!��$��!�+,����5�����5�∼	
O��1V��PY�6,�9��			 ��R��S	
*������$��5�+�,.5���∼��/�÷��//�8V�1�+�$!�#����7�M,�������!������!���μ�∼��$������≅�
�⋅��/��P�1
 �
��B8�⋅�H:S �3�������!����!����$��+������I)�"5&�''HC�+�$!�#�����%�$,.�3���������,�����!������
+�,�+��!�$��������1��.	�Y���1��6����1 �M,�����3������1�����!�%��!��M,�������������%
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*���'��������� � %� 1	�������	��������������������������	�
�������	������������εεεεε2�34352
����������	�������-������ 2��������)������� 2��6����������	�������������������	�

�&�7� ('����+��1������3����ε�$,.����$��5����3���%�,����5�B������
� ��
����
�:����.#�,�5�B����
���� �/� ��
����� R�/:�����!�+���ϕ����//�8V1 �ϕ/���/ /
�8�

( ) ,ln� +−ϕϕ−= nn/2 �ε = – 
 ⋅ �//�/�/ /
������
��/��
�� = � R
� ⋅ �/��>?>T 

( ) ,ln� +−ϕϕ−= NN/2 �ε = – 
 ⋅ �//�/�/ /
�������w�/��/���wR�/���� �/ ⋅ �/�>?>T	

A���������� ��1
–�

n+ RZ/ Z�/ �Z/ Z�/ Z
/ ��/

n– �/ ��/ ��/ � /// Z�/ �//

ε � �Z ⋅ �/
�

R �R ⋅ �/
�

R 
 ⋅ �/
�

 � ⋅ �/
�

� � ⋅ �/


� �Z ⋅ �/


Y.#�,������� ��1
–�

N+ �/ /// �� // �� /// �R // 

 /// 
R ///

N– �
 /// �� /// �R // �� /// 
 /// 
� ///

ε � Z ⋅ �/
�

� Z ⋅ �/
�

� /� ⋅ �/
�

� �R ⋅ �/
�

/ R� ⋅ �/
�

� 

 ⋅ �/
�

+�$�����1��!��$�5��1��.-��.����$�M,�����3����5�$��+�,�+��!�$����!�5 �3����6��,�!,�!���
$�+�,����,7��%�1�5����1�������9�������1����,���!���.�+�������O���#�1����+�����.�����4
+�����.���������1������ ���+�$�6�����+�����.�����+�����.����������+��$�,�����������$�	
Y���.��!����,����3����.���,���!���.��$��,7��.�+,��1�����+�$$��#�!��� �!���,�3�������!��4
$������,��P]��,�5 ��R�/S �+����.���!��M�������!���.	�*���9�+�1���1�1��M�!�!�,��������1�4
���,���!���-�+��$�M,�����3����%�+����9��1�����������!����!����$�+�,����,7��1��!��7���4
!���-�+��!�,�3����ε�����$���1�3����%�+���1����%�+�����$����5�ϕ �∇ϕ �����ϕ �∇ϕ �ε�→δ����δϕ;
δ����∇ϕ;�δ����δε��B��1����,���!���-�+��ε:	

�!�#�����M,�������!�+���9�+��,7�����,�3����.����,���,���!����5����1���3����5���,�4
6���%�1�$�,��$�M,�����3����%�+����9��1������!��$������,��P]��,�5 ��R�/ �*��,�#������S
������!����!�����!���+����$�3����1��+�$���-����9�������+���1����3����1����������1 ���4
!�����1�$,.�M,��������5�+��6���!���+������$ �,�1+��6���<�%�!�,���P?�����7�!���$�	 �
//�S 
������!��1�����!�1����$�1�PN�6���!�3 �Y��6�9��! ��RZ�S	

)���!��%�1�5����1�+�,.����9����+���!����.���1����,���!����1����!�����1����$�����+�4
,.���+����4?��$����B+��!�.�3���7����!����.�*��������B�::�$,.�6�,791���!���%�+�,.����9���4
��%�+��!�%�3���������1+,�����%�$�M,�����3����%����������	
���������������	����	�	���	���	�������	��'�	-�����-�������	���%�T,�����������++

�:���6:���������3�����+���1����!�-��.��#�����$����5�����1��5���6,-$���%��������++���!4
���!���������3���%�ε�∼�
�⋅��/����ε�∼�
�⋅��/���+��������!���6,	�
	�*�$!�#��.���1+�������M,�����4
��!����++���:�B�1	����	�� �� �&+��!�.�$�,���(:�+��.!,.���.�+�������<�����M,��������4��9�+4
�����5�,�!�=��	�Y���������$�3���+��$�,���.��+������!��6�#$���.�!�$����%�����7��������!�4
,��7 �1�#�����3���!�������������6�,7=���!�,�3����ε�B∼	�/��÷��/Z�>?>T:���+�$!�#��%�3����
M,�������! ���!�,�3��� �1��7=���B�/�O�/�>?>T: �O���,���,���!����1��!������9�������1
�����.��.1	���9�+�����1��,�!�=��1�����++��6:�B�1	����	�� �� �&!����.�$�,���(:�1������,�4
#��7����� ��,�������!�$��B −

nO)(H 
  ���∼����÷��
:�P8�������! ���6�! �
//�	� 	6;���6�! �
//�S �!�$4
�����,������	�"�#���+��$+�,�#��7 �3�������.����$��+��$���!,.�����6�%�����!��-�������9�4
����-����$� �������������������$�M,�����3����%�+����9��1�����1�#���1��.�7��������+�,�4
#���,7������������9���,7��%	�)���9���,7�����.#�,��������+���#�-��$�M,�����3����-�+��4
��9��1���7�$���/�O�/��>?>T	

�����6,	�
�!�$�� �3���!����9������������$�M,�����3����%�+����9��1�����!��7���-��!�+��4
$�,�5��/�O�/�>?>T	���M,�����3������+����.������.#�,�5�����!����+��.$���1��7=��,��4
��5	�>��$�������1����3���������3�����$,.�M,�������!��:���6:������!,.����/ ��	//�+���$�4
��9����O�/�MV�1�	
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3�����-��������������������	�
���������������%�N���1����1���+���9�������!��%����4
$��M������M�������!���. ���+�,7��.�B&@7����B&�4�)�'���$�M,�����3����%���������������+�4
�����1���!����������.$��

.* ε= ee

Y��$� ���+����!,..� )/(exp)/(/ DLLrere −=ε 

  �+�,�3�1� ε=− /1)/(exp DLL 	�8�����3��1�!�$�
!���#�����$,.�$�M,�����3����%�+����9��1�����+��1���!�$

( ) .exp DLL=ε B
:

X$��7����O�$,����$�6��!������M�������!���.�B∼	�OR��1:	���������������+����!,.���.���M��4
+���1����,7��1��!�,�3���1��B���9�����9�.�M,�������!�!��1�:��������!,.���+��.$����$����
1�����B�O��/��1:	���+��1�� �$,.�+����1������,�.���
/������

��
�
�ε����� 
�Je

�
�
�⋅��/)�∼�� ��H1;�$,.

������������BZO�/��1:�O���	//������
��

�
�ε� ��R / ��

�
�
�⋅��/)�∼���/ ���1	�������������1�#�����4

���+������!��7�����$,������,���!���%������,.9���!�,�����.$�!�%�+,�������	�*��.$���!�,�4
3������$,.���������1�������5�M,�������!�$������6,-$��1�����9�,,.9���+,���������O�/�1	

*����3����M����������$��B��1����,���!�����+��ε:�!!�$�1�$,����$�6��!������M�������!�4
��.�!����$����ε

����� 


εD
L ����� 


DL �⋅�����ε	�Y��$��������=�����B
:�+���5�$���!����!������$,.�$��4
+������ε�����

( )( )ε=ε Dexp Lx ��,�� ( ) .ln DLx=εε

N�=�.������9��$����������!����� �+�,�3��1�$,.�$�%��!���,7��%�3�����ε�!���#�����W4
����9�.�A�16�����Bproductlog:�

( ) .2logproduct4)( 222
DD LxLxx ±=ε

�,.��,�3�.���1+,�����%�$�M,�����3����%�+����9��1��������65�$�1����!,�37��!�$�����%
�����7������1+,�����%�!�,�3���������������!��7����!���������$�%��!���,7��-�����1+,���4

��-�3����	��,.�����������!!�$�1��6����3���.�� η′+ε ′=η+ε 111 i 	�Y��$��$,.�$!�5
+���1����!�ε���η�+�,�3�1�$!��$�%��!���,7��5����!����.�

( ) ( )( ( ) ) .sincosexp DDD η′+η′ε ′=η+ε LxiLxLxi B�:

*��1�1��,�$�-<���+��6,�#������ ε≅ε′  ��� η≅η′ 	�Y��$��!���#�����B�:���+�=���.�!
!�$�

( ) ( ) .cosexp DD η′ε ′=ε LxLx

N�=�.���� �+�,�3�1����!������$,.�ε����3���1���1+,�����%�3�����

2

2

2 2 2
2 2

D
D

D
DD

sec
1

4 productlog cos .
2

x
L

Lx
x L x

LL x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ η⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟ε = ⎜ ⎟⎜ ⎟η⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

?��������!���1�����$�%��!���,7��%�����1+,�����%�3����%�W4����9�.�A�16�����$,.�,���%4
�����$�6��!������+��6,�#���.�B DL ∼�/ ��1:�+��$���!,���������	��	

����!�$���������	�� �> ��3�����1+,�����%�3�����ε �!���,�3������,���%���������$��$�%��!�4
��,7��%�3��������	�� �( �+��!�$������6,���.1�,���,���9��	�)6,�����,���,���9����1�-��5�4
��������%�1��=��6�/O�//�1	�X��3���.�ε�+��+��.$���!�,�3���5���=�����,���-��.�1�#$�
��6�%	���+��1�� �+�����∼��/�1����3���.�!�<���!����%�3�����ε������!,.���Z�⋅��/��>?>T ������4
3���.���1+,�����%�O����,����⋅��/�>?>T	

*����3�����!��5+�,.�����1�%����$����1����,���!����.�$,����M�������!���.���6�.� εDL

�!�,�3���.����!�,�3���� ε ���$,.�$�%��!���,7��%���1��1�%�3����%�ε������!��� ε=ε DD LL
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N��	��	�N��+��$�,�����+,��������M,�������!�!���������������!��!����%�����$���������3���1���1�4
���,���!���.�+��$�M,�����3����%�+����.���%�ε�BM���������$�:��(�O�+���������!����.�$��+����.
$�M,�����3����%�����9���ε�B��∼��	//��1
� �ε���	/// �η���R//:;�>�O�+�,-���$�M,�����3����%�����9�� 
����!����!�-<�����,�!�1���3��1���,�6���.�+,���������,����3��1���!��!���.�BΛ���� ��
�⋅�� Z���
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